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l.  Soit  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  [a,  P],  son 
équation  sera  de  la  forme 

X  étant  une  fonction  linéaire  de  x  et  de  y^  ou  bien  encore 

;  (a;-a)H-v/=nrO'-p)jj(a;-a)-/^(^-P)j  =  X«. 

Sous  celte  dernière  forme,  on  voit  que  cette  conique  est  tangente 
aux  deux  droites 

(x  — a)-+- /^(r  —  P)  =  o 

et 

(a?  — a)  — v^— i(y—  P)  =  o. 

Réciproquement,  si  une  conique  est  langenle  à  ces  deux  droites, 
elle  a  pour  foyer  le  point  [a,  p].  Cette  propriété  analytique  peni 
être  employée  pour  trouver  les  coordonnées  des  quatre  foyers 
d^une  conique  donnée  par  son  équation. 

Il  suit  de  là  que  les  coniques  confocales  doivent  être  regardées 
comme  tangentes  à  deux  mêmes  droites,  les  coniques  bi-confocales 
comme  inscrites  dans  un  même  quadrilatère  dont  les  quatre  som- 
mets sont  les  quatre  foyers  communs.  Ces  propriétés  projectiles 
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des  fojers  nous  permeltront  de  généraliser  leurs  propriétés  mé- 
triques. 

2.  Ainsi,  de  la  tliéorie  des  coniques  bi-confocales,  nous  pour- 
rons tirer  tous  les  théorèmes  relatifs  aux  coniques  inscrites  dans 
un  même  quadrilatère. 

Considérons,  par  exemple,  trois  coniques  bi-confocales;  par  un 
point  extérieur,  menons-leur  des  tangentes  :  ces  trois  couples  de 
tangentes  auront  une  bissectrice  commune;  donc  ils  formeront  un 
faisceau  en  involution.  En  généralisant,  nous  retrouverons  le 
théorème  de  Desargues. 

î^.  Deux  coniques  bl-confocales  se  coupent  orthogonalement. 
L'homographie  généralise  ainsi  ce  théorème  : 

Si  deux  coniques  inscrites  dans  un  même  quadrilatère  se 
coupent,  les  deux  tangentes  menées  au  point  d* intersection, 
et  les  droites  obtenues  en  joignant  ce  point  à  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère  circonscrit^  forment  un  faisceau 
harmonique. 

\.  La  considération  des  foyers  imaginaires  peut  être  souveni 
utile;  je  ne  citerai  qu'un  exemple. 

Considérons  une  conique  et  deux  tangentes  à  celte  conique  ; 
joignons  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  aux  quatre 
fo}^ers;  les  trois  couples  de  droites  ainsi  obtenues  auront  une 
bissectrice  commune;  donc  ils  formeront  un  faisceau  en  involu- 
tion. 

En  généralisant,  nous  trouverons  ce  théorème,  cas  particulier 
de  celui  de  Desargues  : 

Si  une  conique  est  inscrite  dans  un  quadrilatère,  que  par 
un  point  extérieur  on  mène  deux  tangentes  à  cette  conique, 
et  puis,  qu^ on  joigne  ce  point  aux  quatre  sommets  du  quadri- 
latère^ on  obtiendra  un  faisceau  en  involution  (*  ). 


(')  Le  théorème  sur  le  quadrilatère  qu'on   lit  dans  la  Géométrie  supérieure, 
p.  2.^)9,  combiDé  avec  celui-ci,  donne  lieu  à  un  troisième  théorème. 
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5.  Je  citerai  encore  quelques  théorèmes,  conséquences  immé- 
diates des  principes  précédents  : 

I**  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  deux  droites 
données  et  ajani  un  foyer  fixe  est  une  droite. 

2**  Une  conique  inscrite  dans  un  angle  étant  donnée,  le  problème 
suivant  :  «  (construire  une  conique  tangente  à  la  première  et  aux 
deux  côtés  de  l'angle  en  deux  points  donnés,  »  est,  en  général, 
susceptible  de  deux  solutions.  Les  deux  points  de  contact  cherchés 
et  le  sommet  de  l'angle  sont  en  ligne  droite. 

3°  Considérons  trois  coniques  confocales,  et,  par  un  point 
pris  dans  le  plan  de  ces  coniques,  menons  six  tangentes.  Joignons 
les  six  points  de  contact  au  loyer  commun,  nous  obtiendrons  ainsi 
trois  couples  de  droites  ayant  une  bissectrice  commune  ;  donc  elles 
formeront  un  faisceau  en  involulion. 

£n  généralisant,  nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.    —    Si  trois  coniques   sont    tangentes    à    deux 

mêmes   droites  se  coupant  en  P,  et  que,   par  un  point  pris 

dans  leur  plan,  on  leur  mène  six  tangentes;  en  joignant  les 

six  points  de  contact  au  point  P,  on  aura   un  faisceau  en 

involulion. 
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J. 

I.  Considérons  trois  coniques  ayant  un  même  foyer  F  el,  sur 
une  droite  arbitraire  FZ  passant  parce  foyer,  prenons  trois  points 
A ,  BetC,  correspondant  respectivement  au  x  trois  coniques.  Menons 
par  chacun  de  ces  points  deux  tangentes  à  la  conique  correspon- 
dante, et  joignons  les  six  points  de  contact  au  foyer  :  nous  obtien- 
drons ainsi  trois  couples  de  droites  ayant  pour  bissectrice  com- 
mune la  ligne  FZ;  donc  ils  formeront  un  faisceau  en  involution. 

En  généralisant  par  rhomograpliie  celte  propriété,  nous  obtien- 
drons le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  trois  coniques  sont  tangentes  à  deux 
m  Ames  droites  se  coupant  en  O,  et  que,  sur  une  droite  OZ 
passant  par  ce  points  on  prenne  trois  points  A,  B,  C  corres- 
pondant aux  trois  coniques;  si,  par  chacun  de  ces  points,  on 
mène  des  tangentes  à  la  conique  correspondante,  en  joignant 
les  six  points  de  contact  ainsi  obtenus  au  point  O,  on  obtiendra 
un  faisceau  en  involution. 

Remarque,  —  Si  les  trois  coniques  se  réduisent  à  une  seule, 
on  retombe  sur  la  proposition  suivante,  due  à  M.  Chasles  : 

Si  trois  cordes  d^une  conique  se  coupent  en  un  même  point, 
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les  six  points  (/nielles  interceptent  sur  laconique  sont  en  invo- 
lution;  c^ est-à-dire  qu*en  joignant  ces  six  points  à  un  point 
quelconque  de  la  conique,  on  a  un  faisceau  en  involution. 

Si  les  Irois  points  .\,  H  et  C  se  confondenl,  on  obtient  le  théo- 
rème énoncé  t.  XI,  p.  292. 

J'indiquerai  encore  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  II.  —  57  une  conique  variable  est  assujettie  à 
rester  tangente  à  deux  droites  fixes  A  et  B,  le  lieu  des  pôles 
dUine  droite  D  passant  par  le  point  de  rencontre  de  A  et  de  B 
par  rapport  à  cette  conique  variable,  est  une  droite  H  passant 
par  ce  même  point  de  rencontre.  Les  quatre  droites  D,  A,  H,  B 
forment  un  faisceau  harmonique. 

Théorème  III.  —  Si  trois  coniques  sont  inscrites  dans  un 
même  angle,  et  que,  par  un  point  pris  dans  leur  plan,  on 
leur  mène  six  tangentes,  les  deux  tangentes  menées  ii  une 
même  conique  couperont  la  polaire  du  somm,et  de  l'angle, 
relativement  à  cette  conique,  en  deux  points;  et  si  l'on  joint 
au  sommet  de  l'angle  les  six  points  de  rencontre  ainsi  obtenus, 
on  aura  un  faisceau  en  involution, 

â.  Coniques  biconfocales.  —  Une  conique  ayant  deux  foj'ers 
fixes  peut  être  considérée  comme  tangente  à  quatre  droites  fixes; 
les  théorèmes  relatifs  aux  coniques  biconfocales  peuvent  donc  être 
étendus  aux  coniques  inscrites  dans  un  même  quadrilatère.  Je 
citerai  quelques  exemples  de  cette  transformation. 

Soient  trois  coniques  biconfocales;  par  un  point  extérieur 
menons-leur  six  tan^çentes.  Ces  tangentes  auront  deux  à  deux  la 
même  bissectrice;  donc  elles  formeront  un  faisceau  en  involution. 
En  généralisant  par  homographie,  on  obtiendra  la  proposition 
suivante,  corrélative  d'un  théorème  de  M.  Sturm  : 

Si  trois  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadrilatère, 
et  que,  par  un  point  pris  dans  leur  plan^  on  leur  mène  six 
tangentes,  ces  six  tangentes  formeront ^un  faisceau  en  invo- 
lution. 

Le  problème  suivant  :  Construire  une  conique  inscrite  dans 
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un  quadrilatère  et  passant  par  un  point  donné  K^  a  en  général 
deux  solutions. 

Si  au  point  A  on  mène  les  deux  tangentes  aux  deux  coniques 
satisfaisant  à  la  question,  et  qu'on  joigne  ce  poinl  à  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère,  on  obtiendra  un  faisceau  harmonique. 

3.  Considérons  n  coniques  situées  dans  un  même  plan,  les 
/\n  foyers  de  ces  coniques  seront  ^n  sommets  de  n  quadrilatères 
respectivement  circonscrits  à  ces  courbes,  et  les  côtés  opposés  de 
ces  quadrilatères  convergeront  tous  vers  deux  mêmes  points  P 
et  Q  situés  sur  la  droite  de  l^ infini  (  *  ). 

Observation.  —  Chaque  côté  renferme  un  foyer  réel  et  un  foyer 
imaginaire. 

Il  suit  de  là  que  : 

Si  l'on  transforme  homo graphiquement  n  coniques  situées 
dans  un  même  plan,  aux  foyers  de  ces  coniques  correspon- 
dront les  sommets  de  n  quadrilatères  respectivement  circon- 
scrits à  ces  coniques  transformées^  et  les  côtés  opposés  de  ces 
quadrilatères  se  Couperont  en  deux  mêmes  points  P  et  Q  situés 
sur  la  droite  répondant  homographiquement  à  celle  de  r in- 
fini. 

Inversement,  cette  remarque  peut  servir  à  résoudre  ce  pro- 
blème : 

Deux  points  A  c^  B  étant  pris  dans  le  plan  dUme  conique, 
transformer  la  figure  homographiquement^  en  sorte  que  les 
points  correspondant  d  A  e^  B  soient  des  foyers  de  la  conique 
transformée. 

On  peut  remarquer  de  plus  que,  si  un  cercle  se  trouve  dans  le 
plan  des  coniques  données,  il  se  transforme  suivant  une  conique 
passant  par  les  deux  points  fixes  P  et  Q. 

Comme  application  de  ce  principe,  considérons  trois  coniques 
inscrites  dans  un  même  angle;  si  nous  joignons  le  sommet  de  cet 


(')  Expression  employée  par  M.  Puncelet. 
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angle  aux  douze  foyers  de  ces  coniques,  nous  obtiendrons  ainsi 
six  couples  de  droites  ayant  une  bissectrice  commune  ;  donc  trois 
quelconques  d'entre  elles  forment  un  faisceau  en  involution. 
On  tire  de  là  le  théorème  suivant  : 

Thkorème  IV.  —  Si  trois  coniques  sont  inscrites  dans  un 
même  angle  A,  et  que  par  deux  points  extérieurs  P  et  Q  on 
leur  mène  des  tangentes,  les  tangentes  menées  de  ces  deux 
points  à  une  même  conique  formeront  un  quadrilatère  don- 
nant deux  couples  de  sommets  opposés,  et  nous  aurons,  en 
considérant  les  trois  coniques,  six  couples  de  sommets;  en 
joignant  trois  quelconques  de  ces  couples  au  sommet  A  on 
obtiendra  un  faisceau  en  involution. 

II. 
Les  deux  droites  représentées  par  les  équations 


et 

(r  — P^  — v^— »(j^  — a)  =  o, 

que  nous  avons  considérées  dans  l'étude  des  foyers  des  coniques 
(t.  XI,  p.  290),  jouissent  d'une  propriété  très  remarquable,  con- 
tenue dans  la  proposition  suivante  : 

Si  un  angle  constant  tourne  autour  du  point  (a,  P),  ses  côtés 
et  les  droites  représentées  par  les  équations 

(^  —  p) -+- /~( J- —  a)  =  o, 
O'  —  p)-- V^— i(^  — 3t)  =  0, 

forment  dans  chaque  position  de  l^ angle  mobile  un  faisceau 
dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  Si  l^ angle  mobile 
est  droit,  le  faisceau  est  harmonique. 

Les  conséquences  de  ce  principe  sont  nombreuses.  Considérons 
un  angle  constant  tournant  autour  du  foyer  d'une  conique,  les 
cordes  interceptées  dans  la  conique  enveloppent  deux  coniques 
confocales  et  doublement  tangentes  à  la  première. 
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On  lire  de  celte  proposilion  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Si  un  angle  O  est  circonscrit  à  une  conique, 
et  qiCun  angle  variable  tourne  autour  du  point  O  de  manière 
que  ses  côtés  fassent  dans  chacune  de  ces  positions,  avec  les 
côtés  de  l'angle  fixe,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  soit  constant^  les  cordes  interceptées  dans  la  conique 
par  les  côtés  de  Vanstle  variable  enveloppent  deux  coniques 
inscrites  dans  l'angle  O  doublement  tangentes  à  la  première 
(Chas LES,  Géométrie  supérieure,  p.  448). 

Je  citerai  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  VI.  —  Si  un  angle  variable  tourne  autour  d'un 
point  fixe  O  pris  dans  le  plan  dUine  conique,  en  sorte  que  ses 
côtés  fassent  constamment,  avec  deux  droites  passant  par  ce 
point,  un  faisceau  harmonique,  les  cordes  interceptées  dans 
la  conique  par  les  côtés  de  l'angle  variable  enveloppent  deux 
coniques. 

Si  le  point  O  est  sur  la  conique,  la  corde  interceptée  passe  par 
un  point  fixe. 

Théorème  VII.  —  Si  un  angle  variable  tourne  autour  d'un 
point  pris  sur  une  conique,  en  sorte  que  ses  côtés  fassent  con- 
stamment, avec  deux  droites  passant  par  ce  point,  un  fais- 
ceau dont  le  rapport  anharmonique  soit  constant,  la  corde 
interceptée  dans  la  conique  par  Vangle  variable  enveloppai 
une  autre  conique  doublement  tangente  à  la  première  au 
point  O  (Chasles,  Géométrie  supérieure,  p.  ioo)  (*). 

Dans  ce  qui  précède,  nous  sommes  partis  d'un  théorème  parti- 
culier pour  nous  élever  au  théorème  général;  mais  il  arrive  sou- 
vent que  ce  dernier  est  plus  simple  et  plus  facile  à  démontrer; 
alors  on  peul  en  tirer  le  théorème  particulier. 

On  verra  un  exemple  de  cette  méthode  dans  ce  qui  va  suivre  . 


(  '  )  Ces  théorèmes  ont  élé  communique;»  à  M.  Terquem  avant  la  publication  de  la 
Géométrie  supérieure. 
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ni. 

Définition.  —  Soit  un  point  a,  ^  pris  dans  le  plan  d'une  conique, 
les  droites  représentées  par 

^r  — •  P)  -+-/^^(^— a)  =  o,         (r  —  P)—  /^^(a?  — a)  =  o 

couperont  la  conique  en  quatre  points  donnant  deux  cordes 
réelles.  Quoique  les  théorèmes  suivants  s'appliquent  aussi  aux 
cordes  imaginaires,  nous  ne  considérerons  que  les  premières; 
pour  abréger,  je  les  nommerai  les  droites  directrices  du  point  a,  ^. 
Soient  X  =  o  et  Y  =  o  les  équations  de  ces  deux  droites,  Téqua- 
tion  de  la  conique  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(ar— a)^-^-(J'-{J)^=XXY: 
dODC  : 

Théorème  VIU.  —  Ae  carré  de  la  distance  d^ un  point  de  la 
conique  à  un  point  fixe  a,  ^  est  au  produit  des  distances  de  ce 
même  point  aux  deux  droites  directrices  correspondantes ^ 
dans  un  rapport  constant. 

Remarque.  —  Si  le  point  F  coïncide  avec  l'un  des  foyers  de  la 
conique,  les  deux  droites  directrices  se  confondent  toutes  deux 
avec  la  directrice  correspondante. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  une  des  droites  directrices  est  tou- 
jours à  rinfini. 

Considérons  une  conique  dans  un  plan,  et  soient  A,  A',  B,  B' 
quatre  points  pris  arbitrairement  sur  cette  conique;  menons  la 
droite  AA'  et  joignons  un  point  quelconque  de  la  conique  aux 
quatre  points  A,  A',  B,  B';  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  droites 
coupant  la  corde  AA'  aux  quatre  points  A,  A',  6,  //,  et  si  nous 
joignons  ces  quatre  points  à  un  point  fixe  O  pris  dans  le  plan,  les 
quatre  droites  AO,  A'O,  60,  b'O  forment  un  faisceau  dont  le 
rapport  anliarmonique  sera  constant. 

Maintenant,  si  nous  transformons  homograpbiquement  celte 
figure,  en  sorte  que  les  deux  droites  OA  et  OA'  se  projettent 
suivant  les  droites  dont  les  équations  sont 

(.r  —  P) -^  /^(^  —  «)  =  o,         {y—^)  —  /^^(ar  —  a)  =  o, 
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a  et  ^  étant  les  coordonnés  du  point  correspondant  au  point  O, 
on  obtiendra  le  théorème  suivant  ; 

Thî^.orème  IX.  —  Soient  F  un  point  fixe  pris  dans  le  plan 
dUine  conique,  A  et  h!  deux  points  pris  sur  cette  conique;  un 
angle  dont  les  cotés  passent  constamment  par  les  points  A 
et  A',  et  dont  le  sommet  se  meut  sur  la  conique,  intercepte  sur 
une  des  droites  directrices  correspondant  au  point  F  un  seg- 
ment vu  de  ce  point  sous  un  angle  constant. 

Remarque,  —  Ce  théorème  a  encore  lieu  quand  le  point  F 
coïncide  avec  l'un  des  foyers  de  la  conique;  je  ferai  remarquer 
que,  dans  ce  cas,  Tangle  constant  est  la  moitié  de  Tangle  AFA'. 

Si  les  points  A,  A'  et  le  pôle  de  la  droite  directrice  que  Ton 
considère  sont  en  ligne  droite,  l'angle  constant  est  droit. 

Parmi  les  applications  que  Ton  peut  faire  du  théorème  précé- 
dent, je  citerai  la  suivante  : 

Trois  segments  étant  donnés  sur  une  droite,  déterminer 
le  point  du  plan  d'où  ces  trois  segments  sont  vus  sous  le  même 
angle. 

Ce  problème  peut  se  résoudre  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas. 

i.  Problème.  —  Un  système  d'angles  A,  B,  C,  . . . ,  situés 
dans  un  plan,  étant  liés  par  une  équation  quelconque 
F(A,  B,  C,  ...)=:  o,  trouver  la  relation  qui  lie  les  angles 
correspondants  A',  B',  (7,  . . . ,  quand  on  transforme  la  figure 
ho  mo  graphique  ment. 

Solution.  —  Soient  P,  Q  les  deux  points  correspondant,  sur  la 
seconde  figure,  aux  deux  points  qui,  dans  la  première  figure,  sont 
situés  respectivement  sur  la  droite  de  l'infini  et  sur  les  deux  droites 
y  =  xi,  y  =  -'xi. 

Les  deux  côtés  de  l'angle  A'  dans  la  seconde  figure  et  les  droites 
A'P,  A'Q  formeront  un  faisceau  dont  nous  désignerons  le  rapport 
anharmonique  par  a;  désignons  de  même  par  6,  c,  rf,   ...  les 
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'  rapports  correspondant  aux  autres  angles,  la  relation  cherchée 
est 

(1)  t     — -=,  — — =,  — -—=,,  . . .  )  =  o, 

\2/ — I      2 /— I       2/ — I  / 

la  caractéristique  log  désignant  des  logarithmes  népériens. 

JV.  B.  —  M.  Chasles,  dans  sa  Géométrie  supérieure,  p.  44^, 
§  623,  ne  donne  la  solution  de  ce  problème  que  quand  les  angles 
A,  B,  C,  . . .  ont  même  sommet  ou  quand  ils  sont  égaux. 

On  pourrait  se  proposer  la  même  question  pour  un  sj'stème 
d^angles  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace;  mais  la 
question  est  alors  plus  complexe  et  demande  quelques  développe- 
ments que  nous  ne  pouvons  donner  ici. 

Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  toute  relation  entre  des  angles 
est  projective;  pour  ne  donner  qu'un  exemple,  nous  prendrons  ce 
ihéorème  élémentaire  : 

La  somme  des  angles  d'un  polygone  plan  est  un  multiple 
de  deux  droits* 

Si  on  le  transforme  liomograpliiquement  au  mojen  du  problème 
précédent,  on  trouvera  le  théorème  de  Carnot  rclalif  aux  seg- 
ments qu'une  transversale  intercepte  sur  les  côtés  d'un  polygone. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  les  conséquences  que  Ton  en  peut 
tirer  pour  les  polygones  inscrits  ou  circonscrits  aux  coniques,  et 
notamment  aux  théorèmes  que  M.  Poncelet  a  donnés  à  ce  sujet 
dans  ses  Propriétés  projectives. 

Nous  donnerons  prochainement  les  démonstrations  de  ces 
diverses  propositions  et  du  théorème  suivant  : 

5.   Théorème  X.  (Nous  appelons  ici  foyers  d^ une  surface  de 
révolution  du  second  ordre  les  deux  foyers  communs  à  toutes 
les  sections  faites  suivant  Taxe.)  —  Le  lieu  des  foyers  des  sur- 
faces de  réi'olution  circonscrites  à   une   surface  du   second 
ordre  est  un  système  de  trois  coniques  situées  dans  les  trois 
plans  principaux  de  la  surface  (  '  ). 


(  *  )  Ce  sont  les  courbes  polaires  de  M.  Cbasles. 


l 'i  UÉOMÉTRIE. 

On  déduit  comme  corollaire  le  théorème  de  M.  Steiner  sur  les 
sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  un  ellipsoïde. 

6.  Théorème  XI.  —  Soit  un  cône  circonscrit  à  une  surface 
du  second  ordre;  tout  plan  cyclique  du  cône  coupera  la  sur- 
face  suivant  une  conique  dont  le  sommet  du  cône  sera  un 
foyer. 

Nous  joignons  ici  un  exemple  pour  éclaircir  la  formule  (i) 
(p.   i3). 

7.  Soient  un  cercle  et  deux  points  A  et  B  pris  arbitrairement 
sur  ce  cercle,  M  un  point  quelconque  de  la  circonférence,  et  O 
son  centre;  on  aura 

>..\MB  ^  A  OU. 

Si  nous  transformons  la  figure  bomographiquement,  le  cercle  se 
projettera  suivant  une  conique,  le  point  O  se  projette  en  O',  et, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  les  points  P  et  Q  seront  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  conique  par  le  point  O'; 
\  et  B  se  projetteront  en  A'  et  B'.  Cela  posé,  joignons  les  points 
A'  et  B'  au  point  O',  et  appelons  a  le  rapport  anbarmonique  du 
faisceau  O'P,  O'A',  O'B',  O'Q  (en  regardant  les  droites  OPet  OQ 
comme  conjuguées). 

Joignons  les  quatre  points  A',  B',  P,  Q  à  un  point  quelconque  M 
de  la  conique,  et  appelons  b  le  rapport  anbarmonique  du  faisceau 
MA',  MP,  MB',  MQ  (en  regardant  les  droites  MP  et  MQ  comme 
conjuguées);  d'après  la  formule  (i),  nous  devons  avoir 


\  V.  / I  /  '2  V'' —  ' 

ou 

•>.  log6  =  loga, 


et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Si  quatre   points  conjugués   deux   à   deux  sont  sur   une 
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conique,  le  rapport  anhavmonique  du  faisceau  suivant  lequel 
ces  points  sont  vus  du  pôle  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
con/ufrués  est  égal  au  carré  du  rapport  anharmonique  du 
faisceau  suivant  lequel  ces  quatre  points  sont  vus  d^ un  point 
quelconque  de  la  conique. 
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Par  Mi\I.  LAGUKRRE-VERLY  et  Joseph  SAGCHI,  de  Pavie. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  i853. 


SI  le  coefiicient  angulaire  d'une  tangente  menée  par  un  point  à 
une  conique  rapportée  à  des  axes  se  coupant  sous  l'angle  y  est 

égal  à  cosv  ±  siny  V— ^'  ^^  l*^'"^  ^^^  ""  ^^^^^' 

Celle  propriété  analytique  des  foyers,  généralisation  de  celle 
qui  a  été  indiquée  par  Plûcker,  offre  un  moyen  très  simple  pour 
déterminer  les  coordonnées  des  foyers  dans  le  cas  le  plus  général. 

Soient  a  et  p  les  coordonnées  d'un  foyer  de  la  conique  rapportée 
à  deux  axes  formant  l'angle  y,  et  posons 

m  =  B«  —  4  AC,  /  =  D«—  4  AF, 

/'  =  E«—  4GF,  k  --=  2 AE  —  BD, 

k'=  2GD  —  BE,  n  =  DE  —  2BF, 

P  =  mp»—  2^'?  -h  /',  Q  =  ma»—  olAol  -+-  /, 
R  =  map  — A:'a  — A-p  — /i; 

l'équation  de  la  tangente  à  la  conique,  en  nommant  p  le  coefficient 
angulaire,  est 


mjr  =  mpx  —  pk-\-  k'dz^p^(k^—  nil)\—  ip{kk'-\-  nin) -^  k'^—  ml' , 
qui  doit  être  satisfaite  par 

a:  =  a,        y  =  ^^        p^z=z  cosy  =t  siny  / —  i  ; 

mettant  ces  valeurs  de  x  et  de  r,  et  résolvant  Téquation  par  rap 
port  à  /?,  ou  a 
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donc 

R             .     ,      /(PQ-R») 
cosY=Q>         sinY,=  ^Q ; 

ainsi 

Q  cosY  —  R=o,         Q  —  P=:o, 

éqiialions  qui  délermincot  les  valeurs  de  a,  [3,  coordonnées  des 
foyers. 

Prenant  pour  axes  les  diamètres  conjugu(;s  égaux,   Péquation 
Q  —  P  =  o  représente  le  système  des  deux  axes  principaux. 

.Vote.  —  Soit  y  •+■  ex  =  o  l'équation  d'une  tangente  passant  par  l'origine 

on  a 

/'—'len-h  fe^  =  o         (l.  Il,  p.  108). 

Si  Torigine  est  un  foyer 

/  =  /',         n  =  /cosy; 
<Voù  Ton  lire 

e  =  cosY±  t sin Y» 


L.  -   11. 


sun 


LES  COURBES  PLANES  ALGÉBRIQUES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences;  i865. 


I.  On  appelle  en  général  foyer  d^ une  courbe  plane  un  point 
tel  que  deux  des  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe  rencon- 
trent la  droite  de  Tinfini  aux  deux  points  I  et  J  communs  à  tous 
les  cercles  tracés  dans  le  plan  (*). 

Soit  une  courbe  plane  réelle  de  degré  n  et  de  classe  [jl,  et  sup- 
posons d'abord  qu'elle  ne  passe  pas  par  les  points  I  et  J  dont  je 
viens  de  parler. 

Par  le  point  I  on  pourra  mener  \k  tangentes  à  la  courbe;  par  le 
point  J  passera  également  un  faisceau  de  [x  tangentes.  Les  intersec- 
tions de  ces  deux  faisceaux,  fourniront  les  jjl^  foyers  de  la  courbe; 
•JL  d'entre  eux  seront  réels  et  suffiront  pour  déterminer  tous  les 
autres.  Nous  nommerons  ces  points  foyers  ordinaires,  ou  sim- 
plement foyers  lorsqu'il  n'y  aura  lieu  de  craindre  aucune  ambi- 
guïté. 

Si  la  courbe  donnée  passe  par  les  points  I  et  J,  soit  i  le  nombre 


(')  Il  serait  nécessaire,  vu  l'imporlance  de  ces  points  et  leur  fréquent  usage  en 
Géométrie,  de  leur  assigner  un  nom  spécial.  On  pourrait  les  appeler  om^tVicj  du 
plan;  ils  jouent  en  effet,  par  rapport  aux  courbes  tracées  dans  le  plan,  le  mémo 
r^le  que  les  ombilics  situés  à  l'infini  sur  un  ellipsoïde  par  rapport  aux  courbes 
tracées  sur  cette  surface. 

Toutes  les  sphères  ont  en  commun  une  courbe  plane  du  second  ordre  située  à 
riniiui.  On  pourrait  l'appeler  courbe  ombilicale  ou  simplement  ombilicale.  Il  esl 
clair  que  les  ombilics  d'un  plan  quelconque  sont  les  points  d'intersection  de  et' 
plan  avec  l'ombilicale. 


SUR  LES  COURBES  PLANES  ALGÉBRIQUES.  19 

des  branches  de.  la  courbe  qui  passent  par  chacun  de  ces  deux 
points.  Les  faisceaux  de  tangentes  menées  a  la  courbe  par  les 
points  I  et  J  formeront  deux  groupes  bien  distincts.  Le  premier 
groupe,  composé  des  tangentes  qui  touchent  la  courbe  en  un  point 
autre  que  les  ombilics,  fournira  (u. —  21)  fovers  réels  ordinaires, 
entièrement  analogues  à  ceux  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus. 
L'autre  groupe,  formé  des  tangentes  ayant  leur  point  de  conlact 
en  un  des  points  I  et  J  sur  la  droite  de  Tiiifini,  fournira  /foyers 
réels  que  Ton  doit  considérer  comme  doubles  et  que  nous  appel- 
lerons foyers  singuliers. 

Les  foyers  ordinaires  et  les  foyers  singuliers  jouent  le  plus  sou- 
vent un  rôle  très  dilférent  dans  la  Géométrie  des  courbes  planes. 
Les  courbes  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  points  doubles  à  Tin- 
fini  les  points  I  et  J  et  étudiées  par  M.  Moutard  sous  le  nom 
à^anatlagmatiques  du  quatrième  ordre,  nous  offrent  un  exemple 
simple  de  ces  deux  espèces  de  foyers  et  de  leur  rôle  divers.  On  sait 
que  ces  courbes  peuvent  être  considérées  de  quatre  manières  dif- 
férentes comme  l'enveloppe  de  cercles  coupant  orthogonalement 
un  cercle  directeur  fixe  et  ayant  leurs  centres  sur  une  conique. 
Une  anallagmatique  a  deux  foyers  singuliers  réels,  qui  sont  les 
deux  foyers  réels  communs  aux  quatre  coniques  qui  peuvent  servir 
à  la  description  de  la  courbe,  et  seize  foyers  ordinaires,  dont  quatre 
réels,  situés  respectivement  quatre  par  quatre  sur  les  quatre  cercles 
directeurs  correspondant  aux  quatre  coniques  homofocales  déjà 
mentionnées. 

Dans  tout  ce  qui  suit  nous  supposerons  essentiellement  que  les 
courbes  considérées  ne  passent  pas  par  les  points  I  et  J,  et  par 
conséquent  qu'elles  n'ont  pas  de  foyers  singuliers. 

De  nos  théorèmes  généraux  il  siTa  d'ailleurs  facile,  dans  chaque 
cas,  de  déduire  les  théorèmes  particuliers  qui  doivent  leur  être 
substitués  lors(|ue  la  courbe  a  des  loyers  sin*^uliers. 

Pour  éviter  des  répétitions  inutiles,  dans  tous  les  théorèmes 
énoncés  ci-dessous  nous  conviendrons  de  désigner  conslamnicnl 
par  n  et  par  ijl  le  degré  et  la  classe  des  courbes  considérées. 

11.  Soity(x,  ^)  =  o  Téquation  d'une  courhe  plane  algébrique, 
et  soit  M  un  point  de  son  plan  dont  les  coordonnées  soient  Ç 
et  r^  ;  la  valeur  de  la  fonction /(x,^),  quand  on  y  substitue  les 
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coordonnées  Ç  et  r^  du  point  M,  savoir  /"(Ç,  r,),  ne  dépend  que  de 
la  position  du  point  M  par  rapport  à  la  courbe.  Elle  est  nulle  pour 
tous  les  points  de  la  courbe,  qui  dans  son  plan  sépare  les  régions 
où  cetle  fonction  a  une  valeur  positive  des  régions  où  elle  a  une 
valeur  négative.  Dans  les  théorèmes  qui  suivent,  nous  ne  considé- 
rerons que  sa  valeur  absolue.  Nous  l'appellerons  la  puissance  du 
point  M  relativement  à  la  courbe,  en  nous  servant  d'une  dénomi- 
nation d{\jîi  employée  par  Steiner  pour  le  cercle. 

La  puissance  d'un  point  n'est  jusqu'à  présent  définie  qu'à  une 
constante  arbitraire  près;  nous  achèverons  de  la  déterminer  au 
moven  du  premier  des  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  plane,  on  mène  un  cercle  quelconque,  le  produit  des 
distances  de  ce  point  aux  2/1  points  dUntersection  de  ce  cercle 
et  de  la  courbe  est  égal  à  la  puissance  du  point  M  par  rapport 
â  la  courbe,  multipliée  par  la  n^^'"''  puissance  du  rayon. 

On  peut  supposer,  dans  ce  throrème,  que  le  cercle  se  réduise  à 
une  droite  quelconque  passant  parle  point  M  et  à  la  droite  de  l'in- 
fini ;  on  obtient  ainsi  un  théorème  connu  dont  on  déduit  facilement 
les  théorèmes  de  Newton  et  de  Carnot.  Nous  n'insisterons  pas  sur 
ces  (aciles  déductions,  non  plus  que  sur  le  cas  où  le  point  M  se 

trouve  sur  la  courbe  elle-même. 

• 

Théorème  II.  —  Si  un  cercle  est  tracé  dans  le  plan  d'une 
courbe  plane^  la  demi-somme  des  angles  que  font  avec  une 
direction  fixe  arbitraire  les  in  rayons  du  cercle  aboutissant 
aux  points  d'intersection,  est  égale,  à  un  multiple  près  de  ir, 
à  la  somme  des  angles  que  font  les  n  asymptotes  avec  cette 
même  direction, 

Uclativement  aux  coniques,  le  théorème  précédent  se  réduit  à 
cette  propriété  bien  connue  :  quand  un  cercle  coupe  une  conique, 
les  bissectrices 'des  angles  formés  par  les  cordes  communes  sont 
parallèles  aux  axes. 

Théorème  III.  —  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe,  on  mène  les  \t.-{-  n  droites  qui  la  coupent  sous  un  angle 
donné  V,  le  produit  de  toutes  les  longueurs  comprises  entre  le 
point  M   et  les  pieds  de  ces  droites  est  égal  au  produit  des 
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distances  du  point  M  aux  \l  foyers  réels  de  la  courbe,  multiplié 
par  la  puissance  du  point  M,  le  tout  divisé  par  (2sinV)''. 

Le  produit  considéré  devienl  évidemment  minimum,  quand  les 
droites  sont  normales  à  la  courbe;  en  d'autres  termes,  quand 
sinV  =  1 . 

On  a  dans  ce  cas  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe,  on  mène  les  [\l-\-  n)  normales  à  la  courbe,  le  produit 
des  longueurs  comprises  entre  le  point  M  et  les  pieds  des  nor- 
males est  égal  au  produit  des  distances  du  point  M  aux 
u,  foyers  réels,  multiplié  par  la  puissance  du  point  M,  le  tout 
divisé  par  2". 

Lorsque  dans  le  théorème  III  on  suppose  V  =  o,  on  obtient 
pour  le  produit  des  {^-\-  n)  longueurs  une  valeur  infinie;  ce  qui 
doit  être,  car  le  groupe  des  droites  passant  par  le  point  M  et  ren- 
contrant la  courbe  sous  un  angle  nul  comprend,  outre  les  [jl  tan- 
gentes passant  par  ce  point,  les  n  parallèles  aux  asymptotes.  Le 
produit  des  tangentes  est  donné  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe,  on  mène  les  tangentes  à  cette  courbe,  le  produit  des 
longueurs  comprises  sur  les  tangentes  entre  le  point  M  et  les 
points  de  contact  est  égal  au  produit  des  distances  du  point  M 
aux  '^foyers  réels,  multiplié  par  la  puissance  du  point  M,  le 
tout  divisé  par  2"  et  par  le  produit  des  distances  de  ce  point 
aux  asymptotes  de  la  courbe. 

Des  théorèmes  IV  et  V  on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Si  par  un  point  Mépris  dans  le  plan  d'une 
courbe,  on  mène  les  tangentes  et  les  normales  à  cette  courbe  y 
le  produit  des  longueurs  comprises  sur  les  tangentes  entre  le 
point  M  et  les  points  de  contact,  multiplié  par  le  produit  des 
distances  de  ce  point  aux  asymptotes,  est  égal  au  produit  des 
longueurs  comprises  entre  le  point  M  et  les  pieds  des  normales. 

Théorème  VIL  —  Par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  plane,  menons  les  u.-\-  n  droites  qui  la  coupent  sous  un 
angle  donné  V.  Soient  X|,  Xo,  . . .,  X/i+ji  l^s  angles  que  font  ces 
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droites  avec  un  axe  fixe  arbitraire  ;  soient  f\^  fit  --  -^  f^  l^s 
angles  que  font  avec  le  même  axe  les  droites  joignant  le. 
point  M  aux  [jl  foyers  réels ^  e^  si»  Ç21  •  •  •?  s»  '^*  angles  de  cet 
axe  avec  les  asymptotes  de  la  coui'be.  Tous  ces  angles  sont 
reliés  entre  eux  par  la  relation  suivante,  qui  doit  être  vérifiée 
à  un  multiple  près  de  iz. 


2' --Et -2/ 


-»-nV. 


liemarque,  —  Le  second  membre  de  Téquation  précédente  ne 
dépendant  que  de  l'angle  V  et  de  Ja  position  relative  du  point  M 
et  des  foyers  de  la  courbe,  la  propriété  exprimée  par  celte  équation 
constitue  une  propriété  générale  des  courbes  de  même  classe  ayant 
les  mêmes  foyers. 

Si,  dans  le  théorème  précédent,  on  suppose  V  =  o,  les  angles 
des  asymptotes  avec  Taxe  fixe  disparaissent  d'eux-mêmes  de  la 
relation  donnée  ci-dessus,  et  Ton  obtient  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe,  on  mène  les  tangentes  à  cette  courbe,  la  somme  des 
angles  que  font  ces  tangentes  avec  une  direction  fixe  arbitraire 
est  égale  à  la  somme  des  angles  que  font  avec  cette  même 
direction  les  droites  joignant  le  point  M  aux  foyers  réels  de  la 
courbe. 

Remarque.  —  Relativement  aux  coniques,  celle  proposition 
donne  ce  théorème  bien  connu  de  M.  Poncelet  :  Les  tangentes 
menées  d'un  point  à  une  conique  sont  également  inch'nées  sur  les 
droites  joignant  ce  point  aux  foyers. 

La  considération  des  courbes  tracées  sur  la  sphère  conduit  à 
des  théorèmes  généraux  analogues  aux  théorèmes  énoncés  dans 
celle  Note  relativement  aux  courbes  planes.  Nous  nous  contente- 
rons ici  de  cette  mention,  sans  entrer  dans  de  plus  longs  détails  a 
ce  sujet. 

Lorsqu'une  courbe  est  tangente  à  la  droite  <le  l'infini,  elle 
admet  pour  foyers  les  divers  points  où  elle  la  touche;  dans  Tappli- 
calion  des  théorèmes  énoncés  ci-dessus,  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  de  ces  foyers  situés  à  Tinfini. 
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Bulletin  de  la  Société  philomalhique;  18O7. 


Si,  en  un  point  M  d'une  courbe,  on  imagine  construite  la  para- 
bole suroscuIaU'Ice  de  la  courbe,  la  position  du  (oyev  F  de  celle 
parabole  donnera  d'une  façon  1res  nette,  non  seulement  la  valeur 
du  rayon  de  courbure  au  point  considéré,  mais  encore  la  variation 
que  cette  valeur  éprouve  en  passant  à  un  point  infiniment  voisin, 
eu  un  mot  la  déviation  de  la  courbure. 

Cette  déviation  est  mesurée,  comme  on  le  sait,  par  la  tangente 
lie  l'angle  que  fait  la  normale  au  point  M  avec  la  droite  joignant 
ce  point  au  fover  F;  quant  au  rayon  de  courbure,  sa  valeur  est 
double  de  la  longueur  de  la  projection  sur  la  normale  du  segment 
de  droite  MF. 

Le  but  de  cette  Note  est  d'exposer  brièvement  quelques  pro- 
priétés générales  des  courbes  algébriques,  qui  permettent  dans 
beaucoup  de  cas  de  déterminer  géométriquement  en  un  point  d'une 
courbe  la  position  du  fojer  de  la  parabole  surosculatrice.  La  mé- 
thode (|ui  en  découle  me  paraît,  par  son  principe,  différer  entière- 
ment de  celles  qui  ont  été  employées  jusqu'ici  ;  et  l'on  peut  l'appli- 
quer du  reste,  complètement,  à  toutes  les  courbes  de  troisième  et 
de  quatrième  classe. 

Le  théorème  fondamental  sur  lequel  je  m'appuierai  dans  la 
recherche  actuelle  est  l'un  de  ceux  que  j'ai  donnés  très  succinc- 
tement dans  les  Comptes  rendus  (janvier  i865). 

Avant  de  l'énoncer,  j'expliquerai  quelques  expressions  nou- 
velles dont  je  vais  me  servir,  et  qui,  dans  beaucoup  de  recherches 
géométriques,  sont  utiles  parleur  précision  et  leur  brièveté. 
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Imaginons  dans  un  plan  deux  systèmes  de  n  droites  A  et  B,  et 
prenons  arbitrairement  un  axe  fixe  H  dans  ce  plan;  si  la  somme 
des  angles  que  font  avec  Taxe  fixe  des  droites  du  système  A  est 
égale  à  un  multiple  de  iz  près  à  la  somme  des  angles  que  font  avec 
ce  même  axe  les  droites  du  système  B,  je  dirai  que  les  deux  sys- 
tèmes A  et  B  ont  même  orientation,  lis  jouiront  alors  de  la  pro- 
priété énoncée  ci-dessus  relativement  à  tout  autre  axe  situé  dans 
le  plan. 

Soient  P  un  point  situé  dans  un  plan  et  A| ,  A^.  . . . ,  A/i  /i  autres 
points  de  ce  plan;  menons  les  droites PA|,  PAq,  . . .  ,  PA„  et  sur 
chacune  de  ces  droites  portons  une  longeur  égale  à  l'inverse  du 
segment  correspondant.  —  Considérons  ces  longueurs  comme 
représentant  des  forces;  composons-les,  et  sur  la  direction  de 
leur  résultante  portons,  à  partir  du  point  P,  une  longueur  égale  à 
rinverse  de  la  /i»«"«  partie  de  cette  résultante.  L'extrémité  a  du 
segment  ainsi  déterminé  5era  dite  le  centre  harmonique  des  points 
A|,  Aa,  . . . ,  A„  relativement  au  point  P,  el  la  longueur  Va  sera 
la  moyenne  harmonique  entre  les  longueurs  PA|,  PAn,  .  .,  PA«. 

En  adoptant  pour  un  moment  les  notations  de  M.  de  Saint- 
Venant,  qui  représente  simplement  la  composition  des  longueurs 
par  le  signe  de  Taddition,  on  voit  que  le  mode  de  défînition  donné 
plus  haut  du  centre  harmonique  revient  à  Téquation  suivante  : 

n  I  I  1 


Pa       PA,        PA,  PA„ 

La  désignation  nouvelle  que  je  propose  ici  renferme,  on  le  voit, 
comme  cas  particulier,  celle  qui  a  été  employée  par  Maclaurin  el 
qui  est  consacrée  par  l'usage;  elle  ne  peut  donc  donner  lieu  à 
aucune  espèce  de  confusion  et  en  somme  n'introduit  aucun  terme 
nouveau  dans  le  langage  géométrique. 

Je  ferai  à  ce  sujet  les  remarques  suivantes,  dont  l'application 
se  présente  fréquemment  : 

1**  Si  le  point  P  est  à  l'infini,  le  centre  harmonique  d'un  système 
de  points  A|,  A2,  . . .,  A;,  se  confond  avec  leur  centre  de  gravité. 

2°  Si  l'on  considère  seulement  2  points  A|  et  Aj,  leur  centre 
harmonique  a  se  trouvera  sur  la  circonférence  passant  par  les 
points  A|,  A2  et  P  et  les  quatre  points  P,  a,  Aj,  A2  diviseront 
harmoniquement  la  circonférence. 
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J'énoncerai  de  la  façon  suivante  le  théorème  qui  me  sert  de 
point  de  départ  : 

Théorème  I.  —  Si  par  un  point  P  situé  dans  le  plan  d'une 
courbe  plane  réelle  de  classe  n,  on  mène  les  n  tangentes  à 
la  courbe,  et  si  Von  joint  ce  point  aux  n  foyers  réels  de  la 
courbe,  les  deux  faisceaux  de  droites  ainsi  obtenus  ont 
même  orientation,  (Théorème  VII  des  Comptes  rendus.) 

On  déduit  immédiatement  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si,  par  un  point  P,  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  plane  réelle  de  classe  n,  on  mène  les  n  tangentes  à  la 
courbe,  le  centre  harmonique  des  n  points  de  contact  relative- 
ment au  point  P  est  le  même  que  le  centre  harmonique  des  n 
foyers  réels. 

En  particulier,  si  Ton  suppose  le  point  P  à  l'infini,  on  obtient  un 
système  de  tangentes  parallèles;  le  centre  de  gravité  des  points 
de  contact  est  le  même  que  celui  des  foyers;  il  est  donc  fixe  : 
théorème  bien  connu  que  l'on  doit  à  M.  Chasles. 

£n  appliquant  le  théorème  II  à  un  point  infiniment  voisin  de 
la  courbe,  on  en  déduit  la  proposition  suivante  relative  à  la  déter- 
mination du  foyer  de  la  parabole  surosculatrice  : 

Théorème  III.  —  Par  un  point  M  d'une  courbe  plane  de 
classe  /i,  menons  à  la  courbe  les  {n-i)  tangentes  différentes 
de  celle  qui  a  son  point  de  contact  en  ce  point;  sur  la  direc- 
tion de  chaque  tangente j  et  du  côté  opposé  à  celui  où  se  trouve 
le  point  de  contact,  portons  une  longueur  égale  à  V inverse  du 
segment  compris  entre  le  point  M  et  ce  point  de  contact;  joi- 
gnons le  point  M  aux  n  foyers,  et  sur  chacune  de  ces  droites 
portons,  du  côté  où  se  trouve  le  joyer  correspondant,  une 
longueur  égale  à  C  inverse  de  la  distance  du  point  M  à  ce  foyer. 

Si  nous  composons  toutes  ces  longueurs  entre  elles  en  les 
considérant  comme  des  forces,  et  si,  sur  la  direction  de  la 
résultante,  nous  portons  à  partir  du  point  M  une  longueur 
égale  à  Finverse  de  cette  résultante,  l'extrémité  de  la  droite 
ainsi  obtenue  sera  le  foyer  de  la  parabole  surosculatrice  au 
point  M. 
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Remarque.  —  Si  un  des  fovers  de  la  courbe  se  trouve  à  Tinfini, 
il  est  clair  que,  dans  le  théorème  précédent,  il  n^jra  pas  à  en  tenir 
compte. 

Si  tous  les  foyers  étaient  à  rinPini,  la  position  seule  des  tangentes 
interviendrait  dans  l'application  du  théorème.  Ce  cas  se  présente 
parfois;  ainsi,  lorsque  les  extrémités  d'un  segment  de  droite  de 
longueur  donnée  sont  assujetties  à  se  mouvoir,  chacune  sur  une 
courbe  algébrique  donnée,  l'enveloppe  de  cette  droite  est  une 
courbe  de  l'espèce  indiquée;  et  ce  caractère  seul,  d'avoir  tous  ses 
fojersà  l'infini,  suffit  pour  établir  relativement  à  cette  courbe  un 
grand  nombre  de  propriétés  dignes  de  remarque. 

Une  courbe  de  ce  genre  est  l'épicycloïde  à  trois  points  dé 
rebroussement;  c'est  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  tous 
ses  foyers  à  l'infini. 

Le  théorème  précédent  appliqué  à  cette  courbe  fournit  la  pro- 
priété suivante  : 

Par  un  point  M  d'une  telle  épicycloïde,  menons  la  tangente  à 
la  courbe  qui  n'a  pas  son  point  de  contact  au  point  M  lui-même  et 
soit  t  le  point  de  contact  de  cette  tangente;  si  nous  prolongeons  ^M 
d'une  longueur  égale  à  elle-même,  l'extrémité  de  la  longueur  ainsi 
obtenue  sera  le  foyer  de  la  parabole  surosculatrice  de  l'épicycloïde 
au  point  M. 
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1.  On  sait,  depuis  les  travaux  de  M.  Poncelet,  que  tous  les 
cercles  tracés  dans  un  même  plan  passent  par  deux  points  fixes 
imaginaires  situés  sur  la  droile  de  Tinfini.  Je  désignerai  par  I  et  J 
ces  deux  points  remarquables,  que,  dans  une  Note  publiée  dans 
les  Comptes  rendus  (janvier  i865),  j'ai  proposé  de  nommer 
ombilics  du  plan ,  J'appelle  droite  isotrope  loute  droile  du  même 
plan  qui  passe  par  l'un  des  points  I  et  J;  Tensemble  de  ces  droites 
forme  deux  systèmes  bien  distincts,  l'un  composé  de  droites 
parallèles  entre  elles  et  passant  par  le  point  I,  l'autre  de  droites 
également  parallèles  et  passant  par  le  point  J. 

Par  tout  point  d'un  plan  passent  deux  droites  isotropes  de  sys- 
tèmes différents,  dont  l'ensemble  forme  un  cercle  de  rayon  nul. 
Dans  un  plan  réel,  toute  droile  isotrope  renferme  un  point  réel, 
et  n'en  renferme  évidemment  qu'un;  c'est  le  point  oii  elle  coupe 
la  droite  isotrope  qui  lui  est  imaginairement  conjuguée. 

De  la  considération  des  droites  isotropes  découlent,  pour  les 
courbes  algébriques,  deux  nolions  fondamentales  :  la  première 
est  celle  des  foyers  que,  d'après  PlCicker,  je  définirai  comme  les 
points  de  concours  des  diverses  droites  isotropes  que  l'on  peut 
mener  tangentiellement  à  la  courbe;  relativement  à  ces  foyers,  il  y 
a  lieu  de  faire  une  distinction  importante  entre  les  foyers  ordi- 
naires et  les  foyers  singuliers  (voir  Comptes  rendus,  i865);  la 
deuxième  est  celle  des  droites  conjointes  relativement  à  un  point. 
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Si  par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une  courbe,  on  mène  les 
deux  droites  isotropes  qui  se  coupent  en  ce  point,  les  2/1  points 
d'intersection  de  la  courbe  et  des  droites  seront  situés,  deux  à 
deux,  sur  72  droites  réelles  ;  je  nommerai  ces  droites  les  conjointes 
du  point  M  relatives  à  la  courbe,  en  me  servant  d'une  expression 
déjà  employée,  à  peu  près  dans  le  même  sens,  par  M.  Chasies 
dans  la  théorie  des  coniques.  Si  Ton  prend  la  polaire  réciproque 
de  la  courbe  par  rapport  à  un  cercle  décrit  du  point  M  comme 
centre,  les  n  foyers  de  la  transformée  seront  les  pôles  des  con- 
jointes du  point  M. 

2.  Toutes  les  sphères  décrites  dans  l'espace  ont  en  commun  une 
conique  imaginaire  située  sur  le  plan  de  l'infini  (I^oncelel),  et  que 
l'on  peut  appeler  ombilicale.  Les  ombilics  d'un  plan  quelconque 
sont  les  points  où  ce  plan  coupe  l'ombilicale.  —  Toutes  les  droites 
isotropes  passant  par  un  point  de  l'espace  formeront  un  cône  s'ap- 
pujant  sur  l'ombilicale,  et  que  je  nommerai  cône  isotrope.  Par 
une  droite,  on  peut  mener  deux  plans  tangents  à  l'ombilicale;  je 
désignerai  de  tels  plans  sous  le  nom  de  plans  isotropes;  pour  un 
plan  isotrope,  les  deux  ombilics,  qui  sont  généralement  distincts, 
se  confondent  entre  eux. 

La  surface  développable  circonscrite  à  une  surface  quelconque 
et  à  l'ombilicale  sera  dite  développable  isotrope  de  cette  surface; 
les  lignes  doubles  seront  les  focales  de  la  surface;  il  y  a  lieu  d'ail- 
leurs de  distinguer  les  focales  singulières  et  les  focales  ordinaires. 

3.  Toutes  les  génératrices  rectiligncs  d'une  sphère  sont  des 
droites  isotropes;  le  plan  tangent,  en  un  point  P  de  cette  sphère, 
la  coupe  suivant  les  deux  droites  isotropes  de  ce  plan  tangent  qui 
passent  au  point  P.  Sur  une  sphère  donnée,  imaginons  deux  géné- 
ratrices /  et  j  de  systèmes  différents  et  se  coupant  en  un  point 
réel  P  de  cette  sphère;  les  autres  génératrices  isotropes  de  la  sur- 
face se  partageront  en  deux  groupes  :  l'un,  1,  formé  des  généra- 
trices de  même  système  que  /  et  rencontrant  toutes  la  droite  y; 
l'autre,  J,  formé  des  génératrices  de  même  système  que/  et  ren- 
contrant toutes  la  droite  i. 

Si  l'on  fait  une  projection  stéréographique  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  langent  en  P,  les  génératrices  de  la  sphère  du  système  1 
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se  projelleronl  suivant  un  système  de  droites  isotropes  parallèles 
à/,  et  celles  du  système  J,  suivant  un  système  de  droites  isotropes 
parallèles  à  ^.  —  Cette  propriété  est  fondamentale  dans  la  théorie 
de  la  projection  stéréographique. 

4.  Soit  tracée  sur  une  sphère  une  courbe  algébrique  que,  pour 
plus  de  simplicité,  je  supposerai  réelle.  —  Imaginons  les  tangentes 
à  la  courbe  qui  sont  des  droites  isotropes  du  système  1,  et  soit  n  le 
nombre  de  ces  tangentes;  il  y  aura  également  n  droites  isotropes 
du  système  J,  qui  seront  tangentes  à  la  courbe,  et  l'ensemble  de 
ces  2/1  droites  formera  un  réseau  dont  les  n^  points  de  rencontre 
seront  les  foyers  de  la  courbe;  on  peut  prendre  de  différentes 
façons  n  de  ces  points,  de  sorte  que  deux  quelconques  d'entre 
eux  ne  se  trouvent  pas  sur  une  même  droite  isotrope;  ces  n  points 
formeront  alors  un  système  indépendant.  —  Parmi  les  /«'  foyers, 
il  y  a  toujours  n  foyers  réels,  et  il  ny  en  a  que  a?;  ils  forment  un 
svstème  indépendant,  et  par  conséquent  permettent  de  déterminer 
tous  les  autres.  —  Si  l'on  joint  par  une  droite  deux  foyers  réels 
quelconques,  la  polaire  de  celte  droite  coupera  la  sphère  en  deux 
points  imaginaires,  qui  seront  des  foyers  de  la  courbe;  récipro- 
quement la  polaire  de  la  droite  réelle,  qui  passe  par  deux  foyers 
imaginaires  conjugués,  coupe  la  sphère  en  deux  foyers  réels. 

A  proprement  parler,  les  courbes  sphériques  n'ont  pas  de  foyers 
singuliers,  c'est-à-dire  de  tangentes  isotropes  dont  le  point  de 
contact  soit  sur  l'ombilicale.  Nous  donnerons  cependant  ce  nom 
aux  points  dont  voici  la  déHnition  :  prenons  deux  points  imaginai- 
rement  conjugués  de  l'intersection  de  la  courbe  avec  l'ombilicale, 
les  génératrices  isotropes  passeront  par  ces  points,  se  couperont 
en  deux  points  réels  diamétralement  opposés.  Nous  nommerons 
ces  points  foyers  singuliers.  Us  jouissent  de  la  propriété  suivante, 
que,  si  l'on  considère  un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la 
sphère  et  pour  base  la  courbe,  ce  cône  admet  pour  focales  singu- 
lières les  droites  joignant  les  couples  des  foyers  singuliers.  —  Un 
cercle  sur  la  sphère  n'a  pas  de  foyers  ordinaires;  il  n'a  que  deux 
foyers  singuliers,  qui  sont  ses  pôles  sphériques  (*)  : 


(')  Pour  éviter  loute  confusion  dans  la  suite,  je  désignerai  constaminenl  les 
pôles  sphériques  d'un  cercle  sous  le  nom  de  foyers;  le  centre  d'un  cercle  sera  le 


00  OKOMKTHIE. 


En  général,  l'inlerseclion  d'une  sphère  avec  une  surface  de 
degré  m  a  2  m  foj^ers  singuliers  et  a  m  {m  —  -)  foyers  ordinaires. 

Lorsqu'on  projelle  stéréographiquemenl  une  courbe,  les  géné- 
ratrices isotropes  de  la  sphère  se  projettent  suivant  des  droites 
isotropes;  il  en  résulte  que  les  foyers  ordinaires  de  la  courbe  se 
projettent  suivant  les  foyers  ordinaires  de  la  transformée.  Il  n'en 
est  pas  de  même  des  foyers  singuliers;  pour  les  obtenir,  on  consi- 
dérera l'une  (juelconque  des  surfaces  qui,  avec  la  sphère,  définis- 
sent la  courbe,  et  l'on  prendra  son  intersection  avec  le  plan  lan- 
gent au  pôle  de  transformation.  —  Les  polaires  des  conjointes  de 
ce  pôle,  relativement  à  l'intersection  dont  je  viens  de  parler,  cou- 
peront le  plan  de  projection  aux  fo^'ers  singuliers  de  la  trans- 
formée. 

5.  Je  considérerai  spécialement  dans  cette  Note  les  courbes 
qui  résultent  de  l'intersection  d'une  sphère  par  une  surface  du 
second  degré.  Elles  ont  été  déjà  l'objet  des  travaux  d'un  grand 
nombre  de  géomètres,  notamment  de  MM.  Quetelet,  Dandelin, 
(^hasles.  M.  Darboux  a  aussi  publié  divers  Notes  très  intéressantes 
à  ce  sujet  {Nouvelles  Annales  de  Math,  et  Annales  de  V École 
normale,  i865). 

Ces  courbes  correspondent  exactement  sur  la  sphère  aux  courbes 
planes  remarquables  étudiées  par  M.  Moutard,  et  qu'il  a  nommées 
anallagmatiques  du  quatrième  ordre.  Par  analogit;,  je  les  dési- 
gnerai brièvement  sous  le  nom  A' anallagmatiques  sphériques. 

Un  telle  courbe  peut  être  placée  sur  quatre  cônes  du  second 
degré  (Poncelet).  Soit  G  l'un  de  ces  cônes  et  T  son  sommet;  si 
l'on  considère  les  divers  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  ce 
cône,  on  voit  immédiatement  que  la  courbe  peut  être  considérée 
comme  l'enveloppe  des  cercles  suivant  lesquels  ils  coupent  la 
sphère.  Mais  il  importe  de  définir  la  suite  de  ces  cercles  par  des 
considérations  qui  soient  purement  relatives  à  la  sphère.  Dans  ce 
but,  je  remarquerai  d'abord  que  tous  les  cercles  considérés  coupent 
orthogonalement  le  cercle  de  la  sphère  dont  le  sommet  ï  est  le 
pôle,  cercle  que  je  désignerai  par  S  ;  en  second  lieu,  que  les  foyers 


poinl  de  son  plan  qui  porte  ce  nom,  et  son  pôle,  le  pôle  de  son  plan  par  rapport 
à  la  sphère. 
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de  ces  cercles  se  trouvent  sur  le  cône  supplémentaire  du  cône  G, 
avant  pour  centre  le  centre  de  la  sphère. 

En  désignant  par  G  la  conique  sphérique  résultant  de  Pintcr- 
seclion  de  la  sphère  par  ce  cône  supplémentaire,  on  peut  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Uanallagmafique  sphérique  peut  être  considérée  comme 
l'enveloppe  de  cercles  dont  les  foyers  décrivent  une  conique 
sphérique^  et  qui  coupe  orthogonalement  un  cercle  fixe. 

Par  Tanallagmatique  considérée  passent,  outre  le  cône  G,  Irois 
autres  cônes  G»,  G^,  G3.  Désignons  respectivement  par  Si,  S2,  S., 
et  G|,  G2,  et  G3  les  cercles  et  les  coniques  sphériques  relatives  à 
ces  cônes  et  analogues  à  S  et  à  G;  Tanallagmatique  pourra  être 
engendrée,  au  mojen  de  l'une  quelconque  de  ces  coniques,  de  la 
façon  défînie  ci-dessus. 

Il  V  a  donc,  en  tout,  quatre  modes  dilTérenls  de  génération. 

Le  plan  polaire  de  chacun  des  sommets  passant  par  les  trois 
autres,  il  en  résulte  que  chacun  des  cercles  S,  S|,  S^  et  S3  coupe 
orthogonalement  les  trois  autres;  les  quatre  cônes  G,  G|,  G^  et  (^3 
sont  homocvcliques,  donc  les  quatre  coniques  G,  G|,  G2  et  G3 
sont  homofocales. 

6.  Projetons  sléréographiquement  Tanallagmatique  sphérique. 
On  voit  immédiatement  que  si  Ton  désigne  par  s  la  projection  du 
cercle  S  et  par  k  la  projection  de  la  conique  polaire  du  cône  G 
relativement  à  la  sphère,  conique  que  j'appellerai  K,  la  courbe 
résultant  de  la  projection  de  Tanallagmatique  sphérique  pourra 
être  considérée  comme  l'enveloppe  d'un  cercle  mobile  coupant 
orthogonalement  le  cercle  5,  tandis  que  son  centre  parcourt  la 
conique  k.  —  G'est  donc  une  anallagmatique  plane;  et,  comme 
Tanallagmatique  sphérique,  elle  admet  quatre  modes  de  génération. 

Il  est  important  d'établir  que  les  quatre  coniques  directrices, 
correspondant  aux  quatre  modes  de  génération,  sont  homofocales. 

A  cet  effet,  soient  G  le  pôle  de  transformation  et  i  et  y  les  deux 
^génératrices  isotropes  passant  parce  point.  On  sait  que  les  droites 
isotropes  du  plauN,  sur  lequel  se  fait  la  projection,  forment  deux 
systèmes  distincts  :  Tun,  que  je  désignerai  par  Iq,  est  formé  de 
droites  parallèles  à  i\  l'autre,  que  je  désignerai  par  Jq,  de  droites 
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parallèles  ày.  —  Considérons  une  droite  isotrope  du  système  I©,  qui 
soit  tangente  à  A*;  les  droites  Ig  et  i  sont  dans  un  même  plan,  qui, 
contenant  la  génératrice  /,  est  tangent  à  la  sphère;  il  est  tangent 
aussi  à  la  conique  K.  Par  suite,  il  est  tangent  aux  coniques  K|, 
K2  ^t  Ks,  et  son  intersection  avec  le  plan  N  doit  être  tangente  aux 
coniques  A*i,  A'j  et  A^.  Ce  que  je  viens  de  dire  des  droites  du  sys- 
tème Iq  s'applique  aux  droites  de  Pautre  système.  Les  quatre 
coniques  considérées  ont  donc  mêmes  tangentes  isotropes,  et  par 
conséquent  sont  liomofocales. 

(Toutes  ces  propriétés  des  anallagmatiques  planes  ont  été  signa- 
lées pour  la  première  fois  par  M.  Moutard  en  1861). 

On  démontrerait  d'une  façon  analogue  que  la  projection  stéréo- 
grapliique  d'une  anallagmatique  plane  sur  une  sphère  est  une 
anallagmatique  sphérique. 

7.  Au  lieu  de  considérer  l'anallagmatique  comme  résultant  de 
l'intersection  de  la  sphère  par  le  cône  C,  on  peut  la  considérer 
comme  la  courbe  de  contact  de  la  développable  circonscrite  à  la 
sphère  et  à  la  conique  K. 

Celle  façon  de  considérer  la  courbe  est  peut-être  celle  qui  se 
prête  le  mieux  à  la  démonstration  géométrique  de  ses  propriétés. 

J'indiquerai  d'abord  rapidement  la  disposition  de  ses  foyers. 
Elle  a  quatre  foyers  singuliers,  qui  sont  les  foyers  communs  aux 
quatre  coni()ues  G,  G| ,  Gj  et  Gj.  Elle  a  seize  foyers  ordinaires,  qui 
sont  les  points  d'intersection  de  chacune  des  coniques  K,  R|,  Rj 
et  K3,  avec  celui  des  cercles  S,  Si,  Sa  et  Ss  qui  lui  correspond. 
Quatre  de  ces  foyers  sont  réels;  ils  peuvent  être  tous  les  quatre 
sur  un  des  cercles  que  je  viens  de  mentionner,  ou  être  distribués 
deux  à  deux  sur  deux  de  ces  cercles.  De  là  deux  classes  principales 
dans  l'ensemble  des  anallagmatiques. 

8.  Propriété  géométrique  relative  à  trois  foyers  quelconques 
situés  sur  un  même  cercle.  —  Considérons,  par  exemple,  le 
cercle  S  et  y,  g  y  li^  trois  foyers  situés  sur  ce  cercle  ;  ces  trois  points 
se  trouvent  également  sur  la  conique  K.  Soit  M  un  point  de  la 
courbe  sphérique;  le  plan  Q  langent  à  la  sphère  en  ce  point  coupe 
le  plan  R  de  la  conique  K,  suivant  une  droite  [jlV  langente  à  cette 
conique.  Or,  les  trois  points  /,  g  et  h  étant  sur  la  sphère,  /M^, 
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^M^  et  A  M*  sonl  respeclivemenl  proportionnelles  aux  distances 
de  ces  mêmes  points  au  plan  Q  ou  encore  à  la  tangente  uV.  En 
appelant  x^  jr  et  z  ces  distances,  Téquation  de  la  conique  en  coor- 
données tangentielles  est  de  la  forme 

Si  maintenant  nous  remplaçons  x,  y  et  z  par  les  quantités  pro- 
portionnelles yM,  g^\  et  A  M,  il  viendra  pour  l'équation  de  l'anal- 

lagmatique 

X/.\I  -h  ^g  iM  -h  p/iM  =  o. 

La  même  méthode  permet  d*élablir  d'autres  relations  remar- 
quables; ainsi,  si  l'on  peut  inscrire  dans  le  cercle  S  un  quadrila- 
tère circonscrit  à  la  conique  K  (auquel  cas  on  pourra  le  faire  d'une 
infinité  de  façons);  en  désignant  par  a,  p,  y,  8  les  sommets  con- 
sécutifs d'un  tel  quadrilatère,  la  courbe  spliérique  correspondante 
satisfera  à  une  relation  de  la  forme 

m  1      m  Y 

— 5 ^  =  consl . 

mp  —  //î  0 

Les  courbes  que  Ton  peut  définir  ainsi  forment  dans  l'ensemble 
des  anallagmatiques  un  groupe  très  remarquable;  mais  leurs  plus 
importantes  propriétés  dépendent  de  considérations  différentes  de 
celles  que  je  viens  d'exposer.  On  pourrait  les  distinguer  sous  le 
nom  général  de  cassiniennes,  par  analogie  avec  l'ellipse  de  Cassini, 
qui  peut  être  considérée  comme  leur  type  principal. 

9.  Étant  donnés  quatre  points/*,  g^  h  et  A*  situés  sur  un  même 
cercle  d'une  sphère,  proposons-nous  de  faire  passer  par  un  point  M 
pris  sur  cette  sphère  une  anallagmatique  ayant  les  points  donnés 
pour  foyers  ordinaires. 

Soit  RV  la  trace  du  plan  tangent  en  M  sur  le  plan  du  cercle  ;  le 
problème  se  réduit  évidemment  à  construire  dans  ce  plan  une 
conique  tangente  RV  et  passant  par  les  points  donnés.  Or,  les 
points  de  contact  des  deux  coniques  satisfaisant  à  la  question, 
points  que  je  désigne  par  p  et  q,  sont  les  points  doubles  d'une 
involution  formée  par  les  points  de  rencontre  de  la  droite  RV  avec 
les  différentes  coniques  que  l'on  peut  faire  passer  par  les  points 
donnés.  En  particulier,  le  cercle  qui  les  contient  est  une  de  ces 
L.  -  II.  3 
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coniques;  soient  a  cl  a'  les  points  où  il  coupe  RV.  Les  quatre 
points /?,  (jr;  a,  a'  sont  en  rapport  harmonique;  il  en  est  de  même 
(lu  faisceau  de  droites  M/?,  Mq;  Ma,  Ma'.  Mais  les  droites  Ma, 
Ma'  sont  deux  droites  isotropes;  donc  Tangle  pMq  est  droit;  et 
comme  Mp  et  M^  sont  respectivement  les  normales  aux  anallag- 
matiques  qui  satisfont  au  problème  et  qui  correspondent  respec- 
tivement aux  points  p  et  </,  il  s'ensuit  que  ces  courbes  se  coupent 
à  angle  droit. 


SUR   QUELQUES   APPLICA.TIONS 


DE 


LA  GÉOMÉTRIE  AU  CALCUL  INTÉGRAL 


Bulletin  de  la  Société  philo mathique;  1867. 


§  1.  —  En  étudiant  les  beaux  thëorèmes  découverts  par  M.  Pon- 
celet  sur  les  polygones  simullanément  inscrits  et  circonscriis  à 
des  coniques,  Jacobi  a  montré,  le  premier,  le  lien  intime  qui  unil 
celte  théorie  à  celle  des  fonctions  elliptiques  et  fait  voir  comment, 
en  employant  un  système  de  cercles  ayant  même  axe  radical,  on 
pouvait  eflTecluer  géométriquement  Taddition  et  la  multiplication 
des  fonctions  elliptiques.  En  terminant  son  Mémoire,  Jacobi  avait 
tait  remarquer  que  la  considération  plus  générale  d'un  système 
de  coniques  devait  conduire  à  des  résultats  analogues  à  ceux  qu'il 
avait  rencontrés;  je  ne  pense  pas  qu'il  ait  depuis  développé  cette 
indication  et  poussé  plus  loin  cette  recherche  qui  lui  paraissait 
digne  d'intérêt. 

M.  Chasies,  dans  un  Mémoire  publié  dans  les  Comptes  rendus 
eu  i844î  '^  repris  cette  idée  en  suivant  une  voie  moins  directe  que 
celle  de  Jacobi  et  donné  une  représentation  géométrique  très  élé- 
gante de  l'addition  des  fonctions  elliptiques  au  moyen  d'un  sys- 
tème de  coniques  homofocales. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  résoudre  d'une  façon  complète  et 
générale  la  question  posée  par  Jacobi. 

§  IL  —  Pour  abréger,  je  désignerai,  dans  ce  qui  suit,  par  puis- 
sance d'un  point  relativement  à  une  courbe  la  valeur  que  prend  le 
premier  membre  de  l'équation  de  cette  courbe  /'(j;,j^)  =  o, 
lorsque  l'on  substitue  aux  variables  les  valeurs  des  coordonnées  de 
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ce  point.  La  puissance  d'un  point  est  une  fonction  qui  ne  dépend 
évidemment  que  de  la  forme  de  la  courbe  et  de  la  position  relative 
du  point;  la  définition  précédente  ne  la  définit  qu'à  un  facteur 
constant  près. 

§  III.  —  Considérons,  dans  un  même  pian,  deux  coniques 
fixes  A  et  B.  Menons  à  la  conique  Â  une  tangente  quelconque  T, 
et  soient  m  et  [jl  les  deux  points  où  cette  tangente  coupe  la 
conique  13.  Si  la  droite  T  se  déplace  en  restant  tangente  à  A,  pour 
un  déplacement  infiniment  petit,  elle  tournera  autour  de  son  point 
de  contact  t\  soient  m'  et  jjl'  les  points  où,  dans  sa  nouvelle  posi- 
tion, elle  coupe  la  conique  B.  Appelons  V  le  point  de  rencontre 
des  droites  mm'  et  [jljjl',  la  théorie  des  transversales  fournit  immé- 
diatement la  relation  suivante  où,  pour  abréger,  j'ai  écrit  ds  et  di 
au  lieu  de  mm'  et  [xa', 

ils  cia 

nit.m\        \xt.\L\ 

D'après  un  théorème  connu,  les  tangentes  /?j  V  et  [jlV  sont  pro- 
portionnelles aux  racines  cubiques  des  rayons  de  courbure  r  et  p 
de  la  courbe  aux  points  m  et  [jl;  d'après  le  théorème  de  Newton  sur 
les  transversales,  les  segments  mt  et  [x^  sont  proportionnels  aux 
racinrs  carrées  des  puissances  des  points  m  et  [jl  relativement  à  la 
conique  A;  en  désignant  ces  puissances  par  '^{m)  et  it(jJi.),  on  peut 
donc  écrire  la  relation  suivante, 

ds  da 

(I) 


§  IV.  —  Dans  cette  équation  différentielle,  les  variables  sont 
séparées;  si  nous  exprimons  que  la  droite  m^-  est  tangente  à  A, 
nous  aurons  une  intégrale  particulière  de  cette  équation.  Mais, 
lorsque  l'on  a  un  faisceau  de  coniques  a^ant  quatre  points  com- 
muns, le  rapport  des  puissances  de  deux  points  quelconques 
situés  sur  l'une  de  ces  courbes  par  rapport  à  une  autre  courbe 
quelconque  du  faisceau  est  constant,  quelle  que  soit  cette  der- 
nière courbe.  Donc  on  peut,  au  lieu  de  la  conique  A,  considérer 
une  quelconque  des  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points 
d'intersection  de  A  et  de  B;  et  si  l'on  exprime  que  la  droite  mu 
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est  tangente  à  celle  conique,  on  obtiendra  Tinlégrale  générale  de 
l'équation  (i). 

§  V.  —  Celte  intégrale  générale  peut  êlre  représentée  par  un 
faisceau  de  coniques  ayant  qualre  points  communs;  ou,  si  Ton  pré- 
fère se  représenter  le  déplacement  de  la  droite  mjx  par  celui  de 
son  pôle,  par  un  faisceau  de  coniques  inscrites  dans  un  même  qua- 
drilalère.  Les  deux  cas  particuliers  les  plus  remarquables  sont 
fournis,  d*un  côté,  par  un  système  de  cercles  ayant  même  axe 
radical  et,  de  l'autre,  par  un  système  de  coniques  homofocales. 
Dans  le  cas  où  la  conique  B  est  une  ellipse,  on  peut  simplifier 
Téquation  (i);  soient,  en  effet, 

j^l  yt 

Téquation  de  cette  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  /(x^y)^=  o 

l'équation  de  la  conique  A  rapportée  à  ces  mêmes  axes. 

En  posant  x  =  a  cosX  et  y  =  b  sinX,  et  en  désignant  par  L  et  A 

les   valeurs   de  l'amplitude   aux   points  m   et   [x,  la  relation  (i) 

deviendra 

dL  d\ 

//(acosL,  6  sin  L)        //(acosX,  6  sinX) 

§  VI.  —  Examinons  en  particulier  le  cas  où  la  conique  B  se 
réduit  à  un  cercle.  En  désignant  par  a,  6,  c,  d  les  points  d'inler- 
section  de  ce  cercle  avec  la  conique  A,  Ton  a 

Tz(m)  __  ma . mb , me . md 
•ir([jL)  ;jLa.|JL6.{i.c.  (xrf 

et  Téquation  différentielle  (i)  devient 

,    ^  ds  di 

(a) 


/ma .  mb .  me .  md       v^[jLa.fjL6.fi.c.(jLé^ 

La  forme  qui  résulte  de  cette  équation,  pour  la  différentielle  de 
l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  la  plus  générale,  est  celle 
qui  se  prête  le  mieux  aux  considérations  de  la  Géométrie  pure.  Je 
reviendrai  du  reste  plus  tard  sur  ce  point  en  traitant  de  la  théorie 
géométrique  de  la  transformation  des  intégrales  elliptiques. 
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§  VU.  —  L'équalîon  (a)  peul  se  mellre  immédialemenl  sous  la 
forme  de  Téqualion  difTérentielle  d'Eiiler;  fixons  la  position  de 
chaque  point  du  cercle  par  sa  distance  à  un  point  fixe  arbitraire 
et  soient  L,  X,  A,  B,  C,  D  les  valeurs  des  angles  correspondant 
aux  points  /?i,  jjl,  «,  6,  c,  d;  la  relation  (2)  pourra  s'écrire  ainsi  : 


dL 


v/sinî(L  — A)sin^(L  — B)sini(L  — C)sini(L— D) 

dk 

""  v/sini(X  — A)sin^(X  — B)sini(>^  — G)sini(X-D) 

ou  bien  en  posant  tang-^Z  =  Xj  tang^X  =  Ç, 

dx 


v/l,a?— tangjA)  (x  —  lang JB)  (a?  —  langjG)  (a:— tangjD) 

d^ 

V/(Ç-tangjA)(Ç-iang{B)({~tangiC)(?-langiD) 

§  Vlil.  — On  peut  donner  à  Téqualion  différentielle  d'Euler  une 
autre  interprétation  géométrique  et  qui  mérite  d'être  signalée  ('). 
On  sait  qu'une  anallagmatique  plane  peut  être  considérée  comme 
l'envrloppe  d'une  série  de  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  B 
et  dont  les  centres  décrivent  une  conique  A.  Je  modifierai  légère- 
rement  cette  définition  et  présenterai  de  la  façon  suivante  le  mode 
(le  description  de  la  courbe  :  soit  menée  à  A  une  tangente  réelle 
extérieure  au  cercle  et  la  coupant  par  suite  en  deux  points  imagi- 
naires conjugués  m  et  |x.  Si  Ton  mène  les  quatre  droites  iso- 
tropes (2)  passant  par  ces  points,  ces  droites  se  rencontreront  en 
deux  autres  points  réels  M  elM;  le  lieu  de  ces  points  sera  Tanal- 
lagmatique  définie  ci-dessus. 

Il  est  évident  que  les  points  M  el  M  sont  réciproques  par  rap- 
port au  cercle  fixe  B. 

Pour  fixer  la  position  d'un  point  quelconque  du  plan,  je  pren- 
drai pour  coordonnées  les  segments  interceptés  sur  un  axe  fixe 
entre  les  intersections  de  cet  axe  avec  les  droites  isotropes  issues 
du  point  donné  et  un  point  fixe  de  cet  axe  que  je  prendrai  pour 
origine  des  coordonnées. 


(')  Etle  a  été  remarquée  pour  ta  première  fois  par  M.  Darboux  {Annales  de 
l'École  normale   i865) 
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Dans  ce  système,  en  désignanl  par  J7,  y  et  x\  y  les  coordon- 
nées respectives  de  deux  points,  par  d  leur  distance  et  8  Tangle 
«jue  fait  avec  l'axe  fixe  la  droite  qui  les  joint,  on  a  évidemment 

x  —  x'=  de-^'        et        y  —y'  =  de^'. 


formules  où,  suivant  Tusage  habituel,  i  désigne  le  symbole  J —  i, 
Soient  maintenant  z  ely  les  coordonnées  du  point  M  de  Tanallag- 
malique  définie  ci-dessus,  l'origine  des  coordonnées  étant  placée, 
pour  plus  de  simplicité,  au  centre  du  cercle  B;  a,  /3,  v,  8  les 
abscisses  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la  conique  A; 
ces  quatre  points  sont  les  foyers  de  l'anallagmatique.  Soient  a',  P', 
y',  8'  les  ordonnées  de  ces  mêmes  points;  leurs  valeurs  sont,  du 
reste  (le  cercle  et  la  conique  étant  supposés  réels),  imaginairemenl 
conjuguées  des  valeurs  des  abscisses. 
La  relation  (') 

ds  d(j 

y/ma .  mb .  me .  md       ^[ia.[ib.ikc.\xd 

pourra  se  mettre  sous  la  forme  suivante,  où  A  désigne  un  angle 
réel  constant,  ne  dépendant  que  de  la  position  des  foyers  sur  le 
cercle, 

dx  e^'  dy  e  -^' 

s/ix^^)Tx-f^)(x^f)(x-^)  ~  /(r-«')(r-P')0'-Y')(7-5') 


f3) 


et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  sera  fournie  par  l'équation  des  anallagmatiques,  ayant 
pourfoyers  les  quatre  points  dont  les  coordonnées  sont  a,  a';  p,  ^' ; 

Y,  Y  et  8,  8'. 

§  IX.  —  On  aurait  pu,  en  partant  d'une  propriété  géométrique 
très  simple  des  anallagmatiques,  écrire  immédiatement  l'équation 
différentielle  précédente.  Mais  la  marche  que  j'ai  suivie,  quoique 
plus  longue,  a  l'avantage  de  faire  voir  d'une  façon  nette  comment 
les  propriétés  des  anallagmatiques  relatives  aux  intégrales  ellip- 
tiques se  rattachent  à  la  théorie  de  Jacobi.  Ces  courbes  se  pré- 
sentent nécessairement  quand  on  veut  étudier  la  marche  de  Tinté- 


es) Voir  ma  Coiiiniunicalion,  séance  du  23  mars. 


4o  GÉOMÉTRIE. 

grale  pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  variable.  Tout  le  temps 
que  la  droite  tangente  à  la  conique  coupe  le  cercle  en  deux  points 
réels,  la  marche  simultanée  de  ces  deux  points  représente  d*une 
manière  précise  la  marche  de  l'intégrale.  Dès  qu'elle  devient  exté- 
rieure au  cercle,  au  lieu  des  points  imaginaires  m  et  [x  où  elle 
coupe  ce  cercle,  il  faut  considérer  les  points  réels  de  l'anallagma- 
tique  M  et  m  qui  leur  correspondent. 

On  a  d'ailleurs  la  relation  très  simple  suivante  entre  les  éléments 
différentiels  relatifs  au  cercle  et  l'anallagmatique  : 

f!s r/S       

\^nui .  mh .  me .  nui       ^^Wft.  M  /*  .Mr.  M  ri 

Pour  chaque  point  du  plan,  outre  Tanallagmatique  donnant  lieu 
à  la  relation  précédente,  il  passe  une  anallagmatique  coupant 
orthogonalement  la  première  et  fournissant  la  relation  suivante  : 


\J ma.mb . me . md       yW  a .  M  6 .  M c  A\d  . 

Les  considérations  précédentes  montrent  l'importance  des 
courbes  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  dans  l'étude  de  la 
représentation  géométrique  des  intégrales  elliptiques,  lorsqu'on  y 
introduit  la  considération  des  imaginaires;  cette  considération,  du 
reste,  me  semble  indispensable  si  l'on  veut  approfondir  les  pro- 
priétés des  coniques  qui  se  ra|>portent  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  théorie  dans  laquelle  la  considération  des  fonctions 
imaginaires  joue  un  rôle  capital. 


SLK  QUELQUES  PROPRIÉTÉS 


DES 


SURFACES   ANALLAGMATIQUES 


Bulletin  de  la   Société  philomatliique;  i868. 


1.  M.  Moiilard  a  le  premier  étudié  d'une  façon  complète  les 
surfaces  anallagmatiques,  c'est-à-dire  les  surfaces  du  quatrième 
ordre  qui  ont  pour  ligne  double  V ombilicale  (*).  Il  a  montré  que 
ces  surfaces  pouvaient  être  définies  géométriquement,  comme  l'en- 
veloppe des  sphères  dont  les  centres  parcourent  une  surface  du 
second  degré  A  et  qui  coupent  orlhogonalement  une  sphère  fixe  S. 
Cette  sphère  peut  être  désignée  sous  le  nom  de  sphère  directrice 
de  la  surface;  son  centre  est  évidemment  un  pôle  principal  de 
Tanallagmatique  engendrée.  Au  point  de  vue  géométrique,  il  est 
avantageux  de  modifier  un  peu  la  définition  précédente  et  de  la 
présenter  ainsi  :  A  la  surface  du  second  degré  donnée  A,  on  mène 
UD  plan  tangent  quelconque  qui  coupe  la  sphère  directrice  S  sui- 
vant un  cercle;  par  ce  cercle,  on  peut  faire  passer  deux  cônes  iso- 
tropes^ dont  les  sommets  sont  évidemment  deux  points  réciproques 
par  rapport  à  la  sphère  directrice.  Ces  deux  points,  lorsque  le  plan 
tangent  prend  toutes  les  positions  possibles  sur  la  surface  A, 
engendrent  la  surface  anallagmatique,  enveloppe  des  sphères  ayant 
leur  centre  sur  la  surface  A  et  coupant  orthogonalement  la  sphère 
directrice. 

2.  M.  Moutard  a  montré  que  la  surface  ainsi  défmie  pouvait 
être  engendrée  de  cinq  manières  différentes  au  moven  de  cinq  sur- 


(')  Voir  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  t.  IV.  Séance  du  6  avril  1867. 
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faces  du  second  ordre  A,  Â|,  A29  A3  et  A4,  et  de  cinq  sphères 
directrices  correspondant  à  ces  surfaces;  que,  par  suite,  la  surface 
analiagmatiquc  possédait  cinq  pôles  principaux  de  transfor- 
mation. 

Je  me  propose  dans  cette  Note  d'exposer  de  quelle  façon  sont 
reliées  entre  elles  les  surfaces  du  second  ordre  qui  peuvent  servir 
à  la  génération  d^ine  analiagmatiquc  donnée  et  comment  elles  se 
rattachent  géométriquement  aux  focales  de  celte  analiagmatiquc. 

Les  focales  d'une  surface  sont,  comme  on  le  sait,  les  lignes 
doubles  de  la  développable  isotrope  qui  lui  est  circonscrite. 
M.  Chasles  a  le  premier  donné  cette  notion  de  focale  dans  son 
Aperçu  historique,  etc.,  et  montré  d'une  façon  précise  ce  qui 
était  le  point  délicat  de  la  question,  la  notion  qui  dans  l'espace 
correspondait  à  la  notion  du  fo^er  dans  le  plan.  Il  a  développé  du 
reste  depuis  les  idées  qu'il  avait  alors  émises,  et  je  renverrai 
notamment  sur  ce  sujet  à  une  Note  Sur  les  surfaces  du  second 
ordre  homofocales,  insérée  aux.  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences  (11  juin  1860),  Noie  à  laquelle,  du  reste,  j^aurai, 
dans  ce  qui  suit,  plusieurs  fois  occasion  de  me  rapporter. 

Une  surface  analiagmatiquc  étant  défmie  par  une  surface  du 
second  degré  A  et  une  sphère  directrice  S,  appelons  C  l'anallag- 
matique  sphérique  qui  résulte  de  leur  intersection;  la  même  sur- 
face peut  être  définie  par  quatre  autres  surfaces  du  second  degré  A| , 
A2,  A3,  A4  et  quatre  sphères  directrices  correspondantes  S|,  Sj, 
S»,  S4.  Soient  C|,  C2,  C3,  C4  les  intersections  respectives  de  ces 
surfaces,  on  voit  immédiatement  que  les  anallagmatiques  sphé- 
riques  Ci,  C2,  C3,  C4  sont  les  focales  de  la  surface  analiagmatiquc 
donnée. 

Ces  cinq  focales  ne  sont  pas  indépendantes  entre  elles.  Car,  étant 
pris  l'une  d'elles,  C,  par  exemple,  si  on  lui  circonscrit  une  surface 
développable  wo/ro/>e,  cette  surface  développable,  outre  la  courbe 
primitive  C,  renfermera  d'autres  lignes  doubles  qui  seront  évidem- 
ment aussi  des  focales  de  la  surface  proposée. 

Or,  ces  autres  lignes  doubles  seront  précisément  les  quatre 
anallagmatiques  Ci,  C2,  C3,  C4. 

De  là  résulte  immédiatement  le  théorème  suivant,  qui  mérite 
peut-être,  par  sa  simplicité,  d'être  explicitement  énoncé.  Soient 
une  courbe  M  résultant  de  l'intersection   de   deux  surfaces  du 
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second  ordre  P  et  Q,  el  une  section  plane  quelconque  R  de  la  sur- 
face P,  la  surface  développable  circonscrite  à  la  fois  aux  courbes  M 
el  R  admel,  comme  lignes  doubles,  outre  la  courbe  M,  quatre 
autres  courbes  du  quatrième  ordre,  et  chacune  de  ces  courbes  est 
située  sur  une  surface  du  second  ordre  passant  par  la  conique  R. 

3.  L'arête  de  rebroussement  de  la  développable  isotrope  cir- 
conscrite à  une  surface  du  second  degré  jouit  d'une  propriété 
curieuse  signalée  par  M.  Moutard  dans  les  Nouvelles  Annales; 
elle  consiste  en  ce  que  la  projection  de  cette  arêle  sur  chacun  des 
plans  principaux  de  la  surface  est  la  développée  de  la  focale  con- 
tenue dans  ce  plan.  Il  existe  une  propriété  analogue  relativement 
aux  surfaces  anallagmatiques.  Considérons  une  sphère  directrice 
quelconque  A  et  soient  O  son  centre  et  E  Tarête  de  rebroussement 
de  la  développable  isotrope  circonscrite,  le  cône  a^ant  pour  som- 
met le  point  O  et  pour  base  la  courbe  E  coupera  la  sphère  corres- 
pondante A  suivant  le  lieu  des  centres  de  courbures  sphériques  de 
la  focale  située  sur  cetle  sphère. 

4.  Lorsqu'une  surface,  telle  que  la  surface  anallagmatique  con- 
sidérée, contient  V  ombilicale  y  la  développable  isotrope  qui  lui  est 
circonscrite  se  décompose  en  deux  surfaces  distinctes.  L'une  est 
lenveloppe  des  plans,  pour  lesquels  le  point  de  contact  avec  la 
surface  n'est  pas  sur  V ombilicale  même  ;  les  lignes  doubles  de  celle 
surface  sont  les  focales  ordinaires,  et  dans  le  cas  actuel  elles  se 
composent  des  cinq  anallagmatiques  sphériques  dont  j'ai  parlé 
ci-dessus. 

L'autre  est  l'enveloppe  des  plans  qui  touchent  la  surface  le  long 
derorabilicale  [et  ses  lignes  doubles  sont  les  focales  singulières, 
lians  le  cas  actuel,  ces  focales  singulières  se  composent  de  trois 
coniques  qui  sont  les  focales  ordinaires  communes  aux  cinq  sur- 
faces A<,  Aj,  A3,  A4,  A 5  qui  peuvent  servir  à  la  génération  de 
'anallagmatique. 

I^es  focales  singulières,  tout  en  jouissant  des  propriétés  générales 
des  focales,  s'en  séparent  cependant  en  certains  points;  ainsi, 
lundis  que  les  focales  ordinaires  se  transforment,  par  la  méthode 
des  rayons  vecteurs  réciproques,  en  focales  ordinaires  de  la  trans- 
formée, il  n'en  est  pas  de  même  des  focales  singulières.  Les  sur- 
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faces  du  syslème  triple  orlhogonal,  découvert  par  M,  Moutard  et 
formé  de  surfaces  anallagmatîques,  ont  les  mêmes  focales  ordi- 
naires, mais  leurs  focales  singulières  varient  pour  chaque  surface. 

o.  Considérons  une  surface  anallagmatique  définie,  comme  il 
a  été  dit  au  n°  1,  au  moyen  d'une  surface  du  second  degré  A  et 
d'une  splière  directrice  S. 

La  développable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces  a  quatre  lignes 
doubles  qui  sont  des  coniques.  Soient  K| ,  K3,  K3  et  K4  ces  quatre 
coniques.  D'après  un  théorème  dû  à  M.  Chasies  (loc.  cit.)^  par 
chacune  de  ces  coniques  on  peut  faire  passer  une  surface  liomofo- 
cale  à  A.  Les  quatre  surfaces  du  second  degré  ainsi  détermi- 
nées seront  précisément  les  surfaces  A<,  Aj,  A3,  A4,  au  moyen 
desquelles,  d'après  le  théorème  de  M.  Moutard^  on  peut  engen- 
drer la  surface, 

Élant  prise  une  de  ces  surfaces,  par  exemple  la  surface  A|,  qui 
passe  par  la  conique  K|,  il  sera  facile  de  déterminer  la  sphère 
directrice  correspondante.  En  effet,  que  l'on  mène  le  plan  de  la 
conique  K<,  il  coupera  la  surface  A  suivant  une  conique.  Si  Ton 
circonscrit  à  cette  dernière  conique  et  à  la  surface  A|  une  surface 
développable,  celle  surface,  d'après  un  théorème  de  M.  Chasies 
{loc.  cit,)^  sera  circonscriplible  à  une  sphère,  et  cette  sphère  sera 
précisément  la  sphère  directrice  correspondant  à  la  surface  A. 

6.  Divers  théorèmes  relatifs,  soit  aux  surfaces  du  second  ordre 
homofocales,  soit  aux  surfaces  anailagmatiques,  découlent  des 
considérations  précédentes.  Je  me  bornerai  à  énoncer  les  deux 
suivants  : 

Théorème  I.  —  Etant  données  deux  surfaces  homofocales  du 
second  ordre  et  un  plan  fixe  H,  par  une  droite  D  tracée  dans 
ce  plan,  menons  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces.  Enjoi- 
gnant les  points  de  contact  appartenant  à  des  surfaces  diffé^ 
rentes,  nous  obtiendrons  quatre  droites.  Toutes  les  droites 
ainsi  obtenues,  lorsque  D  se  déplace  dans  le  plan  H,  sont  nor- 
males à  une  même  surface  anallagmatique. 

Soient  S,  T  les  coniques  suivant  lesquelles  le  plan  H  coupe  les 
deux  surfaces  homofocales  données;   construisons   une   conique 
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quelconque  passant  par  les  quatre  points  d^lntersection  de  S  e^ 
de  T;  si  la  droite  D  se  meut  tangentiellement  à  cette  conique,  les 
droites  obtenues  par  la  construction  précédente  formeront  une 
surface  développable,  et  par  conséquent  traceront  sur  Tanallagma- 
tique  une  de  ses  lignes  de  courbure. 

Théorème  II.  —  Etant  données  deux  surfaces  homofocales  A 
et  B  et  une  droite  D,  menons  par  cette  droite  les  plans  tan- 
gents aux  deux  surfaces,  et  soient  b  et  b'  les  points  de  contact 
relatifs  à  la  surface  B,  à  l'un  des  points  de  contact  relatifs 
à  la  surface  A;  les  droites  ab  et  aU  sont  dans  un  même  plan 
a\?ec  la  normale  au  point  a  et  également  inclinées  sur  cette 
normale. 

7.  Les  considérations  que  j^ai  exposées  dans  cette  Note  au  sujet 
des  surfaces  anallagmatiques  s^appliqueut  évidemment  aux  courbes 
planes  anallagmatiques.  Je  me  dispenserai  donc  d'énoncer  les  pro- 
positions relatives  à  ces  courbes. 


SUR  LES 


CASSJNIENNES  PLANES  ET  SPHÉRIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique;  1868. 


1.  On  peul  considérer  une  anallagmatique  sphërique  comme  le 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à  une  conique  fixe  K 
et  à  une  sphère.  Soit  S  le  cercle  suivant  lequel  le  plan  de  la  conique 
coupe  la  sphère  ;  si  Ton  peut  inscrire  dans  le  cercle  S  un  quadrila- 
tère circonscrit  à  la  conique  K  (et  alors,  d'après  le  théorème  de 
Poncelet,  on  pourra  le  faire  d'une  iuGnité  de  façons)  en  désignant 
par  a,  p,  v,  0  les  sommets  consécutifs  d'un  tel  quadrilatère,  les 
divers  points  m  de  Tanallagmatiquc  satisferont  à  une  relation  de 
la  forme 


m  %  .  ///  7 

-îr    —    COIlSl. 


J'ai  signalé  celle  propriété  dans  une  Note  insérée  au  Bulletin  de 
la  Société  philomathique  {mdiV^  1867). 

Les  courbes  qui  jouissent  de  celte  propriété  constituent  dans 
Tensemble  des  anallagmatiques  un  groupe  remarquable  et  jouis- 
sant de  propriétés  spéciales  dignes  d'intérêt.  Je  les  désignerai  sous 
le  nom  de  cassinienncs,  par  analogie  avec  l'ellipse  de  Cassini  qui 
peut  être  regardée  comme  leur  type  principal. 

2.  Je  vais  donner  ici  une  autre  définition  de  ces  courbes,  qui, 
quoique  moins  simple  peut-être  en  apparence  que  la  précédente, 
se  prête  bien  mieux  aux  recherches  géométriques. 

Soit,  en  général,  tracée  sur  une  sphère  une  anallagmatique:  par 
celte  courbe  passent  quatre  cônes  dont  les  sommets  forment  un 
tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  sphère.  Prenons  une  quel- 
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conque  des  arêtes  de  ce  lélraèdre  et  l'arête  opposée  qui  est  sa 
polaire  par  rapport  à  la  sphère,  li  sera  facile  d'établir  les  proposi- 
tions suivantes.  Toute  droite  qui  passe  par  un  point  a  de  Tanal- 
lagmatique  et  qui  s'appuie  sur  les  deux  arêtes  du  tétraèdre  consi- 
dérées, coupe  la  sphère  en  un  second  point  b  qui  appartient  aussi 
àranallagmatique.  Je  dirai  que  les  deux  points  a  et  b  sont  conju- 
gués, et,  pour  simplifier  le  langage,  j'appellerai  simplement  corrfe 
la  droite  qui  joint  deux  points  conjugués.  Si  l'on  désigne  par  P 
et  Q  les  points  où  l'une  des  arêtes  considérées  coupe  la  sphère,  il 
résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  points  conjugués  quelconques 
et  les  points  P  et  Q  sont  toujours  situés  sur  un  même  cercle  et 
partagent  ce  cercle  harmoniquement.  Par  suite,  si  l'on  appelle  1 
le  point  milieu  du  segment  PQ,  il  en  résulte  que  le  produit  des 
dislances  du  point  I  à  deux  points  conjugués  quelconques  est 
constant  et  que  les  droites  qui  joignent  ce  point  milieu  aux  deux 
points  conjugués  sont  dans  le  même  plan  que  la  droite  PQ  et  éga- 
lement inclinées  sur  cette  droite  (*). 

3.  Comme  dans  un  tétraèdre  il  existe  trois  couples  d'arêtes 
opposées,  on  voit  que,  pour  une  anallagmatique  donnée,  on  peut 
imaginer  trois  modes  de  groupement  des  points. 

Or,  si  la  courbe  est  une  cassinienne,  on  pourra  choisir  les  deux 
arêlesdu  tétraèdre  de  telle  sorte  que  les  points  conjugués  fournis 
P^r  le  mode  de  groupement  correspondant  jouissent  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Si  Ton  prend  le  conjugué  harmonique  d\ui  point  quelconque 
^  Ici  sphère  P  par  rapport  à  chaque  couple  de  points  conju- 
gués (')j  cest'à-dire  si,  sur  le  cercle  passant  par  le  point  P  et 
chaque  couple  de  points  conjugués,  on  prend  le  conjugué  har- 
'ionique  de  ce  point,  le  iieu  des  points  ainsi  obtenus  est  un 
cercle. 

Pour  abréger,  je  désignerai  simplement  ce  cercle  sous  le  nom  de 
cercle  correspondant  au  point  P. 


(')  Le  point  I  esl  donc  pour  ranallagmatiquc  un  des  points  que  M.  Moutard 
*  désignés  sous  le  nom  de  pôles  secondaires  de  transformation. 
(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  février  1867. 


/ 
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La  propriété  précédente  est  caractéristique  et  peut  servir  de 
défînitioD  à  la  cassinienne. 

Considérons  une  sphère  et  deux  droites  quelconques  dont  cha- 
cune soit  la  polaire  réciproque  de  Tautre  par  rapport  à  la  sphère. 
Sur  celte  sphère  on  peut  tracer  une  inGnlté  de  courbes  jouissant 
de  la  propriété  énoncée  au  n"  2,  que  toute  droite  passant  par  un 
point  de  la  courbe  et  s^appujant  sur  les  deux  droites  Gxes  dont  je 
viens  de  parler  rencontre  la  sphère  en  un  second  point  de  la  courbe. 
Je  désignerai  les  deux  points  de  la  courbe  situés  sur  une  telle  droite 
sous  le  nom  àe  points  conjugués.  Maintenant,  considérons  le  lieu 
des  points  qui  sont  conjugués  harmoniques  d*un  point  R  de  ia 
sphère,  par  rapport  aux  différents  couples  de  points  conjugués 
d'une  courbe  quelconque  de  l'espèce  dont  je  viens  de  parler.  Si  ce 
lieu  est  un  cercle  pour  une  position  particulière  quelconque  du 
point  P,  il  en  sera  de  même  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point 
sur  la  sphère  et  la  courbe  considérée  sera  une  cassinienne. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  je  considérerai  exclusivement  le  mode  de 
groupement  qui  donne  lieu  à  la  proposition  énoncée  ci-dessus;  en 
sorte  que  le  point  conjugué  d'un  point  de  la  courbe  sera  parfaite- 
ment déterminé.  Des  deux  arêtes  du  tétraèdre  considérées,  il  yen 
a  toujours  une  qui  coupe  la  sphère  en  deux  points  réels;  je  dési- 
gnerai ces  deux  points  par  les  lettres  P  et  Q. 

Ceci  posé,  on  établira  facilement  les  propositions  suivantes  : 

\.  Si  Von  considère  une  corde  quelconque  d'une  cassinienne  y 
c'est-à-dire  la  droite  qui  joint  deux  points  conjugués,  sa 
polaire  réciproque  par  rapport  à  la  sphère,  sur  laquelle  est 
tracée  la  cassinienne,  rencontrera  cette  sphère  en  deux  points 
conjugués  de  la  courbe  et  sera  par  conséquent  aussi  une  corde. 

De  là  résulte  que  la  surface  engendrée  par  toutes  les  cordes, 
surface  qui  est  du  quatrième  degré,  est  à  elle-même  sa  polaire 
réciproque. 

0.  La  propriété  précédente  constitue  une  propriété  caractéris- 
tique des  cassiniennes  et  Ton  peut  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Si  une  anallagmatique  est  telle  qu!une  droite  passant  par 
deux  points  de  cette  courbe  ait  pour  polaire,  par  rapport  à  la 
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sphère  sur  laquelle  elle  est  tracéCy  une  droite  rencontrant  la 
courbe  en  deux  points,  cette  anallagnia tique  est  une  cassi- 
nienne  dont  la  droite  proposée  ainsi  que  sa  polaire  sont  des 
cordes;  et  alors  y  diaprés  le  théorème  précédent,  il  y  a  une 
infinité  de  droites  qui  jouissent  de  la  même  propriété, 

6.  Si  A  désigne  le  cercle  correspondant  à  un  point  R  de  la 
sphère,  les  cercles  correspondant  aux  divers  points  du  cercle  A 
passeront  par  le  point  R. 

7.  Le  cercle  correspondant  à  un  point  de  la  courbe  lui  est 
langent  en  ce  point  et  coupe  la  courbe  en  deux  autres  points 
qui  sont  conjugués. 

8.  Considérons  une  corde  quelconque  d^une  cassînienne;  par 
celte  corde  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  la  courbe.  Deux 
des  points  de  contact  se  trouveront  sur  la  polaire  de  la  corde,  les 
deux  autres  seront  deux  points  conjugués.  Si,  par  la  corde  qui 
joint  ces  deux  derniers  points,  on  mène  des  plans  tangents  à  la 
courbe,  deux  des  points  de  contact  seront  les  points  conjugués 
formant  les  extrémités  de  la  première  corde  considérée. 

Deux  cordes  liées  ensemble  de  la  façon  que  je  viens  d'indiquer 
seront  dites  cordes  associées. 

Leur  propriété  principale  est  renfermée  dans  la  proposition 
suivante  : 

Toute  droite  qui  touche  la  sphère  sur  laquelle  est  tracée  une 
cassinienne  en  un  point  de  cette  courbe  et  rencontre  une  de 
ses  cordes,  rencontre  aussi  la  corde  qui  lui  est  associée, 

9.  Cette  propriété  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Si  une  droite  se  déplace  en  s  appuyant  sur  deux  droites 
fixes  et  en  restant  tangente  à  une  sphère  y  la  courbe  suivant 
laquelle  la  surface  ainsi  engendrée  touche  la  sphère  est  unr 
cassinienne  dont  les  deux  droites  fixes  sont  deux  cordes;  et, 
d'après  la  proposition  précédente,  la  cassinienne  ainsi  obtenue 
peut  être  engendrée  d'une  infinité  de  façons  au  moyen  de  deux 
cordes  associées  quelconques  de  la  courbe. 

10.  Une  cassinienne  est  complètement  définie  lorsqu'on  coiiiiiiil 
L.  -  II.  \ 
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les  deux  points  P  et  Q,  qui  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port à  tous  les  couples  clç  points  conjugués,  et  le  cercle  A  corres- 
pondant à  un  point  R  de  la  sphère. 

Soient  M  un  point  quelconque  de  la  sphère  et  N  son  réciproque 
par  rapport  au  cercle  A,  je  veux  dire  le  point  où  la  sphère  est 
percée  parla  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  du  cercle. 
Il  est  facile  de  déterminer  sur  la  sphère  deux  points  a  et  y,  qui 
soient  en  rapport  anharmonique  avec  les  points  M  et  R,  ainsi 
qu'avec  les  points  P  et  Q.  On  peut,  si  l'on  veut,  considérer  les 
droites  PQ  et  MR  ainsi  que  leurs  polaires;  il  y  aura  deux  droites 
qui  les  rencontreront  toutes  les  quatre,  et  ces  droites  seront  elles- 
mêmes  polaires  réciproques.  Par  suite,  il  y  en  aura  une  et  une 
seule  qui  coupera  la  sphère  en  des  points  réels;  ces  deux  points 
seront  les  deux  points  a  et  y  cherchés.  On  déterminerait  de  même 
deux  points  ^  et  S  qui  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  couples  de  points  N,  R  et  P,  Q. 

Cela  posé,  un  point  quelconque  m  de  la  cassinienne  considérée 
satisfera  à  la  relation  suivante  : 

— s ^  =  consl. 

/Il  p .  //t  0 

On  voit  que  les  points  a  et  y  sont  deux  points  conjugués  de  la 
sphère,  en  prenant  ce  mot  dans  le  sens  où  je  l'ai  employé  au  n"3, 
c'est-à-dire  que  la  droite  ay  rencontre  la  droite  fixe  PQ  ainsi  que 
sa  polaire;  il  en  est  de  même  des  points  ^  et  S.  De  plus  il  est 
évident  que  l'un  des  quatre  points  peut  être  pris  arbitrairement. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  cassinienne  et  étant  pris  arbitrairement 
sur  la  sphère  sur  laquelle  elle  est  tracée  un  couple  quelconque 
de  points  conjugués,  il  est  toujours  possible  de  trouver  un 
autre  couple  de  points  conjugués,  de  telle  sorte  que  le  produit 
des  distances  d^un  point  de  la  courbe  aux  points  du  premier 
couple  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des 
distances  du  même  point  aux  points  du  second  couple, 

11.  En  particulier,  il  y  existe  toujours  sur  une  sphère  un  couple 
de  points  conjugués  qui  sont  diamétralement  opposés.  Pour  les 
obtenir  il  suffit  de  mener  par  le  centre  de  la  sphère  une  droite 
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s'appayanl  sur  la  droite  PQ  et  sur  sa  polaire.  Désignons  par  a  et  a! 
ce  couple  de  points;  on  pourra  déterminer  d'après  le  théorème 
précédent  deux  autres  points  c  et  d^  tels  que  pour  tout  point  de 
la  courbe  Ton  ait  la  relation 


ma.  ma' 


=  const., 


m,c,m,d 
ou  encore 

sin  ,/7ia.sin4ma 

— 7 =  const.  ; 

me .  ma 

et,  comme   sîn5ma'=  cos^/?2a,    la    relation    précédente    pourra 
s^écrire  de  la  façon  suivante  : 

/\ 
si  n  ma 

=  consl. 

w,c,md 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  cassinienne,  on  peut  toujours  déterminer 
un  diamètre  de  la  sphère  sur  laquelle  elle  est  tracée  et  deux 
points  fixes  de  cette  sphère,  de  telle  sorte  que  le  produit  des 
distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  deux  points 
fixes. divisé  par  la  distance  de  ce  même  point  au  diamètre 
donne  un  quotient  constant. 

12.  Si  par  une  corde  d'une  cassinienne  fixe  et  deux  points 
conjugués  quelconques,  on  mène  des  plans,  ces  divers  plans 
forment  un  faisceau  en  involution,  et  les  deux  plans  doubles 
de  rinvolutio(i  coupent  la  sphère  suivant  deux  cercles  ortho- 
gonaux. 

13.  Soient  A,  B  e/  C,  D  deux  couples  quelconques  de  points 
conjugués  d'une  cassinienne;  et  soient  a^  b^  c,  d  les  points  de 
la  sphère  qui  leur  sont  diamétralement  opposés;  m  désignant 
un  point  quelconque  •de  la  courbe,  la  différence  des  aires  des 
triangles  sphériques  mac  et  mbd  est  constante. 

14.  Lescassiniennes  se  changent  en  cassiniennes  par  une  trans- 
formation   quelconque    par    rayons    vecteurs    réciproques.    Aux 
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couples  de  points  conjugués  de  la  première  courbe  correspondenl 
des  couples  de  points  conjugués  de  la  transformation. 

En  particulier,  au  moyen  d'une  projection  stéréographique,  les 
cassinienncs  spbériques  se  transforment  en  cassiniennes  planes. 
Je  nie  bornerai,  au  sujet  de  ces  courbes,  à  énoncer  quelques  pro- 
priétés que  ne  partagent  pas  les  cassiniennes  spbériques. 

Si  l'on  désigne  par  a,  0  et  c^d  deux  couples  quelconques 
de  points  conjugués^  la  différence  des  angles  sous  lesquels 
ces  segments  ac  et  bd  sont  vus  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  est  constante, 

lo.  Dans  le  cas  ou  la  cassinienne  est  du  troisième  degré, 
la  différence  de  ces  angles  est  nulle. 

On  peut  donc  dire  que  la  cassinienne  cubique  est  le  lieu  d'où 
deux  segments  de  droite  sont  vus  sous  des  angles  égaux. 

L'on  en  déduit  que,  si  l^on  joint  un  point  fixe  de  la  courbe  à 
tous  les  couples  de  points  conjugués,  toutes  les  droites  ainsi 
obtenues  sont  également  inclinées  sur  deux  droites  fixes  rec- 
tangulaires. 

16.  Le  lieu  des  points  milieux  des  droites  qui  joignent  les 
points  conjugués  d'une  cassinienne  plane  est  un  cercle.  Lorsque 
la  cassinienne  est  du  troisième  degré,  ce  cercle  se  réduit  à  une 
droite. 

Par  chaque  point  de  ce  cercle  (ou  de  cette  droite)  passent  deux 
cordes  de  la  cassinienne  se  coupant  orlhogonalement. 

L'enveloppe  des  cordes  d'une  cassinienne  plane  est  une  courbe 
de  qualrième  classe  ayant  pour  foyers  les  deux  foyers  singuliers 
de  la  courbe  et  les  deux  points  fixes  du  plan  qui  sont  en  rapport 
harmonique  avec  chaque  couple  de  points  conjugués. 

Lorsque  la  cassinienne  est  du  troisième  degré,  elle  n'a  plus 
qu'un  foyer  singulier  et  l'enveloppe  des  cordes  est  alors  une 
courbe  de  troisième  classe. 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  cette  der- 
nière courbe  se  compose  de  la  cassinienne  elle-même  et  de  la 
droite,  lieu  des  points  milieux  des  droites  qui  joignent  les  points 
conjugués. 
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17.  Les  cassinienncs  cubiques  planes  ont  été  depuis  longtemps 
étudiées  sous  le  nonn  àe  focales.  On  peut  consulter  à  ce  sujet 
divers  travaux  de  MM.  Quetelel,  Dandelin  et  Chasies  dans  les 
Mémoires  de  l^ Académie  de  Bruxelles  et  la  Correspondance 
mathématique  de  Quetelet, 

Le  Tome  V  de  cette  dernière  collection  renferme  à  ce  sujet  un 
très  intéressant  Mémoire  de  M.  Van  Rees,  qui  y  a  donné  les 
propriétés  énoncées  dans  le  n°  15  et  en  a  d(*duit  les  principales 
conséquences. 


SUR   LES 


SECnONS  CIRCULAIRES  DES  SURFACES 

ANALLAGMATIQUES. 


Bulletin  de  la  Socie'té  philomalhique;  x868. 


1 .  Étant  donnés  une  sphère  fixe  S  et  un  plan  quelconque  P,  par 
le  cercle  d'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  on  peut  faire 
passer  deux  cônes  isotropes.  Soient  p  et  p'  les  sommets  de  ces 
cônes;  ces  deux  points  sont  réciproques  par  rapport  à  la  sphère  S; 
pour  abréger  le  discours,  je  dirai  que  ces  deux  points  sont  asso- 
ciés au  plan  P,  et  réciproquement  que  le  plan  P  est  le  plan  associé 
au  point  p  et  au  point/?'. 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  les  deux  iemmes  suivants  : 

Lemme  1.  —  Si  un  plan  pilote  autour  dC un  point  fixe  O,  le 
lieu  des  points  associés  au  plan  dans  ses  diverses  positions  est 
une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  O  et  coupant  orthogo- 
nalement  la  sphère  fixe  S. 

Lemme  IL  —  Si  un  plan  tourne  autour  d^une  droite  fixe, 
le  lieu  des  points  associés  au  plan  dans  ses  diverses  positions 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  la  sphère  S  sur  la  droite  et  coupant 
orthogonalement  cette  sphère, 

2.  Une  surface  anallagmatique  peut  être  définie  comme  le  lieu 
des  points  associés  par  rapport  à  une  sphère  S  des  divers  plans 
qui  touchent  une  surface  du  second  degré  A.  LMntersection  de  la 
surface  A  et  de  la  sphère  S  est  d'ailleurs  une  des  focales  de  la  sur- 
face. A  chaque  point  de  Tanallagmatique  est  associé  un  plan  qui 
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todclie  la  surface  Â  eu  un  cerlaîn  point  correspondant  au  pre- 
mier; à  toute  courbe  tracée  sur  Tanallagmatique  correspondra  une 
certaine  courbe  formée  par  les  points  de  contact  avec  la  surface  Â 
des  divers  plans  associés  aux  points  de  la  courbe  tracée  sur  Tanal- 
lag^malique. 

Des  deux  lemmes  que  j'ai  donnés  ci-dessus  on  déduit  immé- 
diatement les  deux  propositions  suivantes  : 

L^o,  normale  en  un  point  M  d*une  anallagmatique  est  la 
dr€>ite  qui  joint  ce  point  au  point  correspondant  sur  la  sur- 
fac^  A. 

JE  tant  donnés  une  courbe  C  tracée  sur  l'anallagmatique  et 
un  j^oint  M  de  cette  courbe,  si  l'on  désigne  par  c  la  courbe  cor- 
resjt^ondante  tracée  sur  la  sur/ace  du  second  degré  A  et  par  m 
le  j:^oint  de  cette  courbe  qui  correspond  au  point  M,  le  plan 
normal  en  M  à  la  courbe  C  est  le  plan  qui  passe  par  ce  point  et 
par-  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  menée  en  m  à  la 
coi€rbe  c. 

3.  Pour  faire  une  application  de  ces  propositions  très  simples, 
je  démontrerai  brièvement  le  beau  théorème  donné  par  M.  Mou- 
tard sur  Forthogonalité  des  surfaces  anallagmatiques  homofocales. 
Les  surfaces  d\in  système  homofocal  peuvent  être  engendrées 
au  moyen  d'une  sphère  fixe  S  et  des  diverses  surfaces  du  second 
ordre  passant  par  uae  anallagmatique  sphérique  K  située  sur  cette 
sphère. 

Cherchons  les  surfaces  d\in  tel  système  qui  passent  par  un 
point  de  l'espace  M.  Pour  cela,  menons  par  ce  point  un  cône  iso- 
trope, il  coupera  la  sphère  suivant  un  cercle  C,  dont  le  plan  Psera 
le  plan  associé  au  point  M.  Le  problème  est  évidemment  ramené 
à  mener  par  la  courbe  R  une  surface  du  second  degré  tangente  au 
plan  P.  Or  ce  plan  devant  être  tangent  à  la  surface  cherchée,  doit 
•a  couper  suivant  deux  droites  renfermant  nécessairement  les 
Quatre  points  d'intersection  de  la  courbe  K  avec  le  cercle  C.  On 
aura  donc  trois  solutions,  et  les  trois  points  de  contact  correspon- 
dant à  ces  trois  solutions  seront  les  trois  points  de  concours  des 
diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  points  d'intersec- 
tion dont  je  viens  de  parler.  En  désignant  par  /?,  q^  r  ces  trois 
points  d'intersection,  il  résulte  de  la  première  proposition  établie 


56  GÉOMÉTRIE. 

au  n°2que  les  normales  aux  trois  surfaces  homofocales  passant  par 
le  point  M  sont  les  droites  M/?,  M ^,  Mr.  Mais  les  trois  points/?,  q^  r 
sont  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  par  rapport  au  cercle  C; 
les  droites  M/>,  My,  Mr  forment  donc  un  trièdre  conjugué  par 
rapport  au  cône  ajant  pour  base  C  et  pour  sommet  le  point  M, 
c*est-à-dire  par  rapport  à  un  cône  isotrope,  donc  elles  forment  un 
Irièdre  trirectangle. 

4.   Sur  une  surface  [^anallagmatique  il   existe  dix   systèmes  de 
sections  circulaires  qui  ont  été  découverts  par  M.  Moutard.  Leur 
existence  résulte  très  simplement  de  la  définition  donnée  au  n®  2. 
Que  l'on  imagine  en  effet  un  plan  se  mouvant  tangenliellement  à 
la  surface  A,  de  façon  que  son  point  de  contact  décrive  une  géné- 
ratrice g  de  cette  surface;  pendant  ce  mouvement  le  plan  tangent 
tournera  autour  de  cette  génératrice;  le  lieu  des  points  qui  lui 
sont  associés  par  rapport  à  la  sphère  S  sera  donc  un  cercle  coupant 
orthogonalement  cette  sphère.  A  toutes  les  génératrices  de  la  sur- 
face A  du  même  système  que  g  correspondra  un  système  de  sec- 
tions circulaires  de  Tanallagmatique;  un  autre  système  de  sections 
circulaires  correspondra  au  second  système  de  génératrices  recti- 
lignes  de  la  surface  A. 

Comme  Tanallagmatique  est  susceptible  de  cinq  modes  de  géné- 
ration différentes,  Ton  voit  que  Ton  obtiendra  ainsi  cinq  groupes 
de  sections  circulaires,  chaque  groupe  comprenant  deux  systèmes 
distincts. 

Deux  cercles  d'un  même  groupe  et  de  même  système  ne  se  ren- 
contrent jamais. 

Deux  cercles  d'un  même  groupe  et  de  systèmes  différents  se 
coupent  en  deux  points  et  sont  par  conséquent  situés  sur  une 
même  sphère. 

Deux  cercles  de  groupes  différents  se  coupent  toujours  en  un 
point. 

Les  sections  circulaires  d'une  anallagmatique  jouissent  d'un 
grand  nombre  de  propriétés  analogues  à  celles  des  génératrices 
rectilignes  des  surfaces  du  second  ordre;  je  me  contenterai  ici  de 
mentionner  la  suivante,  semblable  de  tous  points  à  une  propriété 
fondamentale  des  surfaces  du  second  ordre  donnée  par  M.  Chasles  : 

Etant  donnés  quatre  cercles  quelconques  d'un  même  groupe 
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et  un  cercle  variable  C  d^un  autre  groupe  rencontrant  les 
quatre  cercles  fixes  aux  points  a,  6,  c  et  d;  si  l'on  mène  par 
le  cercle  variable  C  les  sphères  qui  touchent  ta  sur/ace  aux 
points  a,  6,  c  et  rf,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
sphères  est  constant. 

o.  Pour  plus  de  clarté,  je  désignerai  par  So»  S|,  S^,  S3  et  S4  les 
cinq  sphères  au  moyen  desquelles  on  peut  engendrer  la  surface  et 
par  Â09  A|,  A],  As  et  A|  les  cinq  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales  qui  leur  correspondent;  pour  Indiquer  le  mode  de  généra- 
tion relatif  à  la  sphère  S/  et  la  surface  A/,  j'emploierai  simplement 
Texpression  de  génération  (S|). 

Cela  posé,  j'ai  montré  au  n"2  qu'à  chaque  courbe  tracée  sur  une 
analiagmatique  correspondait  une  courbe  tracée  sur  la  surface  du 
second  degré  qui  sert  à  engendrer  la  surface. 

Il  est  utile,  dans  un  certain  nombre  de  questions,  de  connaître 
les  courbes  qui,  dans  un  mode  de  génération  donné,  par 
exemple  (S©),  correspondent  aux  diverses  sections  circulaires  de 
la  surface. 

Relativement  au  groupe  qui  appartient  proprement  à  la  géné- 
ration (So),  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  sections  de 
ce  groupe  sont  représentées  par  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  A©. 

Pour  obtenir  la  représentation  des  autres  groupes,  imaginons 
que  nous  circonscrivions  à  la  sphère  So  et   à  la  surface  Ao  une 
surface  développable;  celte  surface  a  pour  lignes  doubles  quatre 
coniques,    qui,   dans  un   théorème  connu,  seront  situées  sur  les 
quatre  surfaces  A,,  Aa,  Aj  et  A4.  Je  désignerai  ces  quatre  coniques 
par  la  notation  C®,  CJ,  CJ,  CJ;  les  indices  inférieurs  indiquant 
celle  des  surfaces  A  sur  laquelle  chacune  des  coniques  est  située. 
Si  maintenant  de  chacun  des  points  de  la  conique  CJ  on  mène 
des  cônes  circonscrits  à  A^  les  diverses  courbes  de  contact  sur 
cette  surface  seront  les  courbes  correspondant  aux  sections  circu- 
laires du  groupe  appartenant  proprement  à  la  génération  (S|);  les 
coniques  CJ,  CJ  et  CJ  fourniront  de  même  les  courbes  correspon- 
dant aux  sections  circulaires  des  groupes  appartenant  aux  généra- 
lions  (Sa),  (Sj)  et  (S4). 

On  obtiendrait  d'une  façon  analogue  les  coniques  qui,  sur  les 
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surfaces  A| ,  A2,  As  et  A4,  correspondent  aux  difTérents groupes  de 
sections  circulaires. 

L'on  est  amené  ainsi  à  considérer  seize  coniques  analogues  à 
celles  que  j'ai  définies  plus  haut  comme  lignes  doubles  de  la  sur- 
face développable  circonscrite  à  S©  et  à  Ao. 

Avec  ces  quatre  dernières  elles  forment  un  système  de  vingt 
coniques  qui  sont  distribuées  quatre  par  quatre  sur  les  cinq  sur- 
faces A.  Le  tétraèdre  formé  par  les  plans  de  quatre  d'entre  elles 
situées  sur  une  même  surface  est  un  tétraèdre  conjugué  par  rap- 
port à  cette  surface. 


SUR  LES  COURBES  GAUCHES 


RESULTANT 


DE    L'INTERSECTION    DE    DEUX    SURFACES 


DU  SECOND  ORDRE. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique;  1868. 


1.  On  sait  que  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  sont  de 
deux  espèces  dificrentes;  par  les  unes  on  ne  peut  faire  passer 
qu'une  seule  surface  du  second  ordre;  par  les  autres  on  en  peut 
faire  passer  une  infinité  et  elles  peuvent  être  définies  comme  Tin- 
tersection  de  deux  de  ces  surfaces.  Je  ne  m'occuperai  ici  que  de 
ces  dernières  et,  pour  abréger  le  discours,  je  les  désignerai  sous 
le  nom  de  biquadra  tiques  gauches  y  ou  simplement  de  biqua- 
dratiques  lorsqu'il  n^y  aura  lieu  de  craindre  aucune  ambiguïté. 

Par  toule  biquadralique  gauche  Ton  peut  faire  passer  quatre 
cônes  dont  les  sommets  forment  un  tétraèdre  T  conjugué  par  rap- 
port aux  diverses  surfaces  du  second  ordre  que  l'on  peut  faire 
passer  par  la  courbe.  Considérons  deux  arêtes  opposées  de  ce 
tétraèdre;  il  est  facile  de  voir  que  toule  droite,  qui  rencontre  la 
courbe  en  un  point  m  et  s'appuie  en  même  temps  sur  les  deux 
arêtes  considérées  du  tétraèdre,  rencontre  la  courbe  en  un  second 
point  m'.  Je  dirai  que  les  points  m  et  m'  sont  conjugués,  et  j'ap- 
pellerai simplement  corde  la  droite  qui  joint  deux  points  conju- 
gués (*).  Les  diverses  cordes  de  la  courbe  forment  une  surface 
réglée  du  quatrième  ordre  ayant  pour  lignes  doubles  les  deux 
arêtes  du  tétraèdre;  je  désignerai  cette  surface  par  la  lettre  R. 


(^)   Voir  ma  Communication  du  i4  mars  1868  à  la  Société  philomathique. 


6o  OKOMÉTRIE. 

Comme,  dans  le  tétraèdre  T,  il  existe  trois  couples  d'arêtes 
opposées,  l'on  voit  que  l'on  peut  grouper  les  points  de  la  courbe 
de  trois  façons  différenlcs;  on  obtiendra  ainsi  trois  sysl<^mes  de 
cordes  formant  trois  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre,  la  sur- 
face R  et  deux  surfaces  analogues  que  j'appellerai  R|  et  R2.  Je 
désignerai  simplement  les  modes  de  groupement  qui  correspon- 
dent à  ces  trois  surfaces  par  la  notation  (R),  (R,)  et  (R2). 

A  chaque  point  de  la  courbe  ne  correspond,  dans  un  mode  de 
groupement  donné,  qu'un  seul  point  conjugué;  mais,  en  tout,  il 
lui  correspond  trois  points  dont  chacun  lui  est  conjugué  dans  un 
des  trois  modes  dégroupement  que  j'ai  définis  plus  haut. 

Ces  définitions  permettent  d'établir  facilement  les  propositions 
suivantes  : 

2.  Étant  donnée  une  droite  quelconque  rencontrant  en  deux 
points  une  biquadratique  gauche,  on  peut  mener  par  cette  droite 
quatre  plans  tangents  à  la  courbe.  Chacun  des  points  de  contact 
a  pour  points  conjugués  les  trois  autres  points  de  contact,  en 
sorte  que,  si  l'on  joint  le  premier  point  aux  trois  autres,  on  obtient 
les  trois  cordes,  correspondant  aux  trois  modes  de  groupement, 
qui  passent  par  ce  premier  point.  Chacune  de  ces  droites  s'appuie 
donc  sur  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  T.  La  droite  joignant 
deux  points  de  contact  pris  arbitrairement  et  la  droite  joignant  les 
deux  autres  points  sont  deux  cordes  du  même  système,  en  sorte 
qu^elles  rencontrent  les  deux  mêmes  arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

3.  Si  a,  a'  et  6,  b'  désignent  deux  couples  quelconques  de 
points  conjugués,  les  droites  a^  b  et  a  ,  b'  sont  les  généra- 
trices d^une  même  surface  du  second  ordre  passant  par  la 
courbe. 

4.  Siy  par  une  droite  quelconque  rencontrant  la  courbe  en 
deux  points  et  par  trois  couples  quelconques  de  points  con- 
jugués,  Von  mène  des  plans  y  les  plans  ainsi  obtenus  forment 
un  faisceau  en  involution. 

En  particulier  : 

Si,  par  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  et  par  trois 
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couples  quelconques  de  points  conjugués  y  Con  mène  des  plans, 
les  plans  ainsi  obtenus  forment  un  faisceau  en  involution. 

M.  Chasies  a  donné  un  théorème  analogue,  relalîf  aux  cubiques 
gauches  [Comptes  rendus,   lo  août  1867,  n°  22). 

5.  Soil  a,  b  un  couple  quelconque  de  points  conjugués  d^une 
biquadratique  gauche;  si  par  la  droite  ab  Ton  mène  les  plans 
tangents  à  la  courbe,  les  (piatre  points  de  contact  forment  deux 
couples  de  points  conjugués  a',  b'  et  a",  b"  appartenant  au  même 
groupe  de  points  conjugués  que  a  et  b. 

Ces  deux  couples  sont  parfaitements  déterminés  et  les  droites 
a!b\  (fV  rencontrent  les  deux  urétes  du  tétraèdre  T  sur  lesquelles 
s'appuie  la  droite  ab.  De  ces  deux  couples,  il  y  en  a  un,  c'est  celui 
que  je  désignerai  par  a',  6',  qui  jouit  de  la  propriété  suivante.  Les 
droites  qui  joignent  chacune  des  extrémités  de  la  corde  ab  aux 
deux  extrémités  de  la  corde  a^ V  forment  un  système  de  quatre 
droites  situées  sur  une  même  surface  du  second  ordre  passant  par 
la  biquadratique.  Le  couple  de  points  conjugués  a" ^  W  ne  jouit 
pas  de  cette  propriété. 

Je  dirai  que  a' 6'  et  ab  sont  deux  cordes  conjuguées  et  que  a^' b" 
état  sont  deux  cordes  associées,  ou  bien  encore,  que  ces  couples 
de  droites  sont  respectivement  des  génératrices  conjuguées  et  des 
génératrices  associées  de  la  surface  réglée  R,  lieu  des  cordes  cor- 
respondant au  mode  de  groupement  que  je  considère. 

Ces  définitions  établies,  on  aura  les  propositions  suivantes  : 

6.  Si  Ton  joint  les  extrémités  de  chacune  des  cordes  apparte- 
nant à  un  mode  de  groupement  donné,  par  exemple  au  groupe- 
ment (R),  aux  extrémités  de  la  corde  conjuguée,  toutes  les  droites 
ainsi  obtenues  sont  les  génératrices  d'une  seule  et  même  surface 
du  second  ordre,  que  je  désignerai  par  A.  Aux  deux  autres  modes 
de  groupement  correspondraient  deux  autres  surfaces  du  second 
^cgré  que  j'appellerai  A|  et  A2. 

Deux  cordes  conjuguées,  appartenant  au  groupement  (R),  ou, 

*   1) 

SI  1  on  veut,  deux  génératrices  conjuguées  de  la  surface  réglée  R, 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  surface  A;  en  sorte  cjue 
la  surface  R  est  à  elle-même  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à 
la  surface  A. 
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Si  par  un  point  quelconque  de  la  surface  A  on  mène  les  droites 
qui  s'appuient  sur  les  divers  couples  de  génératrices  conjuguées 
de  la  surface  R,  toutes  les  droites  ainsi  obtenues  sont  dans  un 
même  plan. 

7.  Si  une  droite  se  meut  tangentiellement  à  la  surface  A, 
en  s^appuyant  constamment  sur  deux  génératrices  associées 
quelconques  de  la  surface  R,  elle  touche  la  surface  A  suivant 
la  biquadratique  dont  cette  surface  est  dérivée. 

Celle  propriété  résulte  immédiatement  de  la  proposition  sui- 
vante :  Toute  droite  (|ui  touche  la  surface  A  en  un  point  de  la 
biquadratique  et  qui  rencontre  une  génératrice  de  la  surface  II 
rencontre  aussi  son  associée. 

Le  théorème  précédent  complète  une  proposition  énoncée  par 
M.  Chasles  {Comptes  rendus,  24  février  1862,  n**  64),  et  fournit 
le  moyen  d*obtenir  elTectivement  une  biquadratique  donnée  par  le 
mode  de  génération  indiqué  ci-dessus. 

On  voit  que  par  toute  biquadratique  l'on  peut  faire  passer  trois 
surfaces  du  second  ordre  fournissant  une  solution  du  problème, 
chacune  de  ces  surfaces  correspondant  à  un  des  trois  modes  de 
groupement  des  points  de  la  courbe,  et,  au  moyen  d'une  quel- 
conque de  ces  surfaces,  on  peut  encore  engendrer  la  courbe  d'une 
infinité  de  façons  différentes. 

Les  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  et  à  directrices  doubles 
que  j'ai  désignées  par  R,  Ri  et  R2  jouissent  de  propriétés  particu- 
lières qui  méritent  d'être  signalées. 

En  général,  si  Ton  considère  une  surface  réglée  du  quatrième 
ordre,  contenant  deux  droites  doubles  D  et  A,  l'on  voit  que  par 
chaque  point  a  de  la  directrice  D  passent  deux  génératrices  cou- 
pant A  en  deux  points;  de  même,  par  chaque  point  6  de  A  passent 
deux  génératrices  coupant  D  en  deux  points.  Les  génératrices 
divisent  donc  les  deux  directrices  de  telle  sorte  qu'à  un  point  de  D 
correspondent  deux  points  de  A  et  réciproquement. 

La  correspondance  entre  les  points  des  deux  droites  D  et  A  peut 
être  exprimée  par  une  relation  à  trois  termes  de  la  façon  suivante. 
Il  existe  en  général,  sur  la  droite  D,  quatre  points  tels  que  le 
couple  de  points  correspondant  à  chacun  d'eux  sur  la  droite  A  se 
confond  en   un  seul  point;   désignons  par  a,  a'  et  ç^  trois  quel- 
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conques  de  ces  points.  De  même  il  existe  sur  la  droite  A  quatre 
points  lels  que  le  couple  de  points  correspondant  sur  la  droite  D  se 
.  confonde  en  un  seul  point;  désignons  par  ^,  ^'  et  ,8''  trois  quel- 
conques de  ces  points. 

Cela  posé,  la  relation  qui  existe  enlre  deux  points  correspon- 
dants aelb  situés  respectivement  sur  les  droites  D  et  A  pourra  être 
écrite  sous  la  forme  suivante  : 


relation  où  p,  q  et  r  désignent  des  quantités  numériques  con- 
stantes. 

Dans  le  cas  des  surfaces  que  j^ai  étudiées  dans  cette  Note,  la 
correspondance  entre  les  points  des  deux  directrices  doubles  a 
lieu  de  telle  façon  qu'à  un  couple  de  points  de  la  droite  D  corres- 
pond un  couple  de  points  de  la  droite  A;  c'est-à-dire  que  si,  au 
point  a  de  la  droite  D,  correspondent  les  deux  points  b  et  b'  de 
la  droite  A,  à  ces  deux  derniers  points  correspondront  deux  mêmes 
points  de  la  droite  D,  parmi  lesq^uels  se  trouvera  nécessairement 
le  point  a. 

M.  Chastes  a  depuis  longtemps  signalé  l'importance  de  ce  mode 
de  correspondance  dans  son  Mémoire  Sur  la  résolution  des 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Les  surfaces  à 
directrices  doubles  du  quatrième  ordre,  pour  lesquelles  a  lieu  ce 
mode  de  correspondance,  jouent  dans  l'ensemble  des  surfaces  de 
la  même  famille  le  même  rôle  que  les  cassiniennes  dans  T en- 
semble des  courbes  anallagmatiques. 

On  peut,  dans  ce  cas,  exprimer  la  relation  qui  existe  enlre  les 
points  correspondants  des  deux  directrices,  et  cela  d\ine  infinité 
de  façons,  par  des  équations  à  deux  termes;  tandis  que,  dans  le 
cas  général,  cette  relation  ne  peut  pas  être  exprimée  plus  simple- 
ment que  par  Téqualion  à  trois  termes  donnée  ci-dessus. 


SUR  QUELQUES 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES 


ir    .SIH    LEUR    APPLICATION    A    LA 


THÉORIE  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES  AXALLIGMATIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique  ;  1868. 


1.  Avaul  d'aborder  ce  qui  est  relalii  aux  anallagmatiques,  je 
m'occuperai  d'abord  du  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  donnée   dont  les   côtés  s^appulent  respectivement   sur 
deux  courbes  fixes.  Je  dirai  d'abord  ce  que  l'on  doit  entendre  par 
angle  de  deux  droites,   lorsque  le  sens  dans  lequel  doivent  être 
prises  ces  droites  n'est  pas  déterminé.  Etant  données  deux  droites  A 
et  B,  faisons  tourner  la  première  autour  de  leur  point  de  renconlre, 
et  dans  un  sens  déterminé,  par  exemple  celui  des  aiguilles  d*une 
montre,  jusqu'à  ce  que  cette  droite  s'applique  sur  B;  je  dirai  que 
l'angle  ainsi  décrit  est  l'angle  que  fait  la  droite  A  avec  la  droite  B, 
Si  l'on  continuait  le  mouvement  de  rotation,  après  avoir  décrit 
un   angle  égal  à  7t,   A  viendrait  de    nouveau   s'appliquer  sur  B. 
L'angle  que  fait  A  avec  B  n'est  donc  déterminé  qu'à  un  multiple 
près  de  Ti;  sa  tangente  est  déterminée,  mais  son    sinus  et    son 
cosinus   ne  le  sont  pas;   le  double  de  cet  angle  est  déterminé  à 
un  multiple  près  de  27r,  et  les  valeurs  de  toutes  ces  lignes  trigo- 
nométriques  sont  parfaitement  connues. 

Ces  définitions  étant  établies,  étant  donnés  dans  un  plan  deux 
points  fixes  A  et  B,  si  l'on  cherche  dans  ce  plan  le  lieu  du  point  M, 
tel  que  l'angle  de*  MA  avec  MB  ait  une  valeur  donnée  (à  un  mul- 
tiple près  de  tz,  nécessairement),  l'on  trouvera  pour  ce  lieu  un 
cercle,  passant  par  les  points  A  et  B,  et  tous  les  points  de  ce 
cercle  feront  partie  du   lieu.   Le  cercle  symétrique  du  précédent 
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serait  le  lieu  des  points  M,  pour  lesquels  Tangle  de  MA  avec  MB 
aurait  une  valeur  supplémentaire  de  la  valeur  donnée  précédem- 
ment. 

2.  Ceci  posé,  cherchons  le  centre  du  cercle,  lieu  des  points  M 
tels  que  Tangle  que  fait  MA  avec  MB  ait  une  valeur  donnée  lo.  Ce 
centre  est  \e/oj'er  singulier  de  la  courbe,  c'est  donc  le  point  réel 
situé  sur  la  tangente  menée  à  cette  courbe  en  un  quelconque  des 
ombilics. 

Appelons  1  fombilic  par  lequel  passent  les  diverses  lignes  iso- 
tropes du  plan  qui  ont  pour  coefficient  angulaire  i. 

Soit  K  un  point  du  lieu  infiniment  voisin  du  point  I,  en  sorte 
que  Kl  est  infiniment  voisine  de  la  tangente  au  cercle  en  I.  Le 
point  K  appartenant  au  lieu,  l'angle  que  fait  KA  avec  KB  est  égal 
à  0).  Maintenant,  joignons  le  point  K  au  deuxième  ombilic  du 
plan  J;  la  droite  KJ  sera  infiniment  voisine  de  la  droite  de  Tinfini, 
et  le  point  k\  où  elle  coupera  la  droite  AB,  sera  infiniment  voisin 
du  point  à  l'infini  sur  cette  droite.  Soit  k  le  point  où  la  droite  Kl 
coupe  la  droite  AB;  d'après  une  proposition  fondamentale  que 
j'ai  donnée  pour  la   première  fois  dans  une  Noie  Sur  la  théorie 
des  foyers  y   insérée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques (i853),  l'on  sait  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  A,  H',  k^  k'  est  égal  à  e^***',  quantité  qui  est  parfaitement 
déterminée  {voir  n"  1  ). 

L'on  aura  donc 

Xk     Bk        „  . 

AA'  '  Bk'  "         ' 

d'où  en  passant  à  la  limite  et  en  remarquant  que  le  point  k'  est 

alors  à  l'infini 

AA         ,    . 

Bk"         ' 

D'où  cette  conclusion  :  Pour  trouver  le  centre  du  cercle,  lieu 
des  points  M  tels  que  l'angle  de  MA  avec  MB  ait  une  valeur 
donnée  to,  prenons  sur  la  droite  AB  un  point  k  tel  que  le  rap- 
port ^-T  ait  pour  valeur  e^*^';  menons  par  ce  point  la  droite  iso- 
trope qui  passe  au  point  1,  le  point  réel  situé  sur  cette  droite  sera 
le  centre  cherché. 

L.  -  II.  5 


6<>  UFOMKTIilK. 

3.  Soiciil  niainlenanl  deux  courbes  quelconques  A  et  B,  cher- 
chons ie  lieu  des  poînls  M  lels  (|u*une  des  langenles  menées  de 
ce  poinl  à  la  couibe  A  fasse  un  angle  donné  avec  une  des  tangentes 
menées  de  ce  même  poinl  à  la  courbe  B.  Ce  lieu  a  déjà  occupé 
divers  géomètres,  notamment  M.  Crcmona  et  M.  Faure,  qui  ont 
déterminé  son  degré  et  sa  classe.  Je  me  propose  ici  de  déterminer 
ses  foyers  principaux;  on  sait  d'ailleurs  que  cette  courbe  (en 
général)  ne  rencontre  la  droite  de  Tinfini  qu'aux  ombilics,  qui 
sont  |)Our  elle  des  points  multiples  de  Tordre  n  —  i,  2/i  étant  le 
degré  de  la  courbe.  Considérons  en  particulier  rombilic  I;  cha- 
cune des  tangentes  menées  à  la  courbe  et  la  touchant  en  ce  point 
contiendra  un  point  réel  qui  sera  le  fojcr  singulier  correspondant 
à  la  branche  de  courbe  que  Ton  considère.  Soit  un  point  K  situé 
sur  cette  branche  et  à  une  distance  infiniment  voisine  du  point  I; 
i*n  sorte  que  la  droite  Kl  est  infiniment  voisine  de  la  tangente 
en  I  à  cette  branche  du  lieu.  Soient  Kr/  et  K6  les  droites  menées 
tangentiellement  aux  courbes  A  et  B  et  qui  font  Tangle  donné  co. 
Ces  deux  tangentes  soi)t  nécessairement  infiniment  voisines  de 
deux  droites  isotropes;  soit  F  le  foyer  de  A,  qui  est  infiniment 
voisin  du  point  réel  situé  sur  la  droite  Ka;  soit  G  le  foyer  de  B, 
qui  est  infiniment  voisin  du  point  réel  situé  sur  la  droite  K6. 

Je  joins  le  point  K  au  deuxième  ombilic  du  plan  J  ;  la  droite  KJ 
coupe  la  droite  FG  en  un  point  A*'  infiniment  voisin  de  la  droite 
de  rinfini.  La  droite  Ka  coupe  FG  en  un  point  F'  infiniment 
voisin  de  F,  et  la  droite  Kb  coupe  FG  en  un  point  G'  infiniment 
voisin  de  G.  Soit  de  plus  A'  le  |>oint  où  Kl  coupe  FG;  d'après  la 
proposition  fondamentale  que  j'ai  rappelée  plus  haut,  Ton  a 

F'A'  •  G'A'  " 

D'où,  en  passant  à  la  limite  et  en  remarquant  que  les  points  F' 
et  G'  viennent  alors  se  confondre  avec  les  points  F  et  G  et  que  le 
point  k'  s'en  va  à  l'infini, 

FA- 


GA 


=  c*w'. 


L'on  obtiendra  donc  le  foyer  singulier  correspondant  à  la  branche 
de  courbe  considérée,  en  déterminant,  sur  la  droite  FG,  le  point  Ar 
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par  celle  équaiion,  en  joignanl  ce  poinl  à  Tombilic  I  el  en  pre- 
nant le  point  réel  situé  sur  celte  courbe. 

En  comparant  ce  résultat  avec  celui  que  j'ai  obtenu  dans  le 
paragraphe  précédent,  Ton  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

Le  foyer  singulier,  correspondant  à  la  branche  de  courbe 
considérée,  est  le  centre  du  cercle  décrit  sur  FG  comme  seg- 
ment et  capable  de  l'angle  donné  w. 

4.  L'ensemble  des  foyers  singuliers  de  la  courbe  s'obtiendra  faci- 
lement. Désignons  par  F,  F| ,  . . . ,  F;„  les  m  foyers  de  la  courbe  A , 
el  par  G,  G|,  . . .,  G/i  les  n  foyers  de  la  courbe  B.  Prenons  un 
foyer  quelconque  F/  de  A  et  un  foyer  quelconque  Fy  de  B  :  le 
centre  du  cercle,  décrit  sur  F/Fy  comme  segment  et  capable  de 
Tangle  donné,  sera  un  des  foyers  singuliers  de  la  courbe;  et  on  les 
obtiendra  tous  en  combinant,  de  toutes  les  façons  possibles,  cha- 
cun des  foyers  de  B. 

Remarquons,  en  passant,  que,  d'après  ce  qui  précède,  l'équa- 
tion du  degré  mn,  à  laquelle  conduit  la  détermination  des  foyers 
singuliers  du  lieu,  sera  résoluble  par  la  résolution  d'une  équation 
du  degré  m  et  d'une  équation  du  degré  /?. 

Un  des  cas  les  plus  utiles  dans  les  applications  est  celui  où  la 
courbe  B  se  réduit  à  un  point  P.  La  courbe  étudiée  est  alors  une 
podaire,  c'est-à-dire  le  lieu  des  projections  du  point  P  sur  les 
tangentes  à  la  courbe  A.  Les  foyers  singuliers  de  celle  podain; 
sont  les  points  milieux  des  segments  qui  joignent  le  poinl  P  aux 
différents  fo\ers  de  A. 

o.  Je  vais  traiter  maintenant  Je  problème  inverse  du  problème 
précédent.  Étant  données  deux  courbes  fixes  A  et  B,  un  angle  de 
grandeur  constante  se  déplace  de  façon  que  son  sommet  parcoure 
la  courbe  A,  tandis  qu'un  de  ses  côtés  roule  sur  Ja  courbe  B,  quels 
sonl  les  foyers  de  la  courbe  G,  enveloppée  par  le  deuxième  côté  de 
l'angle? 

Pour  plus  de  clarté,  je  considérerai  simplement  le  cas  oùTangle 
constant  est  droit  et  où  la  courbe  B  se  réduit  à  un  point  fixe  P. 
Le  cas  le  plus  général  se  ramènerait  facilement  à  ce  cas  particulier. 

Je  supposerai  que  la  courbe  A  ail  m  branches  qui  se  croisent  en 
chacun  des  ombilics  du  plan,  en  sorte  qu'elle  aura  m  foyers  sin- 
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gulîers  que  je  désignerai  par  G,  G',  etc.;  soit,  de  plus,  n  le 
nombre  des  points  où  elle  coupe  la  droite  des  infinis  en  dehors 
des  ombilics.  On  voit  que  la  courbe  sera  du  degré  sm  +  n  et 
qu'elle  aura  n  asymptotes  qui  ne  seront  pas  isotropes. 

Joignons  le  point  fixe  P  à  l'un  quelconque  des  points  de  la 
droite  de  l'infini,  distincts  des  ombilics,  qui  appartiennent  à  la 
courbe;  la  droite  de  l'infini  est  perpendiculaire  à  cette  droite;  elle 
est  donc  tangente  à  la  courbe  C  et  elle  la  touche  en  un  point  a 
situé  à  l'infini  sur  la  direction  d'une  perpendiculaire  à  l'asymptote 
(|ui  passe  au  point  a.  Ce  point  a  est  d'ailleurs  un  foyer  du  lieu 
cherché:  d'où  cette  conclusion  :  Le  lieu  a  n  fovers  situés  sur  la 
droite  de  l'infini  et  sur  la  direction  des  droites  perpendiculaires 
nnx  n  asymptotes  de  la  courbe  qui  ne  sont  pas  isotropes. 

Menons  maintenant  par  le  point  P  la  droite  isotrope  qui  passe 
par  l'ombilic  I;  cetle  droite  coupe  la  courbe  A  en  m -f- /i  points 
distincts  de  l'ombilic.  Soit  b  Tun  quelconque  de  ces  points;  la 
perpendiculaire  au  point  6  à  la  droite  P6  se  confond  avec  cette 
ligne  elle-même;  cette  droite  est  donc  une  tangente  isotrope  du 
lieu  cherché.  Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à-la  droite  iso- 
trope qui  joint  le  point  P  au  deuxième  ombilic  J  ;  d'où  cette  con- 
clusion :  Le  point  fixe  P  est  un  foyer  du  lieu  cherché,  et  un  foyer 
niultiple  qui  doit  compter  pour  (a/i  -f-  n)  foyers  réels. 

La  droite  PI  a  encore  m  de  ses   points  de  rencontre,  avec  la 
courbe  A,  confondus  au  point  I;  la  perpendiculaire  en  ce  point 
à  PI  est  indéterminée.  Pour  voir  ce  qui  a  lieu,  considérons  sur 
une  des  branches  de  la  courbe  Â,  par  exemple  sur  celle  qui  est 
caractérisée  par  le  foyer  singulier  G,  un  point  K  infiniment  voisin 
du  point  I.  Joignons  PK,  puis  menons  en  K  la  perpendiculaire  à 
cette  droite;  cette  perpendiculaire,  étant  à  la  limite  d'une  droite 
isotrope,  le  point  réel  qu'elle  contient  sera,  à  la  limite,  un  foyer 
du  lieu  cherché.  D'un  aulre  côté,  la  droite  IK  s'écarte  infiniment 
peu  de  la  tangente  en  l  à  la  branche  considérée  de  la  courbe  A; 
elle  coupe  donc  la  droit(;  réelle  PG  en  un  point  Â*  infiniment  voi- 
sin du  point  G.  La  droite  KJ,  s'écartant  infiniment  peu  de  la  droite 
de  l'infini,  coupe  PG  en  un  point  k'  infiniment  voisin   de  cette 
droite.  Soit  II  le  point  où  la  perpendiculaire  en  K  à  la  droite  PK 
coupe  KG;  l'on  voit  facilement  que  les  quatre  points  P,  H,  A:,  k' 
forment  un  système  de  points  harmoniques;  on  a  donc  la  relation 
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suivante  : 

Pk'  •  HA'  ""      '' 

d*où,  en  passant  à  la  limite,  PG  =  GH. 

On  voit  que  le  point  H  s'obtient  en  joignant  le  point  P  au  foyer 
singulier  G  et  en  prolongeant  la  droite  PG  d'une  longueur  égale  à 
elle-même. 

En  considérant  la  branche  de  courbe,  passant  au  point  J,  qui 
correspond  au  même  foyer  singulier  G,  on  obtiendrait  aussi  une 
tangente  isotrope  au  lieu  cherché  passant  par  H;  donc  ce  point  est 
on  fover  de  la  courbe  G. 

6.  En  réunissant  les  résultats  obtenus  précédemment,  l'on 
arrive  au  résultat  suivant  : 

«  La  courbe  C,  définie  comme  ci-dessus,  est  de  2(/n-h/i)'*"'*' 
classe;  elle  a  : 

»  1®  /i  foyers  situés  à  l'infini  et  sur  des  directions  perpendicu- 
laires aux  n  asymptotes  de  la  courbe  A  qui  ne  sont  pas  isotropes; 

»  2°  Un  -foyer  multiple  au  point  fixe  P,  qui  compte  pour 
(m  -h  n)  foyers; 

»  3"  m  autres  foyers  H,  H',  etc.,  que  l'on  obtient  en  joignant 
le  point  P  aux  foyers  singuliers  de  la  courbe  Â,  et  en  prolongeant 
d'une  longueur  égale  à  elle-même  chacune  des  droites  ainsi 
obtenues.  » 

7.  Je  vais  appliquer  ce  résultat  à  la  recherche  de  la  relation  qui 
existe  entre  les  diflférents  points  d'intersection  d'une  courbe  et 
d'un  cercle.  J'ai  donné  celte  relation  dans  ma  Note  intitulée 
Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algébriques,  qui  a  éié 
insérée  dans  les  Comptes  rendus  (janvier  i863).  Je  la  reproduirai 
ici  en  la  présentant  sous  une  forme  plus  commode. 

Étant  donné  un  système  de  n  droites  situées  dans  un  plan,  et  un 
axe  fixe  dans  ce  plan,  si  l'on  fait  la  somme  des  angles  que  fait  cha- 
cune de  ces  droites  avec  l'axe  fixe,  la  somme  de  ces  angles  (somme 
qui  sera  déterminée  à  un  multiple  près  de  tt)  mesurera  ce  que 
j'appelle  Vorientation  du  système  des  droites  relativement  à  l'axe 
fixe.  Le  système  étant  représenté,  par  exemple,  par  A,  je  dési- 
gnerai simplement  son  orientation  par  rapporta  un  axe  donné  par 
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la  notation  (A).   Si  deux  systèmes  de  droites  A  et  B  ont  an 
même  orientation,  ce  qu^on  exprimera  parla  relation 

(A)  =  (B), 

il  est  clair  que  cette  propriété  subsistera  quel  que  soit  Taxe  fixe 
que  l'on  ait  choisi  comme  terme  de  comparaison. 

Ceci  posé,  soit  une  courbe  algébrique  B  de  degré  /?,  ne  passant 
pas  d'ailleurs  par  les  ombilics,  en  sorte  qu'elle  n*a  pas  de  foyers 
singuliers.  Coupons  cette  courbe  par  un  cercle  quelconque;  les 
2/>  points  d'intersection  peuvent  toujours  se  distribuer  deux  par 
deux  sur/?  droites  réelles  (dans  cette  Note,  je  ne  m'occupe  exclu- 
sivement que  de  courbes  réelles  ou  du  moins  ayant  une  équation 
réelle),  et  cela  pourra  se  faire  de  plusieurs  manières,  s'il  y  a  plus 
de  deux  points  d'intersection  réels.  Le  théorème  que  j'ai  donné 
dans  les  Comptes  rendus  peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

U orientation  du  système  formé  par  ces  p  droites  réelles  est 
la  même  que  V orientation  du  système  formé  par  les  asymp- 
totes de  la  courbe  B. 

Cette  orientation  est  évidemment  constante,  et  lorsqu'on  la  con- 
naît, on  peut,  étant  donnés  (2/>  —  i)  des  points  d'intersection, 
construire  le  dernier  point. 

8.  Je  considère  maintenant  une  courbe  A,  telle  que  celle  que 
j'ai  examinée  ci-dessus,  possédant  m  foyers  singuliers  G,  G',  etc. 
et  n  asymptotes  non  isotropes,  en  sorte  que  son  degré  est  égal  à 
am  +  n. 

Un  cercle  quelconque  la  coupe  en  2  (m  -{-  /i)  points  distincts  des 
ombilics;  soit  d  un  quelconque  de  ces  points.  Prenons  sur  ce 
cercle  un  point  arbitraire  P  et  désignons  par  Q  le  point  diamétra- 
lement opposé  à  P;  considérons  enfin  la  courbe  C,  dont  j'ai  déter- 
miné les  foyers  dans  le  n°  6,  et  qui  est  l'enveloppe  du  côté  d'un 
angle  droit  dont  le  deuxième  côté  s'appuie  sur  P,  tandis  que  son 
sommet  parcourt  la  courbe  A.  Il  est  clair  que  la  droite  Qrf  et  les 
droites  analogues  sont  les  diverses  tangentes  que  l'on  peut  mener 
à  la  courbe  C  par  le  point  Q. 

Je  rappellerai  un  théorème  que  j'ai  donné  dans  ma  Note  Sur  la 
détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes  planes,  insérée 
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dans    le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  (février  1867), 
théorème  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  par  un  point  Q  pris  dans  le  plan  d^une  courbe  réelle  de 

classe  n,  on  mène  les  n  tangentes  à  la  courbe,  V orientation  du 

faisceau  formé  par  ces  tangentes  est  la  même  que  celle  du 

faisceau  formé  par  les  droites  qui  joignent  le  point  Q  aux 

foyers  de  la  courbe. 

Appliquons  ce  théorème  :  désignons  par  (Qrf)  Torientalion  du 
faisceau  de  droite  formé  par  Qrf  et  Jes  droites  analogues,  par  (QP) 
rorienlation  du  faisceau  formé  par  les  (m  -h  n)  droites  coïncidant 
avec  QP,  par  (Z)  l'orientation  du  faisceau  formé  par  les  droites 
menées  par  Q  parallèlement  aux  n  asymptotes  de  la  courbe  A  qui 
ne  sont  pas  isotropes,  par  (QH)  l'orientation  du  faisceau  formé 
par  la  droite  QH  et  les  droites  analogues;  nous  obtiendrons  la 
relaiîon 


ou  bi 


len 


(Q^)  =  (QP)-(QH)-i-(Z)-H^, 


(Q^)-(QP)-^=(QH)  +  (Z). 


Imaginons  maintenant  un  système  de  (//i-f-/i)  droites  réelles 
passant  par  les  2 (m  -h  n)  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la 
courbe  A,  et  soit  (T)  son  orientation,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

(T)  =  (Qe/)-(QP)-(m-+-/i)^. 

Transportons,  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  sorle  que  leur 
orientation  ne  change  pas,  les  faisceaux  entrant  dans  le  second 
membre  de  la  relation  ci-dessus,  en  leur  donnant  comme  sommet 
commun  le  centre  R  du  cercle.  Par  suite  de  la  position  relative 
des  points  H,  H',  etc.  et  G,  G',  etc.,  on  voit  qu'au  lieu  du  faisceau 
formé  par  les  droites  allant  du  point  Q  aux  points  H,  H',  etc.,  nous 
aurons  à  considérer  le  faisceau  formé  par  les  droites  allant  du 
point  R  aux  points  G,  faisceau  dont  je  désignerai  l'orientation 
par  (RG);  le  deuxième  faisceau  reste  toujours  composé  des  paral- 
lèles aux  asymptotes  et  la  relation  donnée  ci-dessus  peut  s'écrire 
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ainsi 

(T)  =  (RG)^-(Z)  +  ^, 

d^où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  courbe  algébrique,  ayant 
m  foyers  singuliers  et  de  degré  ^m-\-  n\  un  cercle  quelconque 
la  coupe  en  2(m-|-/i)  points  distincts  des  ombilics.  Si  l'on 
imagine  un  faisceau  de  (m  4-/1)  droites  réelles  passant  par 
ces  points  d'intersection,  l'orientation  de  ce  faisceau  diffère 
de  m  angles  droits  de  l'orientation  du  faisceau  formé  par 
les  n  asymptotes  de  la  courbe  qui  ne  sont  pas  des  droites  iso- 
tropes, et  par  les  m  droites  qui  joignent  le  centre  du  cercle  aux 
foyers  singuliers  de  la  courbe. 


SUR 

QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  LIGNES  SPJRIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  PkHomathiquc;  1869. 


1.  On  désigne  sous  le  nom  de  lignes  spiriques  les  courbes  anal- 

lagmaliques  du  quatrième  ordre  qui  onl  un  axe  de  symétrie.  Ces 

lignes  ont  été  depuis  longtemps  Tohjet  des  études  des  géomètres, 

el,  récemment  encore,  M.  de  La   Gournerie   leur  a  consacré  un 

remarquaiile  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  Liouville  {i86g). 

Comme  toutes  les  anallagmatiques,  ces  courbes  ont  quatre  foyers 

singuliers,  dont  deilx  réels  et  d(*ux  imaginaires;  ces  quatre  foyers 

sont  d'ailleurs  les  foyers  ordinaires  des  quatre  coniques  homofo- 

cales  au  moyen  desquelles,  d'après  la  proposition  de  M.  Moutard, 

on  peut  décrire  ces  courbes  en  les  considérant  comme  enveloppes 

de  cercles. 

On  peut  distinguer  deux  espèces  de  spiriques;  dans  les  pre- 
mières, que  je  dirai  être  de  première  espèce,  les  deux  foyers  sin- 
guliers réels  sont  situés  sur  l'axe  de  symétrie;  dans  les  autres,  que 
jedirai  êlre  de  deuxième  espèce,  ce  sont  les  deux  foyers  singuliers 
imaginaires  qui  sont  situés  sur  cet  axe.  Leurs  propriétés,  du  reste, 
souiies  mêmes  au  fond,  et  ne  dilfèrent  que  par  les  diverses  façons 
de  les  énoncer.  Dans  tout  ce  qui  suil,  je  considérerai  spécialement 
les  spiriques  de  première  espèce. 

^'ayantà  considérer  ici  que  les  foyers  singuliers  de  ces  courbes, 
J^  les  désignerai  simplement  sous  le  nom  de  foyers.  Autour  d<- 
chaque  foyer  singulier,  comme  centre,  on  peut  décrire  un  cercle 
9"!  oscule  la  courbe  en  chacun  des  ombilics;  je  désignerai  les 
deux  cercles  ainsi  définis  sous  le  nom  de  cercles  focaux. 
Etant  donné  un  cercle,  j'entends  par  puissance  d'un  point,  rela- 
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tivemenl  à  ce  cercle,  le  carré  de  la  longueur  de  la  langente  que 
Ton  peut  mener  de  ce  point  au  cercle. 

Les  spiriqucs  renferment,  comme  cas  particuliers,  un  grand 
nombre  de  courbes  remarquables,  notamment  les  ovales  de  Des- 
cartes, ou,  pour  me  servir  d'une  expression  plus  nette  déjà 
employée  par  M.  de  La  Gournerie,  les  cartésiennes  ;  elles  peuvent 
être  considérées  comme  des  spiriques  dans  lesquelles  les  deux 
foyers  réels  viennent  se  confondre. 

La  spirique  peut  encore  s'abaisser  au  troisième  degré;  je  la 
désignerai  dans  ce  cas,  pour  abréger,  par  le  nom  de  cataspirique. 
La  cataspirique  n'a  qu'un  seul  foyer;  elle  peut  être  considérée 
comme  wne  spirique  dans  laquelle  un  des  foyers  est  rejeté  à  rinfini. 

Les  coniques  peuvent  aussi  être  regardées  comme  des  spiriques 
dont  les  deux  foyers  ont  été  rejelés  à  Tinfini. 

D'un  point  de  Taxe  d'une  spirique,  on  peut  mener  huit  nor- 
males à  la  courbe,  dont  quatre  se  confondent  avec  l'axe  et  dont 
les  quatre  autres  sont  symétriques  par  rapport  à  cet  axe.  Je  dési- 
gnerai sous  le  nom  de  points  associés  les  deux  points  situés  d'un 
même  côté  de  l'axe,  et  tels  que  les  normales  élevées  en  ces  points 
concourent  en  un  même  point  de  l'axe. 

2.  Les  spiriques  jouissent  de  toutes  les  propriétés  connues  des 
anallagmatiques;  elles  possèdent  en  outre  des  propriétés  particu- 
lières. Ces  propriétés  se  déduisent  facilement  de  la  proposition 
suivante,  qui  s'établit  immédiatement  par  la  définition  même  des 
spiriques  : 

Proposition.  —  Etant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  d'une 
spirique  et  un  point  mobile  C  situé  sur  cette  courbe;  si  l'on 
joint  le  point  mobile  aux  deux  points  fixes  et  si,  par  le  milieu 
des  cordes  ainsi  obte/iues,  on  mène  des  perpendiculaires  à  ces 
cordes,  ces  perpendiculaires  déterminent  sur  l'axe  de  la  courbe 
deux  divisions  liomographiques,  dont  les  points  doubles  sont 
les  deux  foyers  situés  sur  l'axe. 

Théorème  I.  —  Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  d'une 
spirique,  si  l'on  joint  un  point  C  mobile  sur  cette  courbe  aux 
deux  points  fixes  et  si,  sur  les  milieux  des  cordes  AG  et  BC, 
on  mène  des  perpendiculaires  à  ces  cordes,  coupant  l'axe  de 
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symétrie  aux  points  %  et  ^]¥  et  G  désignant  les  deux  foyers 
réels  de  la  spiriquCy  le  rapport 

Fa  ^  Ga 

Fp  •  G^ 

demeure  constant  y  quelle  que  soit  la  position  du  point  C  sur  la 
courbe,  et  sa  valeur  est  égale  au  rapport  des  puissances  des 
points  A  6/  B  relativement  au  cercle  focal  ayant  pour  centre  te 
foyer  F. 

Théorème  II.  —  Étant  donnés  deux  points  fixes  A  ^^  B  d'une 
cataspirique  et  un  point  mobile  C  situé  sur  la  courbe;  si,  par  le 
milieu  des  cordes  AC  et  BC,  on  mène  des  perpendiculaires  cou- 
pant respectivement  Vaxe  de  la  courbe  aux  points  a  et  p,   le 

rapport 

Fa 

est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  mobile  sur  la 
courbe,  et  ce  rapport  est  égal  au  quotient  des  puissances  des 
points  A  e/  B  relativement  à  la  courbe. 

Théorème  III.  —  Etant  donnés  deux  points  fixes  K  et  ^ 
d'une  cartésienne  et  un  point  mobile  C  situé  sur  la  courbe;  si, 
par  les  milieux  des  cordes  AC  et  BC,  on  mène  des  perpendicu- 
laires à  ces  cordes,  coupant  respectivement  l'axe  de  la  courbe 
aux  points  ol  et  p,  la  différence 


F(a)        F(P) 

est  constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  mobile  sur  la 
courbe,  et  la  valeur  de  cette  différence  est  proportionnelle  à 
la  différence  des  carrés  des  distances  du  foyer  aux  points  A 

Théorème  IV.  —  Le  produit  des  puissances  d'un  point  quel- 
conque d'une  spirique  relativement  à  ses  deux  cercles  focaux 
^ii  constant. 

Théorème  V.  —  Si  l'on  prend  les  polaires  du  point  d'une 
spirigue  relativement  à  ses  deux  cercles  focaux,  la  portion  de 
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la  tangente  interceptée  entre  ces  deux  droites  a  pour  po 
milieu  le  point  de  contact. 

Théorème  VI.  —  Étant  donnée  une  corde  quelconque 
d^une  spirique,  si  Von  prend  les  points  de  rencontre  aet  ^  ^ 
l'axe  avec  les  normales  menées  à  la  courbe  par  les  extrémiC 
de  cette  corde,  et  le  point  K  oà  la  perpendiculaire  élevée 
milieu  de  la  corde  coupe  cet  axe  y  le  point  K  est  l'un  d^-^ 
deux  points  doubles  de  Vinvolution  déterminée  par  l^-^ 
points  F,  G  e/  a,  p. 

Remarque,    —  Celle  proprit'lé   esl  exprimée  par  la  relalio»» 
suivante  : 

Lorsque  la  courbe  esl  une  cataspirique,  le  foyer  G  est  rejeté  à 
Tinfini,  et  l'on  a  la  relation 

FK*=Fa.Fp. 

Lorsque  la  courbe  est  une  cartésienne,  les  deux  foj^ers  coïncident 
en  un  même  point  F,  et  par  conséquent  les  quatre  points  F,  K; 
a,  ^  sont  en  rapport  harmonique. 

Si  la  courbe  est  une  conique,  les  deux  fo^'ers  sont  à  l'inGni  et  le 
point  K  est  le  milieu  du  segment  a^. 

Théorème  VIL  —  Si  deux  points  d*une  spirique  sont  situés 
sur  une  même  perpendiculaire  à  Vaxe,  ou  s'ils  sont  à  égale 
distance  du  centre  de  la  courbe,  les  normales  en  ces  points 
coupent  l'axe  en  des  points  équidistants  du  centre. 

J'appelle  ici  centre  de  la  spirique  le  point  milieu  des  deux 
foyers. 

Théorème  VIIL  —  Le  point  de  l'axe  oii  concourent  les  nor- 
males en  deux  points  associés  et  le  point  ou  la  perpendicu- 
laire, élevée  au  milieu  de  la  corde  qui  les  joint,  coupe  l'axe, 
partagent  harmoniquement  le  segment  intercepté  entre  les 
foyers. 
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Théorème  IX.  —  Le  milieu  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
associés  quelconques  est  situé  sur  une  droite  Jixe  perpendicu- 
laire à  Vaxe, 

Théorème  X.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  des  deux 
points  associés  à  un  foyer  est  constante  et  égale  au  double  du 
carré  du  rayon  de  ce  cercle. 

Théorème  XI.  —  Si,  par  le  milieu  d^une  corde  d'une  spi- 
riquCf  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  corde,  le  rapport 
des  distances  du  point  de  r^en contre  de  cette  droite  avec  l'axe 
aux  deur  foyers  est  égal  et  de  signe  contraire  au  quotient  de 
la  puissance  d'une  des  extrémités  quelconques  de  la  corde 
relativement  au  cercle  focal  du  premier  foyer,  par  la  puis- 
sance de  l'autre  extrémité  relativement  à  l'autre  cercle  focaL 

Théorème  XII.  —  La  normale  en  un  point  d'une  spirique 
partage  la  droite  joignant  les  foyers  en  deux  segments  dont 
le  rapport  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  des  puissances 
du  point  relativement  aux  cercles  jocaux. 

Théorème  XIII.  —  Sur  une  normale  quelconque  à  une  spi- 
riqucy  le  rapport  des  segments  déterminés  par  le  centre  de 
courbure,  sur  la  portion  de  la  normale  interceptée  entre  l'axe 
et  la  courbe,  est  proportionnel  au  carré  du  sinus  de  l'angle 
que  la  normale  fait  avec  l'axe  et  au  cube  de  la  longueur  de 
la  tangente  menée  du  point  de  rencontre  de  la  normale  avec 
l'axe  au  cercle  décrit  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  foyers 
comme  diamètre. 

3.  Les  spiriques,  qui  onl  deux  a^ies  de  svmélrie,  sont  à  la  fois  de 
première  et  de  seconde  espèce  et  jouissent  des  propriétés  précé- 
dentes relativement  à  leurs  deux  axes.  De  là  des  propriétés  parti- 
culières que  j'exposerai  dans  une  aulre  Communication. 

Les  surfaces  anallagmatiques,  ayant  un  plan  de  symétrie,  jouis- 
sent relativement  aux  normales  qu'on  peut  leur  mener  de  quel- 
ques-unes des  propriétés  énoncées  ci-dessus.  Je  développerai  plus 
tard  ce  point  important  de  leur  théorie. 


SUR    UNE 


FORMULE  RELATIVE  AUX  COURRES  TRACÉE^ 

SLK  LES  SURFACES  DU  SECOND  OHDUE. 


Nouvelles     Annales    de    Mathématiques;    1870. 


1.  J'ai  énoncé,  comme  exercice,  dans  les  Nouvelles  Annales, 
ta  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  deux  points  quelconques  A  et  B  d'une  sur/ace 
(lu  second  ordre,  si  en  ces  points  Von  mène  les  normales  à  la 
surface,  et  si  l'on  désigne  par  a  et  b  les  points  où  ces  nor- 
males coupent  un  plan  de  symétrie  quelconque  de  la  sur/ace, 
le  plan  mené  par  le  milieu  de  la  corde  AB  et  perpendicu- 
lairement à  cette  corde  passe  par  le  milieu  du  segment  ab, 

La  même  propriété  peut  s'énoncer  ainsi  :  Les  projections  des 
normales  A  a  et  Bb  sur  la  corde  AB  sont  égales  et  de  signes 
contraires. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soient  deux  points  A  et  A'  situes  sur  une  sur/ace  du  second 
ordre;  désignons  par  N  et  N'  les  longueurs  des  normales  en  ces 
deux  points,  c'est-à-dire  les  longueurs  des  segments  compris 
sur  chaque  normale  entre  la  sur/ace  et  un  de  ses  plans  de 
symétrie,  par  V  et  V  les  angles  que  font  respectivement  les 
directions  de  ces  normales  avec  la  direction  de  la  corde  AA'; 
on  a,  quelle  que  soit  la  position  de  ces  deux  points  sur  la  sur- 
face, la  relation 

Y  rosV 
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2.  Imaginons  niainlenant  une  courbe  quelconque  C  tracée  sur 
une  surface  du  second  ordre,  et  soient  M  et  M'  deux  points  infini- 
ment voisins  de  cette  courbe;  la  relation  précédente  aura  lieu  pour 
ces  deux  points.  N  désignant  la  normale  au  point  M,  N  -f-  dN  sera 
la  normale  au  point  M'.  11  s'agit  maintenant  d'évaluer  le  rapport 
des  deux  cosinus  cosV  et  cos  V. 

A  cet  effet,  je  nae  servirai  des  désignations  et  des  formules 
employées  par  M.  Serret  dans  sa  Note  Sur  les  lignes  de  courbure 
des  surfaces  insérée  dans  le  Traité  de  calcul  différentiel  de 
Lacroix  (p.  298). 

Désignons  par  a,  p,  y  les  angles  que  forme,  avec  trois  axes  rec- 
tangulaires, la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  dont  les  coordon- 
nées sont  X,  j',  5;  par  Ç,  u,  Ç  et  )v,  jjl,  v  les  angles  formés  avec  les 
mêmes  axes  par  la  normale  principale  et  par  l'axe  du  plan  oscu- 
laieur.  Soient  aussi  dz  et  dr^  les  angles  de  contingence  et  de 
torsion. 

Désignons  par  a',  P',  y'  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la 
normale  à  la  surface  du  second  ordre  au  point  {x^  y^  z).  On  peut 
toujours  assigner  une  ligne  à  double  courbure  C  qui  corresponde 
point  par  point  à  la  courbe  C,  de  telle  sorte  que  la  tangente  en  un 
point  de  cette  courbe  soit  parallèle  à  la  normale  menée  à  la  sur- 
face du  second  ordre  par  le  point  correspondant  de  la  courbe  C. 
Soient  ^,  u',  XJ  et  V,  [x',  v'  les  angles  que  font  avec  les  axes  la  nor- 
male principale  et  l'axe  du  plan  osculateur  de  cette  courbe;  soient, 
<lc  plus,  rfe'  et  dr^'  les  angles  de  contingence  et  de  torsion. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  les  trois  groupes  suivants  de  for- 
'"ules,  par  lesquelles  les  angles  (o  et  m  se  trouvent  complète- 
ment définis  : 


(A) 


cos  a  cos  a' -i-  cos^  cos^'-f-  cos  y  cos  y' 

0, 

cosacosÇ'-f-  cosp  cosTr)'-+-  cosy  cosÇ' 

= 

sinci), 

l  cosa  cosX'-H  cospcosfji'H- cosY  cosv' 

= 

cosw, 

1  cos  5  cos  a' -H  cos'j  cos^'-i-  cos^  cosy' 

= 

—  sin  ny, 

/  cosÇ  COS$'  -+-  COSJ  cosu'  -4-  cosÇ  cosÇ' 

— 

—  cosny  cosoj, 

COSJ  COsX'H-  COSU  COS{Jt'-f-  cosÇ  cosv' 

— 

C0ST7  sinoi, 

cosX  cos  a' -4-  cosficosP'-i-  cosv  cosy' 

= 

cosm, 

cosX  cosÇ'  -f-  cos[icosu'-+-  cosv  cosJJ' 

= 

—  sinm  cos(i>, 

cos X  cos X' -H  cos  fji cos  jjl' -h  cosv  cosv' 

= 

sinnr  sinu)^ 
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La  difTérentiation  de  ces  équations  conduit  aux  trois  suivantes  : 

(it)  sintù  dz' =  s\nw  dif 

(3)  dr^'-^do}  =  —  cos m  ds,, 

(  4  )  dm  =  dy\  -h  cos  w  dz\ 

3.  Pour  évaluer  cosV  et  cosV,  je  remarque  que,  les  cosinus 
des  angles  que  fait  la  normale  au  point  M  avec  les  axes  étant  res- 
pectivement cosa',  cos^',  cosy',  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la 
normale  au  point  M'  avec  Taxe  des  x  est 

cos  rx.'-hd  cos  a'  -4-  -  <f  *  cos  %\ 

expression  qui,  en  prenant  Tare  de  la  courbe  pour  variable  indé- 
pendante et  en  employant  les  formules  données  par  M.  Serret 
(Lacroix^  p.  284  et  suivantes),  devient 

cosa'-+-cos5'é/e'  h — (cosj'cf^e' —  cos«'<fE'* —  cosV dt'dy{). 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  cette  normale  avec  les  deux  autres 
axes  auraient  une  forme  semblable;  il  est  inutile  de  les  écrire. 

Cherchons  maintenant  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  corde  MM';  il  suffit  évidemment  de  trouver  des  quantités 
proportionnelles  à  ces  cosinus.  On  pourra  donc,  au  lieu  de  ces 
cosinus,  employer  les  projections  de  la  corde  MM'  sur  les  trois 
axes,  ou  bien  oj?,  8^  et  03  :  J7  -f-  Sx,  y  -^-^y  et  5  -4-  8z  désignant 
les  coordonnées  du  point  M'. 

La  formule  de  Taylor  donne,  en  se  bornant  aux  premiers 
termes, 

-(S)''-;''(S)*-ô'^(ë)*^ 

or  -y-  =  cosa  ;  on  pourra  donc  prendre,  pour  le  cosinus  de  l'angle 
que  fait  avec  Taxe  des  x  la  corde  MM',  l'expression 

ces  an —  d  cos  a  -f-  -xd'^i  cos  a  ), 
2  6 

expression  qui,  au  moyen  des  formules  de  M,  Serret,  devient 

cos ^-^ —  cos  \dt-\-  -  (  cos \d^t.  —  cos  a  d^'*-  —  cos  X  d%  dr^  ). 
2  6 
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Les   deux  autres   cosinus  auraient  une  forme  semblable;  il  esi 

mutile  d'en  donner  la  valeur. 

Ceci  posé,  la  formule  connue  qui  donne  le  cosinus  de  l'angle  de 
deux  droites  fournit  immédiatement,  en  employant  les  rela- 
tions (A),  les  deux  expressions  suivantes  : 

(5)  cosV  = sinoT^s  —  -  sinm  d^z  —  ^cost9^e  rfïj, 

I  cosV'  = sint9^£  —  ::  sinra^i^R  —  -costd  dtdn-^  sinox/e' 

(6)  !  *  ,  . 

I  cosTir  coscu^e  ^e'n — sinu>^*e' costùdt'd-n'. 

f  1  •>.  2 


Celle  dernière   expression   peut   se    simplifier;   on   a,    en    elTel, 

d'après  l'équation  (2), 

s'inui  dz' =  Mtk m  de; 

en  outre,  en  différenliant  cette  dernière  relation,  on  obtient 

sinuid^t'  =  d(sinw  dz)  —  costa  dt'dta, 

ou  bien,  comme  d'après  Téquation  (3), 

dut  =  —  dri'  —  CCS  w  de, 
sinw  d*t'=^  d{s\nw  de)  h-  cosio  de'  dr\  -\-  ces  tu  cof>m  de  de'  \ 

rn  portant  ces  valeurs  de  siinùdkl  et  de  sinwrf^s'  dans  Téqua- 
cion  (6),  il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

(-)      cosV'=      sinm^e — -sinm^'e — -cosmrferfinH — disxnm  de), 
'  '2  b  6  2 

L'équation  (1)  devient  donc,  en  multipliant  les  deux  termes  du 
second  membre  par  2, 

,^  —  sin  Tzr  ^e  —  -  siii  Tn  rf*  e  —  -  ces  w  de  dr^ 


iN  I    .  I 

sinm  de  —  x  sinroe/^s  —  -  costïj  de  dr^  ■+-  d(sinxs  de) 


d'où,  en  réduisant. 


9s     .  1 

...       -^s'mxn  d^e-¥- -cosm  dedy\ — d(sinTnde) 

N    ~~  s'inm  de  * 

L.  —  II  G 
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OU  bien  encore 

dN      1  d^t 
N    ""  3   €/e 

di%\nT3di) 
sxiïxadt 

dr^ 


3  tangny 


Remarquons  maintenant  que  ^e  ==  — »  p  étant  le  rayon  déco 
bure  de  la  courbe  C,  et  que  Tare  est  la  variable  indépendant'^^' 
par  conséquent,  on  a  rf*e  =  rf5rf(ij«  La  relation  précédea  t.  • 
devient  donc 

N         3     /i\  sinTH  3  tangm' 

\P/  "p~ 

d'où,  en  intégrant, 

^  3*'p  ^p  3j    tangro' 

et,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  après  avoir  chassé  le 
dénominateur  3, 

—  sinro'  =  e  •'  »«nfByx  const. 
P 

D*où  l'on  déduit  la  proposition  suivante,  en  remarquant  que  ci 
désigne  le  complément  de  Tangle  que  fait  avec  la  normale  à  la  sur- 
face la  normale  principale  de  la  courbe  C  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  courbe  quelconque  tracée 
sur  une  sur/ace  du  second  ordre,  désignons,  en  un  point  quel- 
conque de  celte  courbe,  Sangle  de  torsion  par  dr\  et  par  m  le 
complément  de  l'angle  que  fait  en  ce  point,  avec  la  normale 
à  la  surface,  la  normale  principale  ;  cela  posé,  si  l'on  consi- 
dère un  arc  de  la  courbe  compris  entre  les  points  Aq  et  A|,  et 
si  l'on  désigne  respectivement  par^Q  et  N,,  p©  et  pi,  xsq  et  xs^  les 
valeurs  de  la  normale^  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  et 
de  C  angle  rs  aux  points  extrêmes  de  l'arc,  on  a  la  relation 
suivante  : 

(8)  ~f sinmj:  — !i ÎJ  ^^J\tin%xa 

Pi  Po 

l' intégrale  contenue  dans  le  second  membre  s' étendant  le  long 
de  la  courbe  du  point  Ag  au  point  A|. 
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4.  La  formule  précédente  fournil  aisément  les  relations  connues 
pour  les  lignes  géodésiques  et  les  lignes  de  courbure  des  surfaces 
du  second  ordre. 

Considérons  d^ abord  une  ligne  géodésique  ;  d'après  la  définition 
de  cette  ligne,  on  a  pour  tous  ses  points  sinm  =  i  et  tangm  =  oo  ; 
rintégrale  contenue  dans  le  second  membre  de  l'équation  (8)  est 
donc  nulle,  et  il  vient  simplement 

•  —    '  » 

Pt       po 

d'où  cette  proposition  : 

Le  long  d^une  même  ligne  géodésique  tracée  sur  une  sur/ace 
du  second  ordre,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  est  pro- 
portionnel au  cube  de  la  normale. 

C'est  le  théorème  de  Joachimsthal. 

5.  Supposons  maintenant  que  C  soit  une  des  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface;  alors,  d'après  le  théorème  de  Lancret,  on  a 

dri  =  dT3\ 

l'intégrale  contenue  dans  le  second  membre  de  l'équation  (8) 
devient  alors 

=  logsinT9| —  logsinTïTo, 


i 


tangiiT 


le  second  membre  de  cette  équation  devient 


^t  (loir  sInCT,— 109 sincT,)  :^  ..         ' 


sinnij 


et  la  formule  (8)  donne  alors 


N}siniff|  ,  NjsinoJa  _^ 

—— — ^— —    ,  I    y 

pi  po 

d'où  l'on  conclut  que  le  long  de  la  courbe  conserve  une 

valeurconstante.  Remarquons  maintenant  que,  d'après  le  théorème 

de  Meusnier,  est  égal  à  ->  r  désignant  le  rayon  de  courbure 

de  la  section  normale  tangente  à  C;  le  long  d'une  même  ligne  de 

courbure  —  conserve  donc  la  même  valeur. 

r 
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D'OÙ  celle  proposîlion,  due  à  M.  Dupin  : 

Le  long  d'une  même  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  courbure 
de  la  section  normale  tangente  à  la  courbe  varie  proportion- 
nellement au  cube  de  la  normale. 

6.  Si  j'avais  voulu  me  reslreindre  au  cas  des  lignes  géodésîques 
et  des  lignes  de  courbure,  il  eût  été  très  facile  de  remplacer  les 
considérations  analytiques  qui  préct'dent  par  des  considérations 
géométriques  très  simples  et  très  élémentaires  qui  eussent  conduit 
immédiatement  aux  théorèmes  de  Joachimsihal  et  de  M.  Dupin. 
Je  laisse  ce  soin  au  lecteur;  mon  seul  but,  dans  cette  Note,  était 
d'établir  la  formule  générale  (8),  sur  laquelle  j'aurai  plus  tard 
Foccasion  de  revenir,  tant  pour  en  montrer  l'application  à  la 
géométrie  des  surfaces  du  second  ordre  que  pour  montrer  comment 
elle  s'étend  aux  surfaces  de  degré  supérieur. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  M.  ROURGET. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  1S7». 


Une  erreur  s^est  glissée  dans  la  rédaction  de  la  question  960.  (1 
existe  bien,  pour  chaque  surface  du  second  ordre,  un  groupe  de 
surfaces  du  même  ordre  qui  jouissent  de  la  propriété  indiqut'^e, 
mais  ces  surfaces  ne  sont  pas  homofocales  à  la  première. 

Permettez-moi,  en  faisant  ici  cette  rectification,  d*entrer  à  ce 
sujet  dans  quelques  détails  qui,  malgré  leur  simplicité,  pourront 
peut-être  intéresser  vos  lecteurs. 

Proposons-nous  cette  question  : 

Trottiner  deux  surfaces  S  et  1  qui  se  correspondent  point 
par  point,  de  telle  sorte  que  le  plan  mené  perpendiculaire- 
ment à  la  corde  qui  joint  deux  points  quelconques  A  ^^  B 
de  la  sur/ace  S  et  par  le  milieu  de  cette  corde  passe  par  le 
milieu  de  la  corde  d^  qui  joint  les  points  correspondants  sur  la 
surface  2. 

Soient  {x^y^  z)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  S 
et  (Ç,  Tj,  2^)  les  coordonnées  du  point  correspondant  de  S,  en  sorte 
que  Ç,  7\,  ^  sont  des  fonctions  actuellement  indéterminées  de  x^y 
et  z\  soient  encore  {x\y^  z')  les  coordonnées  d'un  autre  point 
arbitraire  de  S  et  (Ç',  V,  XJ)  les  coordonnées  du  point  qui  lui  cor- 
respond sur  2.  Si  les  deux  surfaces  S  et  £  jouissent  de  là  propriété 
énoncée  ci-dessus,  on  devra  avoir 

.,x     )({-+-?'- a:  — ^')  (a: -a:') 

Supposons  maintenant  que  les  relations  qui  existent  entre  les 
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points  correspondants  des  deux  surfaces  soient  de  la  forme 
(2)  î  =  mT,        t)  =  nv,        Ç=/>«, 

m,   n  et  p  désignant   des   quanlilés   constantes,   l'équation    (i) 
deviendra  alors 

(/w  — i)(a?'«— a7»)-+-(n  —  i)(y*— j'«)H-(/?—  iXV»  — z)  =  o 

ou  bien 

(  m  —  I )x'« -+.  (  n  —  i)y«  -h(p  —  i)z'* 
=  (m  —  i)a?*-t-(/i  —  i)>^*H-  (/>  —  ï)z*. 

On  satisfera  donc  d'une  façon  générale  à  l'équation  (i),  quels 
que  soient  les  deux  points  donnés,  si  on  les  assujettit  à  rester  sur 
la  surface  du  second  ordre 

(m  —  i)x*-^(n  —  i)y^'^(p  —  !)-«•=  const. 

Faisons   la  constante  égale  à  X^  et  m  —  i  =  — j,   n  —  i  =  ^j, 

p  —  1  =  -j;  a*,  b^  et  c*  étant  de  nouvelles  constantes,  l'équation 

de  la  surface  S  deviendra 

a?'        y'       5* 
a*        6*       c' 

et  l'équation  d'une  quelconque  des  surfaces  S  sera,  en  vertu  des 
formules  de  transformation  (2), 


(a*-hX*)*       (6«-i-X«)î       (c»H-X«)» 

équation  où  X  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

Il  résulte  immédiatement,  soit  des  formules  (2),  soit  encore  de 
la  propriété  même  qui  a  servi  à  définir  Jes  surfaces,  que  la  droite 
qui  joint  un  point  quelconque  A  de  S  au  point  correspondant  de  £ 
est  normale  en  S  au  point  A. 

On  voit  immédiatement  que  les  surfaces  S  peuvent  être  regar- 
dées  comme  le  lieu  des  points  qui  partagent  dans  un  rapport  con- 
stant les  portions  des  normales  interceptées  entre  la  surface  S  et 
un  quelconque  des  plans  de  symétrie  de  cette  surface. 

Si  l'on  fait  successivement  ).*•*  =  — a^,  — 6'  et  — c^,  la  sur- 
face S  se  confond  tour  à  tour  avec  les  trois  plans  de  symétrie  de  S  ; 
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on  peut  donc  faire  correspondre  chacun  âe  ces  plans  avec  S,  et 
point  par  point  de  telle  sorte  que  le  mode  de  correspondance 
jouisse  de  la  propriété  indiquée.  Le  point  correspondant  sur  un 
des  plans  de  symétrie  à  un  point  donné  A  de  S  ^t  évidemment  le 
point  de  ce  plan  où  passe  la  normale  en  A  à  la  surface;  d*où  la 
solution  de  la  question  que  j'ai  proposée  dans  les  Nouvelles 
Annales. 


SUR  L'EMPLOI  DES  IMAGINAIRES  EN  GÉOMÉTRIE  (M 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  1870. 


Définition  des  droites  isotropes  et  des  ombilics.  —  Coordonnées  iso- 
tropes, —  Représentation  d'un  point  imaginaire.  —  Distance  de 
deux  points  imaginaires. 

i.  Dans  toul  ce  qui  suit,  je  considérerai  toujours  un  plan  réel 
vi  les  figures  tracées  dans  ce  plan.  Plus  tard,  en  traitant  de  la 
(jéomélrie  de  l'espace,  j'examinerai  quelles  modifications  et  quelles 
restrictions  on  doit  apporter  aux  résultats  obtenus,  quand  on  veut 
les  appliquer  à  des  plans  imaginaires  et  aux  figures  tracées  dans 
ces  plans. 

Considérons  donc  un  plan  réel,  et  dans  ce  plan  deux  axes  rec- 
tangulaires réels  Ox  et  Oy,  auxquels  nous  rapporterons  les  points 
du  plan  suivant  la  méthode  de  Descartes. 

Soient  A  un  point  quelconque  de  ce  plan,  a  et  ^  ses  coordon- 
nées réelles  ou  imaginaires. 

L'équation  d'un  cercle  ayant  ce  point  pour  centre  et  la  lon- 
gueur p  pour  rajon  sera 

Si  nous  supposons  que  le  rayon  p  décroisse  indéfiniment  jusqu'à 
devenir  nul,  la  courbe  représentée  par  Téquation  précédente 
variera  de  forme,  en  demeurant  toujours  un  cercle.  A  la  limite, 
pour  p  =  o,  elle  représentera  un  cercle  de  rayon  nul;  remarquons 
que,  dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  son  équation  se  décom- 


(')  Nous  reproduisons  ici  la  première  leçon  du  Cours  de  Géométrie  supérieure, 
professé  cette  année  par  M.  Laguerre  à  la  salle  Gerson. 
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pose  eo  deux  fadeurs 
el 

en  sorte  que,  en  réalité,  le  cercle  de  rajon  nul  ayant  pour  centre 
le  point  réel  ou  imaginaire  dont  les  coordonnées  sont  a  et  ^  se 
décompose  en  deux  droites  dont  les  équations  sont 

(jr  ~  ^)  =  i{x^i) 
el 

Ces  droites  remarquables,  en  lesquelles  se  décompose  un  cercle 
lorsque  son  rayon  de\ient  nul.,  sont  caractérisées  évidemment  par 
celte  propriété  très  simple  d^avoir  respectivement  -f-  «  et  —  i  pour 
coefficient  angulaire. 

Si  donc  l'on  imagine  tracées  dans  le  plan  toutes  les  droites  ana- 
logues que  l'on  obtiendrait  en  considérant  tous  les  cercles  de  rayon 
uul  ajant  pour  centres  les  difTérents  points  du  plan,  Ton  voit  que 
toutes  ces  droites  formeront  dans  le  plan  deux  systèmes  de  droites 
parallèles. 

Pour  Fun  de  ces  systèmes,  le  coefficient  angulaire  est  -f-  i,  en 
sorte  que  la  droite  de  ce  système  qui  passe  par  le  point  (a,  P)  a 
pour  équation 

je  dirai  que  cette  droite  est  la  droite  isotrope  du  premier  système 
passant  par  le  point  (a,  P).  Tontes  les  droites  isotropes  du  premier 
sysiènoe  étant  parallèles  entre  elles  concourent  en  un  même  point 
de  Tinfini,  qui  est  défini  par  le  coefficient  angulaire  commun  à 
ces  droites;  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désignerai  constamment  ce 
point  de  la  droite  de  l'infini  par  la  lettre  l. 

Pour  l'autre  système,  le  coefficient  angulaire  est  —  /,  en  sorte 
que  la  droite  de  ce  système  qui  passe  par  le  point  (a,  P)  a  pour 
«quation 

je  dirai  que  cette  droite  est  la  droite  isotrope  du  second  système 
passant  par  le  point  (a,  p).  Toutes  les  droites  de  ce  second  sys- 


go  GEOMETRIE. 

lèine  coDcourenl  en  un  même  point  de  la  droite  de  TinGni,  que  je 
désignerai  conslaroment  par  la  lettre  J. 

S.  Il  était  nécessaire,  vu  Timportance  des  droites  remarquables 
que  je  viens  de  mentionner,  de  leur  donner  un  nom  spécial,  bref 
et  expressif.  L'expression  de  droite  isotrope,  n^ajant  pas  encore 
de  signification  en  Géométrie,  m*a  paru  convenable  pour  atteindre 
ce  but;  elle  se  justifie  en  remarquant  que  Féqualion  d'une  quel- 
conque de  ces  droites,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  ne  change 
pas  de  forme  lorsque,  conservant  la  même  origine  pour  les  axes, 
on  passe  du  système  d'axes  primitif  à  un  autre  système  d*axes  rec- 
tangulaires quelconques. 

Une  propriété  essentielle  de  droites  isotropes,  et  qui  pourrait 
servir  à  les  définir,  est  la  suivante  :  la  distance  entre  deux  points 
quelconques  d'une  droite  isotrope  situés  à  distance  finie  dans  le 
plan  est  nulle.  En  d'autres  termes,  ces  droites  satisfont  à  l'équa- 
tion diflTérentielle 

ds  =  o. 

Sur  une  surface  quelconque,  on  peut  étudier  les  courbes  qui  satis- 
font à  cette  équation  difTérentielle;  ces  courbes  sont  des  lignes 
géodésiques  de  la  surface,  et  nous  leur  donnerons  aussi  le  nom  de 
lignes  isotropes. 

Les  deux  points  remarquables  de  la  droite  de  l'infini  vers  les- 
quels convergent  les  deux  systèmes  de  droites  isotropes  d'un  plan, 
et  que  nous  avons  désignés  par  les  lettres  I  et  J,  méritent  aussi,  vu 
leur  fréquent  usage,  une  dénomination  simple  et  concise;  je  les 
désignerai  sous  le  nom  d'ombilics  du  plan;  ces  points  jouent,  en 
effet,  dans  le  plan,  le  même  rôle  que  jouent,  dans  la  théorie  des 
surfaces  du  second  ordre,  les  ombilics  de  ces  surfaces  situés  à 
l'infini. 

3.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  par  chaque  point  du  plan 
réel  ou  imaginaire  passent  deux  droites  isotropes,  l'une  du  pre- 
mier système  et  l'autre  du  second  système,  et  que  ces  droites 
peuvent  être  obtenues  en  joignant  le  point  donné  aux  deux  ombi- 
lics du  plan. 

Les  deux  droites  isotropes  passant  ainsi  par  un  point  A  forment, 
dans  leur  ensemble,  un  cercle  de  rayon  nul  qui  jouit  de  toutes  les 
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propriétés  du  cercle.  Voici  celles  de  ces  propriétés  sur  lesquelles 
je  m'appuierai  principalement  : 

K  Si  une  droite  menée  par  un  point  B  du  plan  coupe,  aux 
points  m  et  m',  les  deux  droites  isotropes  issues  d^un  point  A,  le 
produit  des  segments  B/n  et  B/n'  est  égal  au  carré  de  la  lon- 
gueur BA. 

»  Les  choses  étant  posées  comme  précédemment,  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  A  sur  la  droite  Bmm^  a  pour  pied  le 
point  milieu  du  segment  mm'.  » 

Le  cercle  ainsi  formé  par  les  deux  droites  isotropes  passant  par 
un  point  A  ne  contient  évidemment  d^autre  point  réel  que  le 
point  A,  si  ce  point  est  réel.  Examinons  ce  qui  se  passe  lorsque 
le  point  A  est  imaginaire. 

On  peut  d'abord  remarquer  que  toute  droite  imaginaire  du  plan 
contient  un  point  réel.  En  eflet,  son  équation,  en  mettant  en  évi- 
dence la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

PH-Qt=:o. 

D'où  IViD  voit  que  le  point  réel,  qui  est  Tintersection  des  deux 
droites  réelles  P  =  o  et  Q  =  o,  se  trouve  sur  la  droite  proposée. 
Toute  droite  imaginaire  contient  donc  toujours  un  point  réel,  qui 
peut  être  à  Tinfini,  lorsque  les  droites  P  =r  o  et  Q  =  o  sont  paral- 
lèles; dans  ce  cas,  la  droite  imaginaire  passe  par  un  point  réel  de 
la  droite  de  l'infini,  ou,  autrement  dit,  a  une  direction  réelle.  Il 
est  d'ailleurs  évident  qu'une  droite  imaginaire  ne  peut  contenir 
qu'un  seul  point  réel. 

Je  dirai  que  deux  points  sont  imaginairement  conjugués 
lorsque  leurs  coordonnées  sont  respectivement  des  quantités  ima- 
ginairement conjuguées;  que  deux  droites  sont  imaginairement 
conjuguées  lorsque  l'on  peut  passer  de  l'équation  de  l'une  à 
i équation  de  l'autre  en  changeant  -f-  i  et  —  i,  et  réciproquement. 

De  celte  définition,  il  résulte  immédiatement  que  : 

'°  Si  un  point  se  trouve  sur  une  droite  imaginaire  D,  le  point 
qui  lui  est  imaginairement  conjugué  se  trouve  sur  la  droite  imagi- 
nairement conjuguée  à  D  ; 

2"  Deux  droites  imaginairement  conjuguées  se  coupent  en  un 
point  réel  ; 
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3®  Deux  points  îmagÎDairement  conjugués  sont  toujours  situés 
sur  une  même  droite  réelle,  et  cette  droite  est  évidemment  la  seule 
droite  réelle  qu*on  puisse  faire  passer  par  chacun  des  deux  points. 

Cela  posé,  si,  par  un  point  A,  on  mène  une  droite  isotrope  du 
premier  système,  cette  droite  contient  un  point  réel  a,  qui  sera 
d'ailleurs  à  distance  finie,  puisque  la  droite  isotrope  a  une  direc- 
tion imaginaire  et  coupe  la  droile  de  Tinfini  à  rombilic  1;  de 
même  la  droite  isotrope  du  second  système,  passant  par  le  point  A, 
contient  un  point  réel  a\  situé  également  à  distance  finie. 

On  voit  que  le  point  A  détermine  complètement  les  deux 
points  a  ei  af  ]  réciproquement,  ces  deux  derniers  points  déter- 
minent sans  ambiguïté  le  point  A,  car  ce  dernier  point  est  l'inter- 
section de  la  droite  isotrope  du  premier  système  passant  par  a 
avec  la  droile  isotrope  du  second  système  passant  par  a. 

Nous  pourrons  donc  fixer  sans  ambiguïté  la  position  d^un  point 
imaginaire  dans  le  plan,  par  la  position  des  deux  points  réels  a 
et  c^j  ou,  si  l'on  veul,  parla  position  du  segment  aa^ ]  nous  dirons 
que  aa  est  \e  segment  re/irésenlatif  du  point  imaginaire  A,  que  a 
est  l'origine  de  ce  segment,  et  que  a'  en  est  Textrémité. 

Il  est  très  important  d'établir  que  ce  segment  représentatif  d'un 
point  est  toujours  le  même,  quels  que  soient  les  axes  du  plan  aux- 
quels on  l'ait  rapporté. 

Soient,  à  cet  eflet,  a  et  ^  les  coordonnées  imaginaires  d'un 

point  A,  et,  en  mettant  en  évidence  la  partie  réelle  et  la  partie 

imaginaire, 

a  =  a  -h  a  I, 

?  =  ?-?•'■• 

La  droite  isotrope  du  premier  système  passant  par  ce  point  a  pour 
équation 

les  coordonnées  ao  et  6o  du  point  réel  a  situé  sur  cette  droite  sont 
évidemment 

flo  =  «'-?' 

et 

bo=^'-h  a'. 

Changeons  maintenant  de  système  d*axes  rectangulaires,  en  trans- 
portant leur  origine  au  point  (Ç,  7^)  et,  en  les  faisant  tourner  de 
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Taogle  (i),  les  formules  de  iransformation  à  employer  seront  les 

suivantes  : 

X  =  Ç  -h  a?  cos (I)  —  ^  sîn  0), 

Y  =  ij  -H  ar  sinto  -\-y  coso). 

Les  Douvelles  coordonnées  du  point  A  seront,  dans  ce  nouveau 

système, 

%  -4-  («'-+-  a'i)  cosu)  —  cp'-4-  P't)  sino) 

et 

ij  -4-  (a'-+-  a'i)sina)  -+-  (  p'-+-  P'ï)cos(i). 

Les  coordonnées  du  poinl  réel  situé  sur  la  droite  isotrope  du  pre- 
mier système  passant  par  ce  point  seront,  diaprés  les  formules 

précédentes, 

a^  =  Ç  -H  a'coscu —  p'sinco  —  a'sino)  —  p'coso) 
el 

6^  =  Tfj  -+-  a'sinci)  -h  3'costo  -h  a'cosco  —  P'sino), 

ou  bien 

a'o  —  Ç  -+-  «ocoso)—  ^osincii, 

60  =  ij -4- aosino)  -4- ôocoso). 

L'on  voit  que  a^  et  b\  se  déduisent  de  a^  et  de  60  par  les  formules 
de  Iransformation    données  ci-dessus;    la   proposition  est  donc 

démontrée. 

4.  Cette  proposition  juslilie  l'emploi  du  segment  aa'  pour 
représenter  le  point  imaginaire  A.  La  position  de  ce  segment  ne 
dépend  que  de  la  position  du  poinl  imaginaire  lui-même,  et  nulle- 
ment du  choix  des  axes  coordonnés,  que  nous  n'aurons  plus  dès 
lors  à  considérer  que  pour  éclaircir  et  établir  avec  plus  de  sûreté 
quelques  formules  fondamentales. 

Je  désignerai,  dans  tout  ce  qui  suit,  un  point  imaginaire  par 
une  simple  lettre,  ou,  lorsque  Ton  voudra  mettre  en  évidence  les 
éléments  réels  qui  le  déterminent,  par  son  segment  représentatif; 
en  sorte  qu'un  point  imaginaire  A,  ayant  pour  segment  représen- 
tatif aa',  sera  représenté  par  la  notation  (a,  ci'). 

Aux  considérations  qui  précèdent,  j'ajouterai  les  réflexions  sui- 
vantes. Quand  un  point  est  réel,  les  deux  extrémités  du  segmenl 
qui  le  représentent  se  confondent  avec  ce  point  lui-même.  Le  cas 
dun  point  réel  est  donc  contenu  dans  le  cas  général  d'un  point 
imaginaire. 
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Soient  A  un  point  imaginaire,  aa!  son  segment  représentatif;  si 
l'on  imagine  menée  par  a  une  droite  isotrope  du  second  système, 
cette  droite  sera  imaginairement  conjuguée  à  la  droite  Aa;  de 
même,  si  par  a-  on  mène  une  droite  isotrope  du  premier  système, 
cette  droite  sera  imaginairement  conjuguée  à  la  droite  Aa'. 

Les  deux  droites  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  point  A'  qui 
est  évidemment  le  point  imaginairement  conjugué  du  point  A,  et 
qui  sera  représenté  parle  segment  o! a. 

D'où  cette  proposition  :  Si  (a,  a')  désigne  un  point  imaginaire, 
(a',  a)  désigne  le  point  qui  lui  est  imaginairement  conjugué. 

D'où  encore  les  conséquences  suivantes,  que  je  me  borne  à 
mentionner  à  cause  de  leur  simplicité  : 

1°  La  droite  réelle  qui  joint  deux  points  imaginairement  con- 
jugués est  perpendiculaire  au  segment  qui  représente  à  la  fois  ces 
deux  points  et  elle  passe  par  le  milieu  de  ce  segment; 

2°  Si  un  point  imaginaire  est  situé  sur  une  droite  réelle  D,  et  si 
l'on  connaît  l'origine  a  de  son  segment  représentatif,  il  suffira 
pour  obtenir  l'extrémité  de  ce  segment,  d'abaisser  de  l'origine  une 
perpendiculaire  sur  D  et  de  prolonger  celte  perpendiculaire  d'uDe 
longueur  égale  à  elle-même. 

5.  Dans  le  cours  de  ces  leçons,  lorsque,  pour  plus  de  clarté  ou 
pour  développer  certains  points  particuliers,  j'aurai  recours  à  la 
Géométrie  analytique,  j'emploierai  de  préférence  un  système  de 
coordonnées  particulier,  déjà  employé  du  reste  avec  succès  par 
divers  géomètres,  et  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  coor^o/i/ie^^ 
isotropes. 

Pour  le  définir,  considérons  un  point  quelconque  O  du  plan, 
et  menons  par  ce  point  dans  un  sens  déterminé  une  droite  indé- 
finie Oco,  que  j'appellerai  Vaxe  des  coordonnées  y  le  sens  positif 
de  cet  axe  étant  fixé  par  ce  qui  précède. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  A,  menons  une  droite  isotrope 
du  premier  système,  et  soil  a  le  point  de  rencontre  de  cette  droite 
avec  l'axe;  désignons  de  même  par  ^  le  point  de  rencontre  de 
l'axe  avec  la  droite  isotrope  du  second  système  passant  par  le 
point  A.  Je  prendrai  pour  coordonnées  les  deux  longueurs  Oa 
et  O^,  qui  définissent  évidemment  la  position  du  point  A,  et  je 
poserai  Oa  =  w  et  O^  =  (v. 
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Les  formules  relatives  aux  coordonnées  isotropes  sont  faciles  à 
établir;  je  me  bornerai  aux  suivantes,  dont  je  vais  me  servir  tout 
à  rheure. 

Si  nous  rapportons  la  figure  à  des  axes  rectangulaires,  en  pre- 

nani  Ou)  pour  axe  des  x,  et  la  perpendiculaire  en  O  pour  axe 

des^,  et  si,  de  plus,  nous  désignons  par  x  eVy  les  coordonnées  du 

poiol  A  dans  ce  nouveau  système,  Ton  voit  immédiatement  que 

1 00  a 

u  =^  X  -¥-  yi, 

iv  =  j'  — j'i. 

Soienl  deux  points  du  plan  a  et  a\  et  ici  je  les  suppose  essentiel- 
lement réels;  soient  respectivement  x,  y  et  ^',  y,  //,  iv  et  //',  (v' 
leurs  coordonnées  dans  les  deux  systèmes. 
On  a  les  formules  connues 

x' —  J*  =  «rt'cosÀ, 
y  — y  =  aa'siiiX, 

formules  dans  lesquelles  aa'  est  essentiellement  positif,  et  où  X 
désigne  l'angle  qu'il  faut  faire  décrire  au  segment  aa\  en  le  faisant 
tourner  autour  du  point  «,  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 
monlre  ('),  jusqu'à  ce  que  la  direction  positive  de  cette  droite 
devienne  parallèle  à  la  direction  positive  de  l'axe  Oa.  J'entends 
ICI  par  direction  positive  de  la  droite  aa'^  la  direction  dans  laquelle 
se  mouvrait  un  point  mobile  allant  du  point  a  au  point  a',  sans 
passer  par  Tinfmi. 

Il  est  clair  que,  par  la  définition  qui  précède,  l'angle  X  est  défini 
^  wn  multiple  près  d'une  circonférence  entière. 

Multiplions  maintenant  la  deuxième  des  relations  précédentes 
part,  ajoutons-la  à  la  première;  retranchons-les  ensuite  l'une  de 
1  autre;  on  obtiendra  les  deux  équations  fondamentales  suivantes  : 

»        • 

equaiions  où  aa^  et  X  ont  le  sens  que  j'ai  fixé  précédemment. 

(')  C'est  ce  que,  durant  tout  ce  Cours,  j'appellerai  le  sens  direct  de  rotation. 


</>  OéOMÉTRIE. 

Des  deux  équations  précédentes  découlent  les  deux  qui  suivent  : 

(3)  4^    :=«•>', 

^    '  w  —  w 

—  î 

(4)  iu' — u)(iv' — iv )  =  aa'  . 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  les  formules  précédentes 
subsistent  même  quand  les  points  a  et  a'  sont  imaginaires,  mais 
alors  il  est  très  délicat  de  fixer  la  valeur  précise  de  Tangle  X. 

La  formule  (4)  seule  peut  être  employée  sans  ambiguïté,  car 
elle  détermine  le  carré  de  la  distance  des  deux  points,  carré  qui  a 
par  lui-même  une  valeur  parfaitement  déterminée. 

6.  Évaluation  de  la  distance  de  deux  points  imaginaires, 
—  Soient  deux  points  imaginaires  A  et  B,  et  soient  respective- 
ment //,  iv  et  w',  w^  leurs  coordonnées  isotropes.  Désignons  de 
plus  par  aa'  le  segment  représentatif  du  point  A,  et  par  hb'  le  seg- 
ment représentatif  du  point  B;  autrement  dit,  posons  A  =  (a,  a') 
etB  =  (6,  6'). 

La  formule  (4)  du  paragraphe  précédent  pouvant  être  employée 
même  pour  des  points  imaginaires,  Ton  a 

AB   =  (u  —  u){iv  —  w'). 

Je  remarque  maintenant  que,  pour  les  deux  points  A  et  a,  la  coor- 
donnée u  a  la  même  valeur;  il  en  est  de  même  relativement  aux 
deux  points  B  et  6;  cela  résulte  évidemment  delà  définition  même 
des  points  a  et  6.  Les  points  acl  b  étant  r/'els,  on  peut  leur  appli- 
quer la  formule  (i)  du  n°  5,  et  l'on  a 

u'  —  u  =  ab.  c^', 

ab  étant  pris  en  valeur  absolue,  et  )>  désignant  Tangle  dont  il  faut 
faire  tourner  la  direction  ab  pour  Tamener  à  être  parallèle  à  la 
direction  positive  de  Taxe. 

De  même  les  deux  points  A  el  n'y  ainsi  que  les  deux  points  B 
et  b'  ayant  respectivement  pour  la  coordonnée  (v  la  même  valeur, 
i*on  a  sans  ambiguïté 

w' —  w  =  a  h'  .e~^'y 

ab'  étant  pris  en  valeur  absolue,  et  0  désignant  Tanglc  dont  il 
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faut  faire  tourner  la  direclion  a- U  pour  Tamener  à  être  parallèle 
à  la  direclion  positive  de  Taxe. 
Des  relations  précédenles,  on  déduit  immédiatement 

ou  en  posant  \  —  8  =  [jl, 

•» 

AB"  —  ab,ab',eP, 

il  est  clair  que  Tangle  a  est  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la 
direclion  ab^  autour  du  point  ^  et  dans  le  sens  direct,  pour  Tamener 
à  être  parallèle  à  a' b' , 

On  a  donc  la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Proposition.  —  Etant  donnés  deux  points  imaginaires 
A  =  (a,  a!)  et  B  =  (^,  6'),  le  carré  de  la  distance  de  ces  deux 
points  est  une  quantité  imaginaire  dont  le  module  est  la  racine 
carrée  du  produit  des  longueurs  ah  et  a' h\  ers  longueurs 
éiant  prises  positivement,  et  dont  r argument  est  l^ angle  dont 
U  faut  faire  tourner  la  direction  ab,  autour  du  point  a  et  dans 
ie  sens  direct  y  pour  l^  amener  à  être  parallèle  à  a'b', 

Rf^marqtie,  —  La  proposition  précédente  s'applif|uc  évideni- 
inenl  au  cas  où  Tun  des  deux  points  donnés  est  réel,  les  deux 
exlrémilés  du  segment  (pii  le  reprt!sente  se  confondant  alors  avec 
ce  point  lui-même. 

'•  Deux  points  A  et  B,  réels  ou  imaginaires,  étant  donnés  dans 
""  plan,  on  peut,  comme  on  vient  de  le  voii*,  délerminer  facile- 
ment et  sans  ambiguïté  le  carré  de  la  distance  AB. 

Q"ant  à  la  distance  AB  elle-même,  elle  n'est  déterminée  qu'au 
^'8"^'  près;  ou,  si  Ton  veut,  Targument  de  la  (pianttté  imaginaire 
qni  exprime  sa  valeur  n'est  déterminé  qu*à  un  multiple  près  de  iz. 

Ln  segment  de  droite  isolé  ne  peut,  en  effet,  comporter  par 
lui-même  aucun  signe;  mais,  quand  il  se  trouve  sur  une  droite 
tielerminée,  réelle  ou  imaginaire,  et  quand  on  a  préalablement  fixé 
le  sens  que  l'on  est  convenu  de  regarder  comme  positif  sur  cette 
droite,  le  segment  a  lui-même  une  valeur  bien  déterminée. 

^est  à  la  détermination  de  cette  valeur  que  je  consacrerai  la 
'eoon  suivante. 

!..    -  II. 


SUR  L'EMPLOI  DES  IMAGINAIRES  EN  GÉOMÉTRIE  ( 


Aouveiles  Annales  de  .Mathématiques;  1870. 


I.  —  Considérations  générales  sur  la  représentation  des  points 
imaginaires  situés  sur  une  courbe  donnée. 

1.  L*emploi  des  imaginaires  en  Géométrie  ne  donne  lieu  à 
aucune  difficulté  sérieuse.  Les  notions  essentielles  sur  lesquelles 
il  repose  sont  immédiatement  fournies  par  la  Géométrie  analy- 
tique, et  trouvent  en  elle  leur  entière  légitimation.  Ces  notions 
puisées  dans  l'analyse,  le  rôle  de  la  Géométrie  est  de  les  dévelop- 
per et  d'en  poursuivre  les  conséquences  parles  moyens  et  avec  les 
ressources  qui  lui  sont  propres. 

Il  y  a  deux  points  sur  lcs(|uels  il  semble  nécessaire  de  compléter 
la  théorie.  U^une  part,  on  ne  sait  pas  toujours  rea/i^er  et  effectuer 
les  constructions  où  entrent  des  données  imaginaires,  en  sorte  que 
certains  problèmes,  dont  la  considération  des  quantités  imaginaires 
fournit  une  solution  très  simple  et  presque  immédiate,  ne  sont  en 
quelque  sorte  résolus  que  théoriquement,  les  constructions  aux- 
quelles conduirait  le  mode  de  démonstration  employé  n'étant  pas 
immédiatement  réalisables. 

D'autre  part,  lorsque,  dans  une  proposition,  certaines  parties 
de  la  ligure  deviennent  imaginaires,  la  proposition  donne  lieu  à 
plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  éléments  n'«îls  de  la  ligure.  Toul 


(•)  Je  me  propose  de  développer,  dans  cette  série  d'articles,  quelques  points  de 
la  théorie  des  sections  coniques  que  j'ai  laissés  de  cùté  dans  le  Cours  que  j*ai  pro- 
fessé à  la  salle  Gcrson.  Le  lecteur  pourra  consulter  sur  ces  questions  diverses 
Notes  que  j'ai  publiées  dans  le  Bulletin  de  la  Société philomathique  (iSQ-^-iSùg)^ 
et  ma  Note  Sur  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  Géométrie  de  l'espace  insérée 
dans  le  journal  L'/nstitut  (18  mai  1870). 
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théorème  exprime,  en  effet,  une  relation  entre  les  données,  rela- 
tion que  Ton  peut  représenter  par  l'équation 

R  =  o; 

si  quelques-unes  des  données  deviennent  imaginaires,  Téquation 
précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ce  qui  entraîne  les  deux  équations 

P  =  o        et        Q  =  o, 

équations  qui,  évidemment,  sont  l'expression  de  deux  théorèmes 
relatifs  aux  éléments  réels  de  la  figure. 

Pour  résoudre  complètement  les  questions  que  soulève  l'emploi 
des  imaginaires  en  Géométrie,  il  faut  donc  pouvoir,  d'une  propo- 
sition où  certains  éléments  sont  imaginaires,  dégager,  par  une  voie 
purement  géométrique  et  la  considération  seule  de  la  figure,  les 
propositions  réelles  qu'elle  comprend  dans  son  énoncé. 

On  pourrait  presque,  à  certains  égards,  dire  que  la  Géométrie 
en  est  actuellement  au  même  point  où  serait  l'Anal} se,  si  l'on  se 
contentait  de   montrer  que  toute  quantité  imaginaire  peut  être 

mise  sous  la  forme 

a  -f-  biy 

sans  indiquer  les  moyens  que  Ton  doit  employer  pour  la  réduire  à 
celte  forme. 

2.  Considérons,  dans  un  plan  réel,  une  droite  0(o  que  nous 
prendrons  pour  l'axe  d'un  système  de  coordonnées  isotropes  ;  con- 
sidérons en  même  temps  un  syslèine  de  coordonnées  rectangu- 
laires ayant  pour  axe  des  x  la  droile  0(o,  Taxe  des^  étant  la  per- 
pendiculaire élevée  en  O  à  la  droite  0(o. 

Soit  A  un  point  du  plan,  réel  ou  imaginaire,  et  soient 


j|,  _  Y  _^  rj  i 


ses  coordonnées  isotropes. 

Ce  point  sera  représenté  dans  le  plan  par  un  segment  rcprésen- 


i 


»  / 
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tdilif  aa',  iWIgine  a  de  ce  segment  étant  le  point  réel  situé  surU 
droite  isotrope  du  premier  système  qui  passe  par  A. 

Kn  coordonnées  rectangulaires,  Péqualion  de  celle  droite  6st 

d'où  Ton  voit  innnédiatcment  que  les  coordonnées  reclangula'**^* 

du  point  a  sont 

T  =  7,        et        r  —  fl. 

L'exïrémilé  a  du  segment  e.^l  le  point  réel  situé  sur  la  droite  i^^' 
irope  du  second  système  passant  par  A;  cette  droite  a  pour  é(|  *"^' 
lion 


V  —  —  /(  j'  —  *'  —  0  /  »  : 


donc  le  point  a'  a  pour  coordonnées 

./■  =  •'         cl         1=  —  0  : 

I  • 

d'où  cette  conclusion  : 

Étant  donne  un  point  A  dont  1rs  rot  r  Ion  née  s  isotropes  soi^  * 


Il     —   2   —    i  / , 


r  origine  de  son  segment  représentatif  a  pour  coordonnées  rec- 


tangulaires 


:r  =  a.  y  —  'i. 


et  les  coordonnées  de  lU*xtrémité  de  ces  segments  sont 


X  —  *;.         r  —    -  0. 


On  peut  dire,  si  Ton  veut,  que,  dans  \v  mode  de  rcpréscntalion 
cnij)lové  p«nr  Cancliy,  Torigine  du  segment  représente  la  quantité 
u  =^aL-i-  fJ/,  cL  que  Tcxlrémilé  rcprésenlr  la  cpiantilé  v  —  ùi con- 
juguée de  la  coordonnée  tr. 

;{.  Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  occupés  (pie  de  points  distri- 
bués d'une  façon  quelconque  dans  le  plan.  Supposons  maintenant 
que  nous  considérions  des  poinl^^  situés  sur  une  courbe  donnée  (C), 


SUR   l'emploi    des    imaginaires   en   géométrie.  101 

dont  réqualion  en  coordonnées  isotropes  soit 

Un  point  réel  a,  pris  arbitrairement  dans  le  plan,  pourra  tou- 
jours être  considéré  comme  l'origine  d'un  segment  représenlatif 
d'un  point  situé  sur  la  courbe. 

Soient,  en  effet,  a  et  ^  les  coordonnées  rectangulaires  de  ce 
point;  faisons,  dans  l'équation  (i),  /^=a-|-j3/;  cette  équation, 
résolue  par  rapport  à  ir,  nous  donnera  pour  cetle  variable  un  cer- 
tain nombre  de  valeurs;  ce  nombre  étant,  en  général,  égal  au 
degré  de  la  courbe,  mais  s'abaissiint  lorsque  la  courbe  passe  par 
les  ombilics. 

Soient  y  -+-  o/,  Y  '^  ^''>  •  •  •  '^^  différentes  valeurs  de  w  qui  cor- 
respondent ainsi  a  la  valeur  donnée  de  //;  il  est  clair,  d*après  ce 
qui  précède,  que  si  Ton  construit  les  points  dont  les  coordonnées' 
rectangulaires  sont  respectivement  v  et  —  8,  y'  et  —  8',  .  • .,  ces 
points,  que  je  désignerai  par  n'y  a'\  . . . ,  pourront  être  considérés 
comme  les  extrémités  d'aulant  de  segments  représentatifs  de  poinis 
situés  sur  la  courbe,  l'origine  commune  de  ces  segments  étant  le 
point  a. 

Pour  abréger,  je  dirai  que  ces  points^/',  a\  . . .  sont  associés  an 
point  cr;  si,  d*ailleurs,  la  courbe  est  réelle  (et  ici,  comme  dans  la 
suite,  j'entends  simplement  par  là  une  courbe  dont  l'équation  en 
coordonnées  rectangulaires  est  réelle),  cette  courbe  ne  peut  con- 
tenir un  point  sans  contenir  aussi  le  point  qui  lui  est  imaginairc- 
inent.  conjugué  :  donc,  dans  ce  cas,  si  a'  désigne  l'un  quelconque 
"^5   |:>oints  associés  à  un  point  donné  a,  a  est  aussi  l'un  des  points 

*•  -  Pour  étudier  complètement  une  courbe,  il  importe  de  rechei- 
die^*  comment  sont  distribués  dans  le  plan  les  segments  représen- 
laii  f^  jçj.  divers  points  situés  sur  une  courbe,  ou,  en  d'autres 
ï^^ri^-^es,  comment  se  déplace  l'extrémilé  du  segment  représentaîif 
^  *•  ^'^  point  de  la  courbe  lorsque  son  origine  se  déplace  elle-mémo 
J»«^>>leplan. 

ÏJivers  géomètres  allemands  se  sont  occupés  de  la  façon  dont  ou 
pt^Uvait  représenter  les  points  imaginaires  d'une  courbe,  et  ont 
c^is  à  ce  sujet  des  idées  qui  ont  été  reproduites  par  M.  Transon 


I03  GEOMETRIE. 

{Application  de  r Algèbre  directii'C  à  la  Géométrie;  Nouvelle^ 
Annales  de  Mathématiques,  i8t)8). 

L'équdlloQ  d\ine  courbe  en  coordonaées  rectangulaires  étaoC 

cl  i,  7t  élanl  un  des  systèmes  de  solutions  communes  de  celte 
équation,  on  représente,  diaprés  la  méthode  de  Cauchy,  les  quaa- 
lités  \  et  Tt  par  deux  points  a  et  /;.  Ces  deux  points  déterminent, 
on  cfTet,  parfaitement  le  point  de  la  courbe,  et  le  mode  de  relation 
(|ui  existe  entre  eux  caractérisa»  très  bien  cette  courbe. 

Mais  on  peut  faire  à  cette  solution  les  reproches  suivants  : 

i*^  Un  point  réel  de  la  courbe  est  toujours  (si  Ton  excepte  les 
points  qui  se  trouvent  sur  Taxe  des  x)  représenté  par  un  couple 
(le  points  séparés  ; 

2"  Le  mode  de  représentation  varie  suivant  le  système  d'axes 
que  l'on  a  choisi. 

Ce  dernier  inconvénient  suffirait  seul  à  faire  rejeter  en  Géomé- 
trie ce  mode  de  représentation;  comme  l'a  très  bien  dit  M.  Tran- 
son,  Téquation  proposée  ne  représente  plus,  à  vrai  dire,  une 
courbe  comme  dans  le  système  de  Descartes,  mais  un  mode  de 
transformation  dont  les  propriétés  se  rattachent  à  celles  de  la 
courbe. 

L'emploi  du  segment  représentatif,  défini  comme  je  Tai  dit  plus 
haut,  remrdic  à  tous  ces  inconvénients.  En  employant  l'équation 
en  coordonnées  isotropes  de  la  courbe  et  en  représentant  chaque 
couple  de  solutions  (f/,  w)  de  cette  é(|uatiom  par  les  points  réels 
du  plan,  qui,  dans  la  méthode  de  Cautrhy,  représentent  la  quan- 
ti lé  u  et  la  quantité  imaginaire  conjuguée  à  (r,  on  voit  : 

I"  Qu'un  point  réel  de  la  courbe  est  représenté  par  ce  point 
lui-même; 

:>."  Qu'un  point  imaginaire  est  toujours  représenté  parle  même 
segment,  quels  que  soient  les  axes  auxquels  on  ait  rapporté  la 
figure. 

Kn  réalité,  ces  axes  ne  jouent  aucun  rôle  dans  la  question; 
l'élude  de  la  distribution  dans  h;  plan  des  segments  représentatifs 
des  points  d'une  courbe  est  une  étude  de  parc  géométrie;  et  si, 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  on  peut  avoir  intérêt  à  se 
seryir  de  l'analyse  et  à  faire  intervenir  des  axes  coordonnés,  les 
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résultats  sont  toujours  îndépendanls  du  choix  de  ces  axes,  et  leur 
emploi  est  par  là  même  facilité. 

Poar  éclaircîr  ce  qui  précède,  je  mentionnerai  ici  immédiate- 
ment quelques  propositions  très  simples  et  que  Ton  peut  facile- 
ment démontrer  par  les  considérations  de  la  Géométrie  les  plus 
élémentaires.  J'aurai  lieu  plus  tard  d'en  développer  les  consé- 
quences. 

I**  Élanl  donné  un  cercle  réel,  pour  qu'un  segment  ad  repré- 
sente un  point  situé  sur  ce  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  a 
et rt  soient  réciproques  par  rapport  à  ce  cercle; 

t  Etant  donnée  une  ellipse  réelle,  pour  qu'un  segment  aa! 
représente  un  point  situé  sur  cette  ellipse,  il  faut  et  il  sufiit  que 
les  deux  points  a  et  a!  soient  situés  sur  une  hyperbole  homofocale 
à  Tellipse,  et  que  la  droite  aa' soit  parallèle  à  Tune  des  normales 
que  l'on  peut  mener  à  l'ellipse  aux  points  où  elle  est  coupée  par 
l'hyperbole. 

Ces  notions  peuvent  être  encore  présentées  d'une  façon  plus 
nette  et  plus  précise;  mais  comme  leur  développement  m'éloigne- 
raitun  peu  du  sujet  que  je  traite  ici,  je  renverrai  le  lecteur  à  ma 
^ote  Sur  remploi  des  imaginaires  dans  la  Géométrie  de 
l'espace, 

0.  Lorsqu'un  point  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  courbe 
donnée  (C),  on  peut  fixer  sa  position  simplement  par  celle  de 
'ongineue  son  segment  représentatif. 

Celle  origine  correspond,  il  est  vrai,  à  plusieurs  points  de  la 
courbe^  en  la  désignant  par  a  et  en  désignant  par  a',  a",  .  • .  les 
divers  points  associés  à  a,  on  voit  en  effet  que  (a,  a'),  (a,  a!')^  ... 
«désignent  tous  des  points  de  la  courbe,  représentés  par  des  seg- 
'nenls  ayant  pour  origine  le  point  a. 

l^i^s  donc  que  l'on  se  donne  le  point  a,  on  ne  détermine  pas 
complètement  le  point  de  la  courbe  qu'il  représente.  Celte  indéter- 
"™'naiion  peut  être,  comme  on  le  sait,  levée  de  plusieurs  façons. 

^nsidërons,  avec  Cauchy,  un  des  points  associés  au  point  a,  et 
^^'^o  ce  poinl,  en  sorte  que  (a,  a')  désigne  un  des  points  de  la 
courbe;  si  Ton  admet  que  le  point  a  se  déplace  en  décrivant  une 
courbe  continue  sans  jamais  passer  par  audun  des  points  auxquels 
correspondent  deux  points  associés  confondus  en  un  même  poinl. 
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l'exti'émilé  du  segmenl,  dont  Toiigine  sera  le  point  mobile,  sera 
elle-même  bien  délerminëe  sans  ambiguïté,  si  l^on  admet  que  le 
point  de  la  courbe  s^est  déplacé  lui-même  d'une  façon  continue. 

Ces  points  critiques  qui,  dans  la  théorie  de  Caucliy,  jouent  un 
rôle  fondamental,  sont,  il  est  facile  de  le  voir,  les  points  singii^ 
liers  et  \es  foyers  de  la  courbe. 

Si  Ton  suppose  que  le  point  6r,  représenlatif  du  point  variable 
de  la  courbe,  se  meut  dans  un  contour  ne  comprenant  aucun  des 
foyers  ni  des  points  singuliers  de  la  courbe,  le  point  de  la  courbe 
qu'il  représente  est  parfaitement  déterminé.  Dans  le  cas  contraire, 
pour  savoir  quel  point  il  représente,  il  faut  connaître  te  chemin 
qu*il  a  suivi  dans  son  déplacement  depuis  sa  position  initiale. 

On  peut  encore  lever  Tindélermination  en  supposant,  avec 
Riemann,  que  le  plan  se  compose  d'une  série  de  feuillets  super- 
posés. Ainsi,  un  point  quelconque  d'une  ellipse  peut  être  repré- 
senté par  un  point  qui  se  meut  sur  deux  feuillets  appliqués  sur  le 
plan  de  Tellipse  et  soudés  entre  eux  le  long  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  fovers  de  la  courbe. 

Au  point  de  vue  géométrique,  la  conception  de  Iliemann 
semble  préférable  à  celle  de  Cauchy;  mais,  pour  le  moment,  je  ne 
nrélcndrai  pas  davantage  sur  ce  sujet,  qui  ne  présente  d^inlérêt 
que  dans  les  applications  du  calcul  intégral  à  la  Géométrie. 

6.  D'après  ce  qui  précède,  on  voit  qu'un  point  (réel  ou  imagi- 
naire) situé  sur  une  courbe  donnée  peut  être  représenté  par  un 
seul  point  réel  de  son  plan  ;  ce  point  est  le  point  réel  situé  sur  la 
droite  isotrope  du  premier  système  qui  passe  par  le  point  donné. 
Quand  le  point  donné  e^^t  réel,  le  point  qui  le  représente  se  con- 
fond avec  lui. 

Nous  pourrons  nous  représenter  le  déplacement  d'un  point  sur 
une  courbe,  que  les  poî^itions  successives  de  ce  point  soient 
réelles  ou  imaginaires,  par  la  courbe  que  trace  dans  le  plan  son 
point  représentatif,  déterminé  comme  je  viens  de  le  dire. 

En  général,  on  peut  se  représenter  la  façon  dont  varie  une 
quantité  z  en  fixant  la  valeur  de  cette  quantité  d'après  la  position 
qu'occupe  un  point  mobile  sur  une  courbe  arbitrairement  choisie 
du  reste. 

Lorsque  la  variable  z  prend  des  valeurs  imaginaires,  la  position 
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du  point  mobile,  qui  détermine  sa  valeur,  peut  élre,  comme  je  l'ai 
dit,  représentée  par  un  point  réel  du  plan,  et  la  courbe  décrite 
|3ar  ce  point  donne  une  idée  très  nette  de  la  façon  dont  varie  z. 

Ces  considérations  se  prêtent  aisément  à  Tapplication  du  calcul 
i  Dlégral  à  la  Géométrie. 

Concevons  en  eflet  une  courbe  algébrique  (C)  et  une  intégrah* 
dans  laquelle   la   variable  soit  représentée   par   la   position    d'un 
|}oint  mobile  sur  cette  courbe^  supposons,  par  exemple,  que  i'élé- 
Mnent  de  Tintégrale  soit  de  la  forme 

Pc/s, 

^  désignant  un  élément  de  la  courije  et  P  une  fonction  dont  la 
valeur  ne  dépend  que  de  la  position  du  poini  sur  la  courbe  et  nul- 
lement des  axes  auxquels  on  peut  la  rapporter. 

On  comprendra  facilement  que,  pour  étudier  cette  intégrale,  il 
soit  avantageux  de  considérer  la  variable  comme  représentée  par 
la  position  d*un  point  mobile  sur  la  courbe,  au  lieu  de  la  repré- 
senter par  la  position  d*un  point  mobile  sur  un  axe  auxiliaire  que 
Ton  introduit  arbitrairement  et  sans  qu'il  joue  un  rôle  quelconque 
dans  la  (piestion. 

Les  intégrales  géométriques  dont  je  viens  de  parleront  un  sens 
parfaitement  net,  indépendamment  des  axes  auxiliaires  que  Ton 
peut  employer  pour  la  l'acililé  des  calculs;  il  est  donc  essentiel  de 
pouvoir  les  traiter  d'une  façon  purement  géoméirique,  ou  du 
nioins,  si  Ton  est  obligé,  dans  l'emploi  de  l'analyse,  à  se  servir 
(l'axes  coordonnés,  d'employer  un  système  de  coordonnées  qui 
laisse  en  évidence  ce  caractère  g«'ométrique  des  intégrales.  C'c>l 
à  quoi  l'on  parviendra  par  Temploi  des  coordonnées  isotropes. 

Il  résulte,  du  reste,  des  beaux  travaux  de  Riemann  et  de 
M.  Clebscb,  que  ces  intégrales  géométriques  comprennent  toutes 
les  intégrales  d'origine  algébrique. 

Les  considérations  qui  précèdent  sont,  au  fond,  le  développe- 
ment des  idées  de  Caucby.  L'illustre  géomètre  fixe  la  valeur  de  la 
variable  par  la  position  d'un  point  sur  une  ligne  droite;  lorsque  ce 
point  est  imaginaire,  il  le  représente  comme  nous  par  le  poinl 
réel  situé  sur  la  droite  isotrope  du  premier  système  que  l'on  peut 
mener  par  le  point  donné. 
A  chaque  courbe,  comme  Ta  montré  M.  Clebscb,  se  rattachent 
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un  certain  nombre  d'intégrales  qui  jouent  un  rôle  des  plos  impor- 
tants dans  la  théorie  de  celte  courte;  il  semble  donc  naturel,  pour 
étudier  ces  intégrales,  de  fixer  la  valeur  de  la  variable  parla  posi- 
tion d^un  point  mobile  sur  cette  courbe  elle-même. 

II.  —  Représentation  des  points  situés  sur  une  droite  donnée. 

7.  Considérons  une  droite  réelle  ou  imaginaire  tracée  dans  uKi 
plan.  Supposons- la  rapportée  à  un  sj'stème  de  coordonnées  îso — 
tropes,  vi  soit  Ow  Taxe  des  coordonnées.  Soit  A  un  point  mobile 
(le  la  droite  dont  les  coordonnées  soient 

«•  =  Y  -+-  0 1  ; 

romnic  jo  Tai  montré  ci-dessus,  les  coordonnées  de  l'origine  a  et- 
de  Textrémité  (t'  du  segment  représcntalif  de  A  seront  respective-^ 
ment 

X  —  at,  r  =  3, 

y   ^  Y.  V  -:  -  0. 

Soit  a"  le  point  symétrique  du  point  a'  par  rapport  à  Taxe  Oco, 
<os  coorilonn«»es  soroni 

on  sorte  que,  si  nous  adoptons  pour  un  instant  le  langage  de 
TAIi^èbro  directive,  les  longueurs  Oa  et  Oa"  représenteront  les 
doux  ooonlonnt*e<  tt  et  a*. 

l'os  coordonnées  sont  liées  entre  elles  par  une  relation  linéaire 
que  Ton  piMit  mettre  sous  la  tornie  suivante  : 

%i-  —.  rr^\  u  ^^  m, 

r  ol  6  ét;int  doN  quantités  réelles  et  m  une  quantité  imaginaire.  Le 
\eoleur  Oii'  peut  donc  se  déduire  de  Oa  au  moven  des  trois  opé- 
rait ion<  sui\ante<  : 

r'  K«  uiullipliânl  le  \ecleur  Oii  par  Li  quantité  réelle  r:  cette 
opération  u  pour  but  de  dilater  lou<  les  vecteur»  dans  un  rapport 
ooDSiaiil*  eu  >orte  qu*aprt^>  ropèralion  la  tigure  formée  par  les 
poinU  <i'  est  iiomotliélique  à  celle  formée  par  i«r$  points  a; 


't' 
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2°  £n  multIplIaDt  le  résultat  obtenu  par  e^';  l'opération  a  pour 
résultat  de  faire  tourner  la  figure  précédemment  obtenue  autour  du 
|îoial  0  de  l'angle  6; 

S''  En  ajoutant  au  deuxième  résultat  obtenu  la  quantité  m; 
le  résultat  de  l'opération  est  de  transporter  la  figure  parallèlcmenl 
à  elle-même. 

D'où  celle  conclusion  : 

La  figure  formée  par  les  points  a  et  la  figure  formée  par 
les  points  a!'  sont  deux  figures  directement  semblables. 

Remarquons  maintenant  que  la  figure  formée  par  les  points  a' 
est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  0(o  de  la  figure  formée  par  les 
points  a',  a". 

D'où  celle  conclusion  : 

Si  un  nombre  quelconque  de  segments  représente  des  points 
situés  sur  une  même  ligne  droite,  le  polygone  formé  par  les 
origines  de  ces  segments  et  le  polygone  formé  par  leurs  extré- 
mités sont  deux  polygones  semblables  et  inversement  placés. 

Deux  points  suffisant  pour  déterminer  une  droite,  la  réciproque 
de  celle  proposition  est  évidemment  vraie. 

0.  Les  considérations  qui  précèdent  mènent  facilement  à  la 
solulioD  de  divers  problèmes  très  simples  que  l'on  peut  se  propo- 
sersuries  droites,  mais  que  je  développerai  avec  quelques  détails, 
parce  qu'ils  me  seront  utiles  par  la  suite. 

PROBLÈME  I.  —  Une  droite  étant  définie  par  deux  points 
\^)^')  et  (6,  b');  étant  donné  un  point  réel  quelconque  du 
pian,  sien  le  considère  comme  l'origine  du  segment  représen- 
^^fif  d\in  point  de  la  droite,  trouver  son  extrémité. 

^^*t  c  le  point  donné;  on  construira  le  point  c'  tel  que  le 
""'^Dgle  a!Vd  soit  semblable  au  triangle  abc  et  inversement  placé  ; 
lepoinic'  sera  le  point  demandé. 

'•^OBLÈME  II.  —  Une  droite  étant  définie  par  deux  points 
(^»  Q  )  et  (6,  6'),  trouver  le  point  réel  situé  sur  cette  droite. 

^oil  X  le  point  cherché;  ce  point  étant  réel,  le  segment  qui  le 
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représenle  est  xx  :  les  deux  triangles  xab  el  xo!V  doivent  donc 
être  semblables  el  inversement  placés. 

Consiriiisons  le  cercle  lieu  des  points  dont  les  distances  à  a  el  </ 
soient  dans  le  rapport  de  ab  à  a! U  \  construisons  le  cercle  lieu  des 
points  dont  les  distances  À  b  elb'  soient  dans  le  même  rapport.  Ces 
deux  cercles  se  coupent  en  deux  poinis  réels  x'  eix";  on  choisira 
celui  de  ces  deux  points  qui,  joint  aux  points  (a,  b)  el  {a',  6'), 
donne  deux  triangles  semblables  inversement  placés. 

Problème  HI.  —  Une  droite  étant  définie  par  deux  points 
(rt,  a')  et  (6,  //),  et  une  autre  droite  étant  définie  par  deux 
autres  points  (a,  a')  et  (jî,  ^'),  trouver  leur  point  de  rencontre. 

Déterminons  les  extrémités  des  segments  qui  représentent  des 
poinis  de  la  deuxième  droite  et  ont  pour  origine  les  points  a  et  b 
(problème  1);  soient  {f  et  b"  ces  extrémités:  soit  (j:,  xf)  le  point 
d'intersection  cberché. 

Les  points  (a,  (i')y  (b,  &'),  (x,  x')  étant  en  ligne  droite,  les 
triangles  abx  et  a'b'x^  sont  semblables  el  inversement  placés. 

Les  points  («,  «"),  (6,  6"),  (x,  x')  étant  aussi  en  ligne  droite, 
les  iriangles  abx  cl  c^b" x'  sont  aussi  semblables  el  inversement 
placés. 

Donc  les  triangles  a' b' x'  et  a^ b" x*  sont  semblables  et  sembla- 
blemenl  placés.  On  construira  les  deux  cercles  lieux  des  points 
dont  les  dislances  à  a'  el  a"^  el  à  b*  et  //'  sont  dans  le  rapport 
(!e  a' b'  à  a" b" .  Ces  deux  cercles  se  couperont  en  deux  points  réels: 
on  choisira  de  ces  deux  points  celui  qui,  joint  aux  points  (a',  b'^ 
et  [a"  y  //'),  donne  deux  Iriangles  semblables  el  semblable  ment 
placés.  Ce  point  sera  le  point  a?';  au  mojen  du  problème  I,  on  en 
déduira  le  point  .r. 
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Bulletin  de   la  Société  philomathifjue;    x^-o. 


I.  On  sail,  depuis  les  travaux  de  Poncelel,  que  tous  les  cercles 
tracés  dans  un  même  plan  passent  par  deux  points  fixes  imagi- 
naires situés  sur  la  droite  de  Tinfini.  Je  désignerai  par  I  et  J  ces 
deux  points  remarquables  que,  dans  une  Note  publiée  dans  les 
Comptes  rendus  (janvier  i865),  j'ai  proposé  de  nommer  ombilics 
du  plan.  J'appelle  droite  isotrope  toute  droite  du  plan  considérr 
qui  passe  par  Tun  des  points  I  et  J;  Tenscuible  de  ces  droites 
forme  deux  systèmes  bien  distincts,  l'un  composé  de  droites  paral- 
lèles entre  elles  et  passant  par  le  point  I,  l'autre  de  droites  égale- 
ment parallèles  et  passant  par  le  point  J. 

Par  tout  point  d'un  plan  passent  deux  droites  isotropes  de 
systèmes  différents,  dont  l'ensemble  forme  un  cercle  de  rayon  nul. 
Dans  un  plan  réel,  toute  droite  isotrope  renferme  un  point  réel  et 
n'en  renferme  évidemment  qu'un;  c'est  le  point  où  elle  coupe  la 
droite  isotrope  qui  lui  est  imaginairement  conjuguée  ('). 

Si,  par  un  point  fixe,  réel  ou  imaginaire,  on  mène  divers  plans, 
chacun  de  ces  plans  contient  deux  droites  iî>otropes  passant  par  le 
point  fixe.  Les  droites  ainsi  obtenues  sont  situées  sur  un  ujême 


(  '  )  Je  dis  que  deux  points  sont  imaginairement  conjugués,  l()rs(|uc  leurs  coor- 
fiiinnées,  prises  par  rapport  à  un  système  d'axes  réels  quelconque,  sont  d<-s  quan- 
tités imaginaires  conjuguées.  Un  point  réel  est  à  lui-même  son  conjugué. 

I>eux  courbes  sont  imaginairement  conjuguées,  lorsque  les  équations  de  cha- 
cune d'elles  se  déduisent  des  équations  de  l'autre  en  changeant  le  signe  du  sym- 
bole imaginaire  <. 

Une  courbe  réelle  est  à  elle-même  sa  propre  conjuguée. 
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côoe  du  second  degré,  que  l^on  peut  aussi  considérer  comme  une 
sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  fixe  et  qui  jouit  de 
toutes  les  propriétés  de  la  sphère.  Ainsi,  par  exemple,  toute  sec- 
lion  plane  de  ce  cône  est  un  cercle,  et  le  centre  du  cercle  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  du  cône  sur  le 
plan. 

Je  désignerai  sons  le  nom  de  cône  isotrope  le  cône  ainsi  formé 
par  toutes  les  droites  isotropes  qui  passent  par  un  même  point. 
Tous  les  cônes  isotropes  coupent  le  plan  de  Tinfini  suivant  une 
même  conique,  commune  à  toutes  les  sphères  tracées  dans  l'espace 
et  que  Ton  peut  appeler  Vonibilicale. 

Par  une  droite,  on  peut  généralement  mener  deux  plans  tan- 
gents à  Tombilicale;  j'appellerai  ces  plans  plans  isotropes.  Le 
couple  de  plans  isotropes,  passant  par  une  droite  donnée,  est  coupé 
par  un  plan  perpendiculaire  à  celte  droite  suivant  deux  droites 
isotropes.  Par  une  droite  isotrope,  on  ne  peut  faire  passer  qu'un 
seul  plan  isotrope,  puisque  celte  droite  coupe  le  plan  de  Tinfini  eu 
un  point  de  Pombilicale. 

â.  Ces  définitions  établies,  concevons  un  point  imaginaire  de 
l'espace,  a  et  le  point  a'  qui  lui  est  imaginairement  conjugué.  Pwr 
chacun  de  ces  points  passe  un  cône  isotrope;  les  deux  cônes  ainsi 
obtenus  se  coupent  suivant  un  cercle  réel  A,  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  imaginai- 
rement conjugués  a  et  a' \  le  centre  de  ce  cercle  est  le  point 
réel  O,  qui  est  le  milieu  du  segment  aa!  et  la  distance  Oa  étant 
lejjrésentée  par  R/,  son  rayon  a  pour  valeur  la  grandeur  réelle  R. 

il  est  clair  que  les  deux  points  imaginaires  a  et  a'  déterminent 
complètement  le  cercle  A;  réciproquement,  étant  donné  le  cercle 
réel  A,  par  ce  cercle  on  ne  peut  faire  passer  que  deux  côues  iso- 
tropes dont  les  sommets  sont  les  points  a  et  a  ,  La  position  de  ce 
cercle  dans  l'espace  détermine  donc  complètement  ces  deux  points. 

Je  dirai  que  le  cercle  réel  A,  ainsi  déterminé,  est  le  cercle 
représentatif  àyx  couple  de  points  imaginaires  a  et  a',  couple  (|ue 
je  désignerai  par  la  notation  (A);  réciproquement,  le  cercle  A, 
déterminé  comme  précédemment  par  les  deux  points  a  et  a',  sera 
désigné  par  la  notation  (^i,  a'). 

Le  cercle  A  ou   (a,  a')  représente  ainsi  l'ensemble  des  deux 
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points  imaginaires  conjugués  a  et  a';  dans  certaines  questions,  il 
est  nécessaire  de  pouvoir  distinguer  ces  deux  points  l*un  de  l^autre. 
A  cet  effet,  l'on  peut  imaginer  que  le  cercle  A  soit  décrit  dans  un 
certain  sens  par  un  point  mobile;  le  sens  dans  lequel  il  sera  sup- 
posé décrit  déterminera  celui  des  deux  points  a  et  a  dont  il  sera 
la  représentation.  AGn  de  fixer  les  idées,  supposons  que  dans  un 
système  de  coordonnées  quelconque,  mais  d'ailleurs  réel,  les  coor- 
données d'un  point  m  soient  respectivement 

le  sens  dans  lequel  on  supposera  décrit  le  cercle  représentatif  du 
point  m  sera  tel  qu'un  spectateur,  ayant  l'œil  placé  à  l'origine  des 
coordonnées,  voie  le  point  mobile,  décrivant  le  cercle,  se  mouvoir 
dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre  ou  en  sens 
inverse,  suivant  que  la  quantité  (aa  4- 6p  H- cy)  est  positive  ou 
négative. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  si  cette  quantité  a  un  signe  donnr 
pour  le  point  a,  elle  aura  le  signe  contraire  pour  le  point  imagi- 
nairement  conjugué  m'.dont  les  coordonnées  sont 

X  =  a  —  a  e ,        y  =  b  —  P  «',         z  =  c  —  -^i. 

3.  Dans  la  plupart  des  recherches  de  géométrie,  l'on  a  à  consi- 
dérer, par  couples,  des  points  réels  ou  qui  ne  sont  pas  imaginai- 
rement  conjugués.  J'étendrai  à  ces  cas  les  notions  établies  précé- 
demment. Ainsi  a  et  b  désignant  deux  points  quelconques  de 
l'espace,  je  désignerai  par  (a,  b)  le  cercle  qui  résulte  de  l'inter- 
section des  cônes  isotropes  ayant  pour  sommets  ces  deux  points; 
ce  cercle  sera  généralement  imaginaire  et  ne  deviendra  réel  que 
dans  le  cas,  examiné  précédemment,  où  les  points  considérés  sont 
imaginairemenl  conjugués.  De  même,  C  désignant  un  cercle  quel- 
conque de  l'espace,  je  dénoterai  par  le  symbole  (C)  les  deux 
points  qui  sont  les  sommets  des  cônes  isotropes  passant  par  c(.> 
cercle. 

4.  Considérons  dans  l'espace  une  courbe  géométrique  quel- 
conque, réelle  ou  du  moins  (pour  le  moment,  je  me  restreindrai 
à  ce  cas  de  beaucoup  le  plus  intéressant)  définie  par  des  équations 
réelles;  c'est-à-dire    telle  que,    lorsqu'elle   passe   par   un    point 
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imaginaire,  elle  passe  égalemenl  par  le  point  imaginairemeot  ^7^^°* 
jiigué. 

Etanl  donné  un  cercle  réel  de  Tespace,  ce  cercle  représenl^    *"* 
couple  de  points  imaginairenient  conjugués;  el,    pour  que     ^^ 
points  apparlicnnenl  à  la  courbe  donnée,  il  est  nécessaire  que   '^ 
cercle  satisfasse  à  crrlaines  conditions  déterminées  par  la  nature 
(li;  la  courbe  et  dont  l'étude  forme,  pour  ainsi  dire,  un  prolonge" 
ment  géométrique  de  la  théorie  de  celle  courbe  elle-même.  Pour 
(M  hiiroir  ces  considérations  générales  et  montrer  les  diverses  ques- 
tions auxquelles  elles  se  rattachent,  j'en  lerai  tout  d'abord,  el  avec 
rpielques  détails,  l'application  aux  courbes  gauches  qui  résultent 
de  l'interseclion  d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  ordre, 
(Ml  m'appuyant  sur  les  propriétés  connues  des  surfaces  anallag- 
matiques. 

5.  M.  Moutard  a  appelé  surfaces  aiuilUignuitiques  du  qua^ 
trième  ordre  des  surfaces  qui  peuvent  être  legardées  comme  Ten- 
\cloppc  de  sphères  mobiles  qui  coupent  orthogonalemenl  une 
sphère  fixe,  tandis  que  leurs  centres  décrivent  une  surface  du 
second  degré;  dans  tout  ce  qui  suit,  je  les  désignerai  simplement 
sous  le  nom  de  surfaces  anallagmaiiques ;  leur  degré,  qui  esl, 
en  général,  le  quatrième,  peut  d'ailleurs  s'abaisser  au  troisième, 
lorsque  la  surface  lieu  des  centres  des  sphères  mobiles  esl  un 
paraboloïde,  el  même  au  second,  puisque  les  surfaces  du  second 
degré  sont  comprises  dans  la  famille  des  surfaces  anallagmatiques. 

La  définition  donnée  ci-dessus  peut  être  légèrement  modifiée 
(le  la  façon  suivante.  Klant  donnés  une  s[)hère  fixe  S  el  un  plan 
<jiieIcon(|ue  V  coupant  cette  sphère  suivant  un  cercle  C,  on  penl, 
par  ce  cercle,  faire  passer  deux  cônes  isotropes.  Soient/?  et  />'  les 
sommets  de  ces  cônes;  ces  deux  points,  qui,  d'après  ce  (|ue  j^ai 
illl  ci-dessus,  pourraient  être  représentés  parla  notation  (C),  sonl 
iécipro(jues  par  rapport  a  la  sphère  S;  pour  abréger  le  discours, 
je  dirai  que  ces  deux  points  sont  associés  au  plan  P  el  réciproque- 
iiiont  que  le  plan  P  est  le  plan  associé  aux  points/?  et/?'  ('). 

Cela  posé,  on  peut  détinir  une  surlace  anallagmaliquc  donnée  K, 


(')  \i»ir  linllelin  de  la  Socictc  /t/til<t/na//iif/m'  <  iiiai>  iN^S),  ma  Noie  sur  les 
i>ccli(>iis  ciioultiires  ile<  surfiiccs  iiiiulliigii)alique<>. 
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comme  le  lieu  des  poinls  associés,  par  rapport  à  «ne  sphère  fixe  S, 

des  diflorenls  plans  que  Ton  peut  mener  tangentiellement  à  une 

surface  du  second  degré  A.  L'intersection  des  surfaces  S  et  A  est 

une  biquadratique  F  qui  est  Tune  des  cinq  focales  de  la  surface; 

les  quatre  autres  focales  correspondant  aux  quatre  autres  modes 

de  génération   dont    la  surface   est   susceptible  (').    En    chaque* 

poinl  m  de  la  surface  anallagmatique,   la  normale  passe  par  le 

point  où  le  plan  associé  au  point  m  touche  la  surface  A. 

Soit  G  une  génératrice  recliligne  de  celte  dernière  surface,  et 
soient  rt,  a'  les  points  où  celte  génératrice  s'appuie  sur  la  focale  F, 
L'on  voit  facilement  que,  tandis  que  le  plan  mobile  qui  sert  à 
décrire  la  surface  se  déplace  le  long  de  la  droite  G  en  tournant 
auloiir  de  cette  droite,  les  points  associés  au  plan  tangent  dans 
ses  diverses  positions  décrivent  un  cercle;  et  ce  cercle  est  préci- 
sément l'intersection  des  deux  cônes  isotropes  ayant  pour  sommets 
les  points  a  et  a',  cercle  que  nous  pouvons  désigner  par  la  nota- 
tion («,  a').  A  chaque  génératrice  rectiligne  de  A  correspond  donc 
une  génératrice  circulaire  de  11;  et,  comme  chacun  des  plans  tan- 
gents à  la  surface  A  passe  par  une  génératrice  rectiligne  de  même 
système  que  G,  l'on  voit  que  la  surface  anallagmaliqùe  peut  être 
considérée  comme  engendrée  par  les  différents  cercles  correspon- 
dant aux  génératrices  du  même  système  que  G.  Aux  génératrices 
reclilignes  de  A,  du  système  différent  de  celui  de  G,  correspond  un 
autre  système  de  sections  circulaires  de  R;  les  deux  systèmes  ainsi 
obtenus  forment  un  groupe  de  cercles  que,  pour  plus  de  clarté,  je 
dirai  appartenir  au  mode  de  génération  défini  par  la  focale  F,  ou 
simplement  à  la  focale  F.  A  chacun  des  quatre  autres  modes  de 
génération  de  la  surface  correspond  un  autre  groupe  de  cercles 
situés  sur  la  surface  et  appartenant  à  la  focale  définissant  le  mode 
de  génération  considéré.  L'on  peut  donc  définir,  de  la  façon  sui- 
vante, les  surfaces  anallagmatiques  au  moj'cn  de  leurs  sections  cir- 
culaires. 

Étant  donnée  une  biquadratique  sphérique  F,  si  l'on  fait  passer 
par  cette  courbe  une  surface  du  second  degré  quelconque  et  si, 
pour  chaque  génératrice  rectiligne  d'un  système  donné  de  cette 


(*)   Voir  dans  le  Bulletin  de    la  Société  philomathique  (janvier  1868)    ma 
Note  sur  quelques  propriéléâ  des  surfaces  anallagmaliques. 

L    -  II.  s 
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surface,  on  construit  le  cercle  qui  résulte  de  rinterseclion  des 
cônes  isotropes  ajant  pour  sommets  les  points  où  cette  généra- 
trice s^appuie  sur  la  courbe,  le  lieu  des  cercles  ainsi  obtenus  est 
une  surface  anallagmatique  ayant  F  pour  focale;  et  le  système 
formé  par  ces  cercles  appartient  à  cette  focale. 

6.  Dans  ce  qui  précède,  je  n'ai  fait  aucune  hypothèse  sur  la 
nature  de  la  surface  A,  non  plus  que  sur  sa  position  relative  par 
rapport  à  la  sphère  S.  Les  génératrices  reclilignes  de  A  peuvent 
être  imaginaires,  ou  bien,  étant  réelles,  elles  peuvent  traverser  la 
sphère  et  la  couper  en  deux  points  réels.  Dans  ces  deux  cas  les 
sections  circulaires  correspondantes  de  Fanallagmatique  sont  ima- 
ginaires. Pour  qu'un  cercle  C,  correspondant  à  ime  génératrice 
recliligne,  soit  réel,  il  faut  et  il  sufGt  évidemment  que  cette  géné- 
ratrice soit  réelle  et  extérieure  à  la  sphère;  elle  coupe  alors  cette 
sphère  en  deux  points  imaginairement  conjugués  de  la  focale  F,  et 
le  cercle  C  est  ce  que  j'ai  appelé  le  cercle  représentatif  de  ces 
deux  points. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

LorsqiCun  système  de  sections  circulaires  dUtne  surface 
anallagmatique  y  appartenant  à  une  focale  F  de  cette  sur- 
face,  est  réel,  les  points  imaginaires  représentés  par  ces 
cercles  sont  situés  sur  la  courbe  F. 

Si  l'on  imagine  toutes  les  surfaces  anallagmatiques  qui  ont  pour 
focale  une  biquadralique  sphérique  donnée  F  et  toutes  les  sections 
circulaires  réelles  de  ces  surfaces  qui  appartiennent  à  F,  on 
obtiendra  ainsi  les  cercles  représentatifs  de  tous  les  points  imagi- 
naires de  la  courbe  F.  En  effet,  si  un  cercle  C  représente  un  point 
imaginaire  de  F,  la  droite  réelle  qui  joint  les  points  imaginaires  (C), 
détermine  avec  la  courbe  F  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  cet 
hjperboloïde  détermine  une  surface  anallagmatique  avant  F  pour 
focale  et  passant  par  le  cercle  C.  D'où  la  conclusion  suivante  : 

«  Pour  qu'un  cercle  réel  représente  un  couple  de  points  imagi- 
naires situés  sur  une  biquadralique  sphérique  donnée  F,  il  faut  et 
il  suffit  que  ce  cercle  soit  situé  sur  une  surface  anallagmatique 
ajaiit  F  pour  focale  et  qu'il  appartienne  au  mode  de  description 
caractérisé  par  cette  focale.  » 
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7.  La  façon  dont  j^ai  défini,  §  5,  les  surfaces  anallagmatiques, 
au  inoyen  de  leurs  seclions  circulaires,  s'étend  d*elle-même  au 
cas  où  ces  surfaces  ont  un  plan  de  symétrie  ;  dans  ce  cas,  l'une  des 
sphères  principales  se  réduit  à  un  plan,  ainsi  (jue  la  surface  du 
second  degré  correspondante,  et  les  d«Minitions  que  j'ai  données 
j)récédemmenl,  la  définition  comme  enveloppes  de  sphères  et  la 
définition  par  points,  deviennent  illusoires.  Mais,  avant  d'aborder 
ce  sujet,  il  est  nécessaire  d'exposer  quelques  considérations  très 
simples  sur  la  transformation  des  figures  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

Etant  donnés  un  point  quelconque  a,  réel  ou  imaginaire,  et  le 
cône  isotrope  ayant  ce  point  pour  sommet,  il  est  clair  que,  par 
une  transformation  quelconque  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
ce  cône  isotrope  se  transforme  en  un  autre  cône  isotrope  ayant 
pour  sommet  le  point  qui  correspond  au  point  a.  Si  donc  l'on  a 
deux  points  quelconques  a  et  6,  au  cercle  (a,  6)  correspondra, 
après  la  transformation,  le  cercle  (a,  ^),  a  et  ^  désignant  les 
points  qui  correspondent  aux  points  a  et  b. 

Imaginons  une  surface  anallagmatique  comme  le  lieu  des  diffé- 
rents cercles  (a,  «/),  (6,  6'),  (c,  r'),  .  .  .  déterminés  par  les  points 
où  les  génératrices  d'une  surface  du  second  ordre  aa',  bV s  cc\  . .  . 
s'appuient  sur  un  biquadratique  sphérique  F  et  effectuons  sur 
cette  figure  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
La  courbe  F  se  transformera  en  une  autre  biquadratique  sphé- 
rique 4>;  sur  cette  courbe  <ï>,  aux  points  a,  «',  6,  b' y  ...  corres- 
pondront des  points  (a,  a'),  (p,  p'),  ...,  et  la  surface  transformée 
de  la  surface  donnée  sera  le  lieu  des  cercles  (a,  a'),  (6,  6'),  .... 
D*où  l'on  peut,  en  passant,  tirer  cette  conséquence,  que  les 
droites  aa',  p^',  yy',  ...  sont,  comme  les  droites  aa\  bb' .  cc\  ..., 
les  génératrices  d'une  même  surface  du  second  ordre. 

Considérons  maintenant  une  biquadratique  sphérique  F  et  une 
surface  du  second  degré  quelconque  A,  passant  par  cette  courbe. 
Toutes  les  génératrices  d'un  même  système  de  A,  telles  que  a(t\ 
peuvent  être  obtenues  en  choisissant  arbitrairement  une  généra- 
trice ss'  de  l'autre  système  et  en  menant  des  plans  par  cette  der- 
nière génératrice.  Ces  divers  plans  couperont  la  sphère  suivant 
des  cercles  passant  par  les  deux  points  fixes  s  et  s'  et  chacun  de 
ces  cercles  coupera  la  courbe  F  en  deux  points  variables  a  et  a' 
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situés  sur  une  même  généralrice  de  A;  le  lieu  des  cercles  (a,  a') 
est  Tanallagmalique  définie  par  la  surface  A  el  la  focale  F  ;  on  peul 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si,  par  deux  points  Jixes  s  et  s\  d^une  biqiiadratique  sphé- 
vique  F,  on  mène  un  cercle  variable  rencontrant  la  courbe  F 
aux  deux  points  a  et  a',  le  lieu  des  cercles  (r/,  a')  est  une  sur- 
Jace  anallagmatique  ayant  F  pour  focale. 

Transformons  maintenant  la  figure  précédente  en  prenant  le 
pôle  de  traiisforniiilioii  sur  la  sphère  qui  contient  la  courbe  F;  In 
surface  anallagmatique  donnée  se  transforme  en  une  surface  anal- 
lagmatique ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  qui  correspond  à 
la  sphère.  La  focale  F  se  transforme  en  une  anallagmatique  plane  <P 
sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  points  t  et  t'  correspondant  aux 
points  s  el  s'\  et  Ton  obtient  la  proposition  suivante  : 

Siy  par  deux  points  fixes  t  et  t'  d'une  anallagmatique 
plane  <ï>,  on  même  un  cercle  variable  coupant  la  courbe  O  aux 
points  a  et  t! ^  le  lieu  des  cercles  (a,  a)  est  une  surface  anal-- 
lagmalique  ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  de  la 
focale  O. 

Le  second  système  de  sections  circulaires  appartenant  à  la 
focale  ^  s'obtiendrait  facilement;  en  effet,  étant  mené  par  a-  et 
par  7'  un  cercle  quelconque  coupant  la  focale  en  deux  points  a 
et  a';  si,  par  ces  deux  derniers  points,  on  mène  un  cercle  variable 
rencontrant  O  aux  points  p  et  p',  les  différents  cercles  tels  que 
(0,  0')  constitueront  ce  second  système  de  sections  circulaires. 

Les  plans  des  différents  cercles  tels  que  (a,  a')  ont  pour  trace, 
sur  le  plan  de  la  focale  ^,  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  seg- 
ments aa'  en  leur  point  milieu.  Toutes  ces  perpendiculaires,  il  est 
facile  de  le  voir,  enveloppent  une  conique  ayant  pour  foyers  les 
foyers  singuliers  de  Tanallagmatique  ^  (*).  D'où  Ton  peut  con- 
clure que  quand  une  série  de  surfaces  anallagmatiques  a  pour 
focale  commune  une  anallagmatique  plane,  les  traces  des  cylin- 
dres enveloppés  par  les  plans  des  cercles  de  ces  surfaces  apparte- 


(')   Voir  dans  les  Comptes  rendus  (janvier  i863)  ma  Note  intitulée  :  ThéO' 
rentes  généraux  sur  les  courbes,  etc» 
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ant  à  celle  focale,  sur  le  plan  de  symélrie,   sodI  des  coniques 
omofocales  aj'ant  pour  foyers  communs  les  foyers  singuliers  de 
la  focale. 

8.  La  proposition  précédente  n'est,  du  resle,  qu'un  cas  parlicu- 
I  îer  d'un  théorème  relatif  aux  anailagmatiques  en  général  et  que 
l  ""on  peut  établir  très  simplement. 

Considérons  une  surface  anallagmatique  quelconque  R,  ayant 
(lour  focale  une  biquadratique  sphérique  F.  Les  plans  des  divers 
<:ercles  de  la  surface,  appartenant  à  cette  focale,  enveloppent  un 
c:ône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  S,  sur  laquelle  est 
située  la  focale;  et  ces  plans  sont  perpendiculaires  aux  diverses 
génératrices  de  la  surface  du  second  degré  A  passant  par  la  focale 
C|ui  détermine  la  surface  R.  Pour  trouver  les  droites  focales  de  ce 
cône,  je   rappellerai  que  ces   droites  sont  les    intersections  des 
divers  plans  isotropes  qu'on  peut  lui  mener  langentiellemenl.  Or, 
les  perpendiculaires  à  un  plan  isotrope,  touchant  Yombilicale  en 
un  point  donné  (o,  sont  les  diverses  droites  isotropes  passant  par 
ce  point;  aux. plans  isotropes  tangents  au  cône  correspondent  donc 
(les  génératrices  isotropes  de  A,  et  réciproquement.  Une  généra- 
trice isotrope  de  A  doit  percer  le  plan  de  l'infini  en  un  point  de 
l'ombilicale,  et  aussi  en  un  point  de  la  trace  de  la  surface  A  sur  le 
même  plan.  Soit  Q  l'ombilicale  et  a,  6,  c,  d  les  quatre  points  où 
celte  courbe  rencontre  la  focale  F;  la  surface  A,  passant  par  cette 
locale,   sa  courbe  d'intersection   avec  le  plan  de  l'infini  est  une 
conique  passant  par  les  points  a,  6,  c,  rf,  et  il  est  clair  que  les 
génératrices  isotropes  de  A  sont  les  huit  génératrices  passant  par 
ces  quatre  points.  Les  traces,  sur  le  plan  de  Tinfini,  des  quatre 
plans  qui  leur  sont  perpendiculaires  et  qui  passent  par  le  centre 
«le  la  sphère  sont  les  quatre   droites  menées   tangentiellement  à 
I  ombilicale  par  les  quatre  points  «,  6,  c,  d\  les  focales  du  cône 
sont  donc  les  six  droites  conjuguées  deux  à  deux  qui  joignent  le 
centre  de  la  sphère  aux  divers  points  d'intersection  />,  ^,  r,  s,  t,  u 
des  quatre  tangentes.  On  voit  que  ces  focales  sont  complètement 
déterminées  par  la  focale  F  et  ne  dépendent  en  aucune  façon  de 
la  surface  particulière  A.  On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Si  Von  considère  une  série  de  surfaces  anallagmatiques 
homofocales,  et  si,  pour  chacune  de  ces  sur/aces,   Von  con- 
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stiuit  le  cône  enveloppé  des  cercles  appartenant  à  Cune  de 
/ocalt'Sy  tons  les  cônes  ainsi  obtenus  sont  homofocaux, 

J'ajoulorai  (|iie  les  focales  de  ces  cônes  sont  les  focales  siog'ti' 
liriT>  (les  cnnes  avanl  [lonr  base  la  focale  de  la  surface  anallagm^' 
liiHir  ron.sidrréo,  el,  pour  soniniel,  le  centre  de  la  sphère  s«^ 
la(|U('llr  relie  ronrlxî  est  située.  Mais,  ()Our  abréger,  je  laisse  cJ  ^ 
colé  la  dénionslralion  de  ce  point  de  détail  (*). 

i).  Je  reviens  maintenant  au  mode  de  description  des  surface- 
anallagmali(|ues  à  plan  de  symétrie,  donné,    §  7,    pour  montre^ 
comment  il  s'appli(pie  aux  surfaces  du  second  ordre.  Ces  dernière» 
s'obtiennent  lorsque  la   locale,  (|ui,  en  général,  est  une  courba 
anallagmati(|ue  plane,   se   n'duit  à  une  conique.  Soit  donc   un^* 
conique   (|uelcon(|ue  C  réelle  (ou  du  moins  ajant  une  équatiorB 
réelle')  el  n,  a   deux  points  fixes  pris  sur  celte  conique.  Par  ce?^ 
deux    |K»ints,  menons  un  cercle  quelconque  coupant  la  coniqucr 
en  a  et  eu  i!  \  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dfssus,  le  lieu  des  cercles 
teU   que  ^x,  %\  est    une    surface    du    second    ordi*e    ayant    pour 
focab'  ('..  l)*après  un  théorème  élémentaire  bien  connu,  toutes  les 
droites    telles   que    ax"   luil    une    direction    lîxe.   On    peut   donc 
énoncer  la  proposition  suivante  qu*il  serait  Irts  simple,  d^ailleurs, 
d'établir  directemenl  : 

vN*/  /\>/i  mint\  dans  le  pltin  d^ane  conique ,  une  série  de 
droites  pitrallèles  à  une  direction  fixe  D,  en  désignant  para 
rt  a  1rs  ileux  points  d'intersection  de  la  conique  ai'ec  une  qttel- 
cofhfuc  tic  CCS  droit€\<,  le  lieu  des  cercles^  tels  que  y^a.  a'),  est 
une  sarf\ice  itu  second  ordre  avant  pour  focale  la  conique 
donnée. 

Suppo>on>  que  l.  soil  une  ellipse:  îm.à^ioons  toutes  les  droites 
réelles  pur»! I<  les  à  une  dixùie  lîxe  D  el  extérieures  à  Tellipse: 
chacune  de  ces  droites  reneonlrt*  Tellipse  eu  deux  points  iuiagî- 
n;jiiivmeul  coiijuî^ues,  rx*pï«  seules  par   uu   cervle  réel;   tous  les 
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cercles  réels  ainsi  obtenus,  quand  la  droite  se  déplace,  conslituenl 
l'un  des  systèmes  de  sections  circulaires  d'un  hjperboloïde  à  deux 
nappes  ayant  pour  focale  Tellipse  donnée.  Si  le  système  des  droites 
considère  était  parallèle  à  une  droite  D'  faisant  avec  le  grand  axe 
de  l'ellipse  un  angle  supplémentaire  de  l'angle  que  fait  D  avec  ce 
même  axe,  les  cercles  représentatifs  des  points  d'intersection  de 
l'ellipse  avec  ces  diverses  droites  constitueraient  le  second  système 
de  sections  circulaires  de  rhyperboloïde  mentionné  ci-dessus. 

Si  nous  imaginons  l'infînité  d'hyperboloïdes  à  deux  nappes, 
qui  ont  pour  focale  l'ellipse  C,  leurs  diverses  sections  circulaires 
représenteront  tous  les  points  imaginaires  situés  sur  cette  ellipse. 
D'oii  Ton  peut  conclure  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu* un  cercle  réel,  donné  dans  Vespace^  représente  un 
couple  de  points  imaginairement  conjugués,  situés  sur  une 
ellipse  donnée,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  soit  une  section 
circulaire  d\in  hyperbolohie  à  deux  nappes  ayant  cette  ellipse 

pour  Jocale. 

I^e  même  : 

f^our  f/u'un  cercle  réel,  donné  dans  V espace,  représente  un 
coupée  de  points  imaginairement  conjugués,  situés  sur  une 
hyperbole  donnée,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  soit  une  sec- 
tion     circulaire  d' un  ellipsoïde   ayant   cette   hyperbole  pour 

focrt  le. 

*0.  Il  existe,  relativement  au  système  de  deux  cercles  situés  sur 
une  même  sphère,  une  propriété  très  simple,  qui  a  de  fréquentes 
applications  dans  la  géométrie  de  la  sphère  et  dans  la  théorie  des 
surfaces  anallagmaliques.  Je  vais  l'exposer  brièvement,  en  sup- 
primant la  démonstration,  d'ailleurs  très  facile  à  suppléer. 

Soient  deux  cercles  C  et  D  situés  sur  une  même  sphère,  et  par 
conséquent  se  coupant  en  deux  points.  Le  cercle  C  représente  deux 
points  de  l'espace  c  et  c',  qui  sont  réciproques  par  rapport  à  la 
sphère  et  que  Ton  pourrait  désigner  parla  notation  (C);  le  cercle  D 
représente  de  même  deux  points  réciproques  d  et  d'.  Les  quatre 
points  c,  c',  d  et  d'  sont  d'ailleurs  dans  un  même  plan  passant  par 
le  centre  de  la  sphère.  Cela  posé,  par  les  deux  cercles  donnés,  on 
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peiil  faire  passer  deux  cônes,  el  les  sommets  de  ces  cônes sonl  les 
deux  points  de  rencontre  respectifs  des  droites  cd  el  (/(f  eldes 
droites  cd*  et  d d. 

Supposons  les  cercles  C  et  D  réels;  supposons-les,  en  oalrc. 
décrits  dans  un  sens  déterminé,  en  sorte  que  chacun  d'eux  repré- 
sente un  point  imaginaire  el  un  seul;   le  point  c,  par  exempl^i 
étant  représenté  par  le  cercle  C  el  le  point  d  par  le  cercle  D.  *-** 
droite  ima<;inHire  crfesl  imaginairemeut  conjuguée  à  la  droite  (!(f  ' 
ces  deux  droites  étant  dans  le  même  plan  se  coupent  en  un  poî^ 
réel,  que  Ton  peut  définir  comme  étant  le  point  réel  situé  suret»  ' 
et,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  ce  point  est  le  sommet  tfa  ^ 
cône  passant  par  C  et  D.  Mais  ici.  Ton  peut  ajouter  qu'un  spec- 
tateur,  dont  l'œil  sérail  placé  au    sommet  du  cône,   verrait  le^ 
cercles  C  et  D  décrits  en  sens  inverse;  en  sorte  que  si  le  mobile, 
qui  est  censé  décrire  Tun  d'eux,  lui  paraît  se  mouvoir  dans  le  sens 
des  aiguilles  d'une  montre,  le  mobile  qui   est  supposé  décrire 
l'autre  lui  paraîtra  se  mouvoir  dans  l'autre  sens. 

Celte  dernière  remar(|ue  est  souvent  utile  pour  fixer  le  sens  que 
1  on  doit  elVecluer  à  un  cercle  représentant  un  point  imaginaire. 

Considérons  maintenant  une  surface  anallagmatique  R,  définie 
par  la  surface  du  second  degré  A  el  la  focale  F  située  sur  cette  sur- 
face, el  les  deux  svslèines  de  génératrices  circulaires  de  l'anallag- 
mati(|ue  appartenant  à  celte  focale.  Soit  C  un  cercle  fixe  de  l'un 
de  ces  systèmes,  représentant  deux  points  c  et  c  de  la  focale: 
soit  D  un  cerrie  quelcon(|ue  de  Tau tre  svstème,  représentant  deux 
points  d  el  d'  do  la  focale.  Les  cercles  C  et  D  sont  situés  sur  une 
même  sphère,  et  Ton  sait  d*ailleurs  «pie  les  droites  ce  el  dd'  sont 
deux  génératrices,  de  svstèmes  différtMils,  de  la  surface  A.  D'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  les  sommets  des  cônes  qui  passent  par 
les  oorch'N  Ç,  et  O  sont  les  doux  points  /•  el  5.  où  se  coupent  res- 
pecti>emonl  los  droites  cif  el  c  d  dune  pari,  les  droites  cd  et  c*  et 
irautre  pari.  Le  lieu  décrit  par  los  sommets  de  ces  cônes,  lorsque, 
le  cercle  C  élanl  fixe,  le  cercle  D  se  déplace  sur  la  surface  R,  est 
donc  rinlorsection  des  deux  cônes  a\anl  pour  base  la  focale  F  el 
pour  sommets  les  points  c  et  c\  Cesctuios  sonl  du  troisième  degré; 
leur  inlerseciion,  qui  est  du  neuvième  degré,  se  compose  d'abord 
de  la  génératrice  cc\  de  la  focale  el  du  lieu  cherché;  ce  dernier 
est  donc  du  quatrième  ordre. 
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D'où  Toi)  peut  conclure  la  proposition  suivante  : 

Etant  prisy  sur  une  surface  anallagmaiique,  un  cercle  quel- 
conque appartenant  à  une  focale  F  de  cette  surface;  par  ce 
cercle  et  par  un  cercle  quelconque  D,  du  second  système  circu- 
laire appartenant  à  cette  focale,  on  peut  faire  passer  deux 
cônes;  le  lieu  décrit  par  le  sommet  de  ces  cônes,  lorsque,  le 
cercle  C  étant  fixe,  le  cercle  D  se  déplace  sur  la  surface,  est 
une  courbe  du  quatrième  ordre  faisant  partie  de  r intersection 
des  deux  cônes,  ayant  pour  base  commune  la  focale  F  et  pour 
sommets  les  deux  points  de  cette  focale  que  représente  le 
cercle  C. 

H.  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  montré  comment  Ton  peut  déter- 
miner les  conditions  géométriques  auxquelles  un  cercle  doit  satis- 
faire, pour  représenter  un  cou[)Ie  de  points  situés  sur  une  biqua- 
dratique  sphérique  donnée,  en  groupant  deux  à  deux  les  divers 
points  de  cette  courbe,  de  façon  qu'à  l'ensemble  de  tous  les 
couples  de  points,  corresponde  Tensemble  des  génératrices  circu- 
laires d'une  surface  anallagmatique.  Chaque  mode  de  groupement 
est  défini  par  une  surface  du  second  ordre,  de  telle  sorte  que  deux 
points  quelconques  de  la  courbe,  qui  se  correspondent,  se  trou- 
vent sur  une  même  génératrice  de  la  surface. 

Soit,  en  général,  une  courbe  gauche  géométrique  quelconque  G  ; 
'inaginons  une  surface  réglée  V,  telle  que  chacune  de  ses  généra- 
trices s'appuie  en  deux  points  sur  cette  courbe.  Soient  aa\  bb\ 
cd ^  ...  les  génératrices  consécutives  de  cette  surface;  les  cercles 
(a,  a'),  (6,  6'),  (e,  c'),   . . .  engendreront  une  autre  surface,  que 
je  dirai  dérivée  de  la  courbe  G.  D'une  même  courbe  donnée.  Ton 
peut  ainsi  déduire  une  infinité  de  surfaces  à  génératrices  circu- 
laires, et  chacune  de  ces  surfaces  dérivées  correspond  à  un  certain 
mode  de  groupement  des  points  de  la  courbe,  défini  par  la  surface 
réglée  V. 

Lorsque  la  courbe  G  est  plane,  les  droites,  telles  que  aa' , 
bb\  ...,  qui  joignent  les  points  conjugués  de  cette  courbe,  ne 
forment  plus  une  surface  gauche,  mais  enveloppent  une  courbe 
plane,  qui  peut  ainsi  servir  à  définir  le  groupement  des  points. 
Dans  ce  cas,  et  lorsque  la  courbe  G  est  d'un  degré  supérieur  à 
deux,  chacune  des  tangentes  à  l'enveloppe  plane,  rencontrant  G 


133  GÉOMÉTRIE. 

en  plus  de  deux  points,  il  est  nécessaire  de  Oxer  ceux  des  points 
de  renconire  que  l'on  doit  grouper  ensemble.  Pour  éviter  celle  dîf- 
ficullé,   il  est  alors  généralement   préférable   de   définir  chaque 
couple  de   points  par  (Paulrcs  considérations  ne  donnant  lieu  À 
aucune   ambiguïté*,  comme  je  Tai  Tait,  §  7,  en  traitant  des  sur" 
faces  anullagtnalir|ues  à  plan  de  symétrie. 

On  peut  toujours,  (Pailleurs,  sauf  dans  le  cas  très  ])arliculier  ol^ 
la  courbe  plane  (j  est  un  cercle,  eflectucr  une  transformation  par 
ra\ons  vecteurs  réciproques,  de  façon  que  cette  courbe  devieDD? 
une  courbe  gauche  spliéri(|ue. 

Iî2.  D'une  courbe  gauche  donnée,  on  peut,  comme  je  l'ai 
montré,  déduire  une  iniinilé  de  surfaces  à  génératrices  circulaires, 
dérivées  de  cette  courbe. 

Hécipro(pieu)ent,  étant  donnée  une  surface  (pielconque  à  géné- 
ratrices circulaires,  on  peut  toujours  la  considérer  comme  une 
surface  dérivée  d'une  certaine  courbe  gauche  G.  En  désignant 
par  C,  C,  (J'y  .  .  .  les  diverses  génératrices  circulaires  de  la  sur- 
face, celte  courbe  est  le  lieu  des  points  (G),  (G'),  (G"),  . . .  ;  et 
la  surface  réglée  V,  qui  détermine  le  mode  de  groupement  des 
points  de  la  courbe,  est  le  lieu  des  axes  des  différents  cercles. 

13.  Parmi  Tinlinité  de  surfaces  dérivées  d'une  courbe  gauche  G, 
se  trouve  en  particulier  la  développabfe  isotrope,  circonscrite  à 
cette  courbe;  j'entends  par  là,  la  surface  développable circonscrite 
à  la  fois  à  l'ombilicale  et  à  la  courbe  donnée.  Tous  les  points  qui 
lui  sont  tangents  sont,  par  conséquent,  des  plans  isotropes,  et  ses 
génératrices,  comme  nous  allons  le  voir,  sont  des  droites  iso- 
tropes. 

Soit  m  un  point  quelconque  de  G;  pour  construire  les  généra- 
trices de  la  surface  développable  isotrope  qui  passent  en  ce  point, 
menons  la  tangente  à  la  courbe  en  /;«,  et  soit  t  le  point  où  cette 
tanj;ente  perce  le  plan  de  l'infini.  Menons  par  /  les  deux  tangentes 
à  ronibilicale  12  el  soient  a  et  b  leurs  points  de  contact.  Les 
plans  tma  et  tmb  sont  deux  plans  isotropes  tangents  à  la  courbe  G 
et  les  génératrices  correspondantes  de  la  développable  sont  les 
droites  isotropes  /ua  et  mb.  Remarquons  maintenant  que,  la 
droite  ab  étant  la  polaire  du  point  /  par  rapport  à  l'ombilicale,  le 
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plan  méa  est  perpendiculaire  à  la  tangente  mt\  les  génératrices  de 
la  développable,  qui  passent  au  point  m,  sont  donc  les  deux 
droiles  isotropes  passant  par  ce  point  dans  le  plan  normal  à  la 
courbe. 

J'imagine  maintenant  une  droite  passant  par  le  point  m  et  par 
le  point  m',  pris  sur  la  courbe  G,  à  une  dislance  infiniment  petite 
de  m.  Les  cônes  isotropes  avant  ces  deux  points  pour  sommets  se 
coupent  suivant  un  cercle,  dont  le  plan,  perpendiculaire  à  mm'^ 
passe  parle  milieu  de  ce  segment,  et  dont  le  ra^on,  égal  à  mm'^ 
est  par  coaséquent  infiniment  petit.  Le  point  m'  venant  à  se 
confondre  avec  le  point  m,  le  plan  du  cercle  d'intersection  devient 
normal  à  la  courbe  au  point  m,  le  raj'on  de  ce  cercle  devient  nul 
et  ce  cercle  se  réduit  à  deux  droiles  isotropes.  Donc,  quand  une 
droite  est  tangente  à  une  courbe  gauche,  le  cercle,  correspondant 
aux  deux  points  de  la  courbe,  qui  sont  réunis  au  point  de  contact, 
se  compose  des  deux  droites  isotropes  qui  passent  par  ce  point 
dans  le  plan  normal  à  la  courbe. 

D'où  cette  conclusion  :  la  développable  isotrope,  circonscrite  à 
une  courbe  gauche,  est  la  surface  dérivée  de  celte  courbe,  lorsque 
la  surlace  réglée,  qui  fixe  le  groupement  de  ses  points,  est  la  déve- 
loppable formée  par  les  tangentes  à  la  courbe. 

Appliquons  ces  résultats  à  la  recherche  de  la  focale  d'une  courbe 
spliérique  quelconque  H;  Ton  sait,  d'ailleurs,  que  cette  focale  est 
la  ligne  double  de  la  développable  isotrope  circonscrite  à  H. 

En  désignant  par  S  la  sphère  qui  contient  celte  courbe,  pour 
qu  un  point  donné  m  soit  silué  sur  une  surface  S  dérivée  de  H,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  le  plan,  associé  au  point  m  par  rap- 
port à  la  sphère  S  (*),  coupe  la  courbe  H  en  deux  points  situés  sur 
"ne  génératrice  de  la  surface  réglée  v,  qui  détermine  le  groupe- 
"îenlde  points  correspondant  à  la  surface  2.  Si  Ton  considère  en 
parliculier  la  développable  isotrope,  qui  correspond  à  la  dévelop- 
pable ajant  H  pour  arête  de  rebrousseme  nt,  pour  qu'un  point  m 
soilsiiuésur  cette  développable  isotrope,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  associé  au  point  m  soit  langent  à  la  courbe  H. 

(  '  )  Sur  rexpression  plan  associé  à  un  point,  voir  §  5. 


SUR 

LA  RÈGLE  DES  SIGNES  EN  GÉOMÉTRIE. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques:  iS;*». 


1.  Lorsque,  dans  une  figure,  Ton  a  à  considérer  des  soj^menls 
comptés  sur  une  même  droite,  ou  des  angles  avant  même  sommet, 
tous  les  géomètres  ont  reconnu  Tutilité  et  la  nécessité  d'aflecler 
un  signe  à  ces  segments  et  à  ces  angles;  le  Cours  de  Géométrie 
supérieure  de  M.  Chasies  offre  un  exemple  des  nombreux  avan- 
tages que  remploi  de  la  règle  des  signes  a  ainsi  introduits  dans  la 
Science. 

Mais,  lorsque  Ton  considère  des  segments  comptés  sur  des 
droites  dilïerenles  ou  des  angles  n'ajant  pas  le  même  sommet,  il 
semble  généralement  admis  que  la  règle  des  signes  n'c>t  plus 
applicable.  M.  Chasies,  dans  la  Préface  de  son  Cours,  exprime 
formellement  celte  idée  : 

<(  Si  Ton  ne  démontre  ordinairement ,  dit-il  (Préface  de  la 
Géométrie  supérieure,  p.  ix),  une  formule  ou  une  relalion  que 
par  une  certaine  figure,  et  non  dans  l'état  d'abstraction  et  de  géné- 
ralité qui  permettrait,  au  moyen  des  signes  -h  el  —  an'cclrs  aux 
segments  et  aux  angles,  pour  marquer  leur  direction,  de  Tadapter 
à  tous  les  états  de  la  fii;ure,  il  est  facile  d'en  reconnaître  la  raison. 
C'est  que  les  propositions  qui  forment  le  plus  ordinairement  les 
éléments  de  démonstration,  dans  la  Géométrie  ancienne,  ne  com- 
portent pas  l'application  dti  principe  des  signes.  Telles  sont  la 
proportionnalité  des  côtés  homologues  dans  les  triangles  sembla- 
bles, celle  encore  de  la  proportionnalité,  dans  tout  triangle, 
des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés,  La  règle  des  signes  ne 
s^appliguc  point  à  ces  propositions,  puisque  les  segments  que 
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l'on  y  considère  sont  formés  sur  des  lignes  différentes  y  et  les 
angles  autour  de  sommets  différents,  » 

Je  me  propose  de  faire  voir,  dans  celle  Noie,  que,  conlraire- 
menl  à  l'idée  émise  par  Tilluslre  géomèlre,  la  règle  des  signes 
s'applique  à  tous  les  théorèmes  de  Géométrie  sans  exception. 

Je  me  bornerai  à  examiner,  sous  ce  point  de  vue,  la  dernière 
des  propositions  mentionnées  dans  la  citation  que  j'ai  reproduite 
ci-dessus.  Les  considérations  très  simples  qui,  dans  ce  cas,  résol- 
vent la  question,  s'étendent  d*elles-mémes  à  toutes  les  autres  pro- 
posilions;  ce  théorème,  d'ailleurs,  est  l'un  de  ceux  dont  l'usage 
esl  le  plus  fréquent  pour  établir  les  relations  qui  existent  entre 
des  sej^menls  comptés  sur  des  droites  différcnles,  en  sorte  qu'il 
suffit  presque  d'établir,  relativement  à  ce  théorème,  la  règle  des 
signes  pour  légitimer  d'une  façon  générale  l'emploi  de  cette  règle. 

î.  Etant  donnés  un  certain  nombre  de  points  silués  sur  une 
même  droite,  on  peut  assigner  à  celte  droite  un  certain  sens 
positif,  en  admettant  qu'un  point  mobile,  qui  se  mouvrait  dans  ce 
sens  sur  la  droite,  parcourt  des  longueurs  posilives.  Celte  assi- 
gnation pourra,  dans  la  plupart  des  cas,  être  faite  arbitrairement; 
dans  d'autres  cas,  au  contraire,  elle  devra  être  faite  d'une  manière 
déterminée,  en  sorte  que  cette  détermination  elle-même  sera  une 
parlie  essentielle  de  la  proposition  de  Géométrie  que  Ton  aura  à 
considérer. 

Quoi  qu'il  en  soit,  celte  assignation  une  fois  faite,  pour  éviter 
toute  confusion,  je  désignerai  une  droite  sur  laquelle  on  aura  fixé 
le  sens  positif  sous  le  nom  de  direction.  Deux  points  A  et  B,  se 
Irouvanl  sur  une  direction  donnée  r/,  le  segment  AB  a  un  signe 
parfaitement  déterminé,  et  il  est  clair  que  ce  signe  change  quand 
on  change  la  direction  de  d, 

0 

Elanl  données  deux  directions  a  et  6,  l'angle  (a,  6)  que  fait  la 
direction  a  avec  la  direction  b  est  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  a 
autour  de  l'inlersecliou  des  deux  droites  jusqu'à  ce  que  les  deux 
directions  s'appliquent  l'une  sur  l'autre  et  soient  dirigées  dans  le 
même  sens.  Cet  angle,  on  le  voit,  est  déterminé,  à  un  multiple 
près  d'une  circonférence  entière;  son  sinus  et  son  cosinus  sont 
donc  aussi  parfaitement  déterminés. 

Etant  donné  l'angle  (a,  6)  de  deux  directions,  si  l'une  de  ces 
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direclions  change  de  sens,  Tangle  est  augmenté  d'une  demi-cir- 
conférence; par  conséquent,  le  sinus  et  le  cosinus  de  cet  angle 
changent  de  signe. 

3.  Cela  posé,  nous  pourrons  énoncer  de  la  façon  suivante  la 
proposition  relative  à  la  proportionnalité  des  côtés  d'un  triangle 
aux  sinus  des  angles  opposes. 

Proposition.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC,  si  ron 
assigne  arbitrairement  un  sens  positif  aux  trois  droites  qui 
forment  les  côtés  de  ce  triangle^  et  si  Von  désigne  par  a^  b^  c 
les  trois  directions  ainsi  obtenues,  a  étant  la  direction  qui 
renferme  les  côtés  B  et  C,  etc^  on  a  les  relations  suivantes, 
qui  comportent  la  règle  des  signes, 

AB  BC  CA 


sin(flr,  6)        sinib^c)        sin(c,  «) 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  d'assigner  aux  côtés 
du  triangle  une  direction  déterminée  :  on  vérifie  facilement  l'exac- 
titude des  formules  ci-dessus.  On  peut  remarquer  maintenant  que 
l'on  peul,  sans  qu'elles  cessent  d'être  exactes,  prendre  un  côté 
quelconque  dans  un  sens  inverse  à  celui  que  Ton  considérait  tout 
d'abord. 

Supposons,  par  exemple,  (|ue  Ton  change  le  sens  de  la  direc- 
tion a]  BCclianp^era  alors  de  signe,  ainsi  que  sin(a,  b)  et  sin(c,  a); 
les  autres  quantités  ne  subissant  aucun  changement,  l'on  voit  que, 
dans  la  série  d'égalités  précédentes,  chaque  terme  aura  changé  de 
signe  :  l'égalité  ne  sera  donc  pas  troublée. 

4.  La  proposition  précédente  étant  établie  en  toute  rigueur,  je 
m'en  servirai  pour  démontrer  la  relation  qui  existe  entre  le  rap- 
port anharmonique  d'un  faisceau  de  quatre  droites  et  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  où  ce  faisceau  est  coupé  par  une 
transversale  quelconque. 

M.  Chasles  {Géométrie  supérieure,  §XI[[),  pour  établir  cette 
relation,  emploie  aussi  la  proposition  précédente^  mais  comme, 
pour  lui,  elle  ne  comporte  pas  l'emploi  de  la  règle  des  signes,  il 
démontre  d'abord  par  son  moyen  que  les  deux  rapports  anharmo- 
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Diques  ont  la  même  valeur  absolue;  il  prouve  ensuite,  par  une 
considération  directe,  qu'ils  ont  le  même  signe. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  théorème  de  la  proportionnalité  des 
côtés  aux  sinus  suffit  pour  la  démonstration  de  l'égalité  des  deux 
rapports. 

Soit  un  faisceau  de  quatre  dioites  passant  par  un  même  point  O ; 
assignons  à  chacune  de  ces  droites  un  sens  positif  arbitraire,  et 
soient  a,  />,  c,  d  les  quatre  directions  ainsi  obtenues.  Soient,  de 
plus,  A,  B,  C,  D  les  points  où  une  transversale  quelconque  coupe 
les  droites  de  ce  faisceau  ;  donnons  à  cette  transversale  un  sens 
positif  pris  arbitrairement,  et  appelons  o)  la  direction  de  cette 
transversale.  Cela  posé,  en  appliquant  au  triangle  OAB  la  proposi- 
tion énoncée  ci-dessus,  il  viendra 

AB  _^  sin(6,  a  ) 
OA  ~"  sin(w,  b)  * 

de  même  le  triangle  OAB  donnera 


d'où 


on  aurait  de  même 


^'où  enfin 


AD  _  si  11  (é/,  a) 
OA  ~"  sin((0)  d) 

AB        sin(6,  a)     sin(ai,rf) 
AD  ""  sin(u>,  6;     siii  1^/-/,  ^/)' 

CB  _  sin(6.r)     sinfto,  t/) 
CD  ~  sin^tu,  6j     sin(c^,c) 


AB     CB  _  sin(a,  b)    sin(c,  6) 
AD  '  CD  ~  sin(a,  d)  '  siii(c,  d)' 


%2^1ilé  qui,  ainsi  que  la  proposition  dont  j'étais  parti,  comporte  la 

''^gle  des  signes. 

Il   est  à  remarquer  que  la  valeur  du  rapport  anharmonique  du 

faisceau  de  quati-e  droites  donnée  dans   le   second  membre  est 

indépendante  du  sens  positif  que  l'on  a  assigné  à  ces  droites;  car, 
^*  *  on  prend  en  sens  contraire  l'une  de  ces  directions,  la  direc- 
^'^n  G  par  exemple,  sin(rt,  b)  et  sin(<7,  d)  changeant  à  la  fois  de 
^^§ne,  leur  rapport  reste  invariable. 

S.  Sans  multiplier  davantage  les  exemples,  j'énoncerai  la  con- 
clusion suivante  : 
«»  Lorsqu'un  théorème  relatif  à  des  segments   et  à  des  angles 
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situés  d^ine  façon  quelconque  dans  un  plan  est  convenablement 
et  complètement  énoncé,  il  doit  toujours  comporter  la  règle  des 
signes.  » 

Les  divers  théorèmes  se  distribuent  en  deux  classes  bien  dis- 
tinctes. Pour  les  uns,  on  peut  choisir  d'une  façon  arbitraire  le 
sens  dans  lequel  est  prise  la  direction  positive  d\in  certain  nombre 
de  droites,  et  alors  le  sens  dans  lequel  on  doit  prendre  les  autres 
droites  de  la  figure  est  déterminé  par  les  théorèmes  eux-mêmes, 
et  cette  détermination  en  est  un  élément  essentiel  :  la  façon  dont 
elle  est  faite  doit  faire  partie  de  l'énoncé  lui-même  de  ces  théo- 
rèmes . 

Pour  les  autres,  et  ce  sont  les  plus  nombreux,  le  sens  positif 
que  Ton  doit  attribuer  aux  diverses  droites  de  la  figure  est  com- 
plètement arbitraire;  et,  si  les  théorèmes  sont  convenablement 
énoncés,  ils  doivent  être  vérifiés  quelle  que  soit  la  façon  dont  on 
fasse  cette  attribution. 

Les  considérations  qui  précèdent  ne  sont  pas  sans  doute  de 
nature  à  trouver  place  dans  renseignement  élémentaire;  leur 
Introduction  compliquerait  souvent  et  inutilement  les  questions; 
néanmoins,  comme  elles  tiennent  à  un  point  de  doctrine  souvent 
controversé,  j'ai  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  les  présenter. 


SUR  UNE   PROPRIETE 

RELATIVE   AUX 

COURBES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE  QUELCONQUE. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique;  1870. 


ConsidéroDS  une  courbe  tracée  sur  une  surface  quelconque  et 
la  normale  dont  elle  est  la  directrice  ;  en  chacun  des  points  de  cette 
courbe  concevons  que  Ton  porte  sur  la  normale,  à  partir  de  ce 
point,  une  longueur  N,  fonction  de  la  position  du  point  sur  la 
directrice.  Cela  posé,  si  Ton  considère  un  point  quelconque  M  de 
cette  courbe  et  un  point  infiniment  voisin  M',  en  désignant  par  V 
et  V  les  angles  que  font  avec  MM'  les  segments  N  etN'  portés  sur 
les  normales  en  M  et  M',  on  trouve  facilement  que  l'expression 

(0  MM'(NcosV-f-N'cosV') 

développée  suivant  la  puissance  croissante  de  ds,  a  pour  valeur 

I '^  ^«*-l- ^  [ -T~  ]  d5*-t-des  termes  du  degré  supérieur  au  quatrième  L 

-"^où  cette  conclusion,  que  l'expression  donnée  ci-dessus  est 
S^oêralement  du  troisième  ordre,  mais  que  quand  elle  est  d'un 
Ofdre  supérieur  au  troisième,  elle  est  au  moins  du  cinquième. 
^our  que  K  soit  égal  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  N  satisfasse  à 
équation  diflerentielle 

['x\  dS  __  2      dy]  dfilniû        i  dp 

N         3  tang(o         sinco         3    p 

formule  où  dri  désigne  l'angle  de  torsion  au  point  donné,  p  le 
^'^yon  de  courbure  et  w  l'angle  que  fait  avec  la  surface  la  normale 
Principale  en  ce  point. 

L.  -  II.  ç) 
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On  déduit  de  là 

V?    -  f 


sin  (o  ' 


La  valeur  du  segment  N  étant  déterminée  par  la  relation  préi 
dente,  on  aura  alors  cette  proposition,  que  l'expression  (i), 
chacun  des  points  de  la  courbe,  sera  une  quantité  inOniment  pet 
du  cinquième  ordre. 

L'équalion  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

àS       9.  dr.  —  dît}       I  dp 
N         3     tan^(o      '    3    p  * 

p  désignant  le  raj^on  de  courbure  de  la  section  normale  tangente 
la  directrice. 

Si  la  courbe  considérée  est  une  ligne  de  courbure  ou  une  lign 
géodésique,  on  a  dans  les  deux  cas 

dT^  —  dio 


tanj^di 


=  o. 


La  valeur  de  N  est  donc,  dans  les  deux  cas,  proportionnelle  à  la 
racine  cubique  de  p. 

De  là  une  propriété  géométrique  commune,  on  le  voit,  aux 
lignes  géodésiques  et  aux  lignes  de  courbure  pouvant  servir  à  les 
définir  et  qui  correspond  à  Téquation  différentielle  commune  à 
toutes  deux  découverte  par  Joachimsthal. 

Les  quantités  N  définies  par  Téquation  (2)  jouissent  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Si,  sur  une  surface,  on  considère  les  diverses  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  M,  pour  toutes  ces  courbes  l'expression 

^  d\    _     ^^         ï  3rfrj         I        ,     ^P 


?i  ds  ds     tangdi  ds      tangc»        p  ds 

a  une  valeur  constante  au  point  considéré. 


SUR 

QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CONES  ALGÉRRIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique  ;  1870. 


1 .  Les  propriétés  des  cônes  algébriques,  que  je  veux  développer 
icî,  résultent  de  l'extension  à  Tespace  de  quelques  propriétés  des 
courbes  planes  que  j'ai  publiées  dans  ma  Note  intitulée  :  Théo^ 
rèmes  généraux  sur  les  courbes  planes  algébriques,  et  insérée 
dans  les  Comptes  rendus  (janvier  i865). 

La  propriété  sur  laquelle  je  m'appuierai  peut  s'énoncer  ainsi  : 

<(  Si  d'un  point  M  situé  dans  le  plan  d'une  courbe  de  classe  /z, 
on  mène  les  n  tangentes  à  la  courbe,  et  si  Ton  joint  le  point  M 
aux  n  foyers  réels  de  cette  courbe,  les  deux  faisceaux  de  droites 
ainsi  obtenus  ont  même  orientation.  » 

D'où  la  conséquence  suivante  : 

«  Les  choses  étant  posées  comme  dans  la  proposition  précé- 
dente, le  centre  harmonique  des  points  de  contact  des  tangentes, 
relativement  au  point  M,  est  le  même  que  le  centre  harmonique 
des  foyers  réels  relativement  à  ce  même  point.  » 

Je  ferai  observer  que  ces  propositions  subsistent  encore  évi- 
demment quand,  au  système  des  n  foyers  réels,  on  substitue  un 
système  quelconque  de  foyers  indépendants. 

Les  théorèmes  précédents  peuvent,  dans  le  plan  même,  être 
généralisés  de  diverses  manières.  Je  ne  citerai  ici  qu'une  des 
généralisations  dont  ils  sont  susceptibles. 

Soient  deux  courbes  A  et  B  qui  soient  respectivement  de 
classe  m  et  de  classe  /2,  imaginons  les  mn  tangentes  communes 
que  l'on  peut  mener  à  ces  courbes  et  les  mn  droites  qui  joignent 
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chacun  des  foyers  réels  de  A  aux  foyers  réels  de  B;  celaposéy  Ton 
peiil  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  faisceau  formé  par  les  mn  droites  dont  je  viens  de  pa^'^^^ 
et  le  faisceau  formé  par  les  mn  tangentes  communes  ont  méf^^^ 
orientation. 

D'où  la  conséquence  suivante  : 

((  Désignons  par  aby  a! b\  ...  les  tangentes  communes,  ae^ 

désignant  respectivement  les  points  où  la  tangente  ah  touche     ^^ 

et  B;  désignons  en  outre  par  a,  a',  a''  . ..  les  Io^^t%  de  A  et  par    ^^\ 

P',  ^"j   ...  les  foyers  de  B;  cela  posé,  la  moyenne  harmoniq^- 

entre  les  longueurs 

a6,     cûb\     a'b' 

est  la  même  que  la  moyenne  harmonique  entre  les  longueurs 


Pour  l'expression  de  moyenne  harmonique,  je  renverrai  à  m 
Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  {Bulletin  rf 
la  Société pliilomathique,  janvier  1867). 

2.  Soit  un  cône  algébrique  K  de  classe  n  ayant  pour  sommet  le 
point  S.  Considérons  les  plans  isotropes  tangents  à  ce  cône,  je 
veux  dire  par  là  les  plans  tangents  à  ce  cône  qui  sont  en  même 
temps  tangents  au  cône  isotrope  ayant  pour  sommet  le  point  S. 

Le  cône  K  étant  supposé  réel,  ces  plans  passent  deux  par  deux 
par  n  droites  réelles  qui  suffisent  complètement  pour  déterminer 
les  plans  isotropes  tangents  au  cône. 

Ces  n  droites  sont  les  focales  réelles  du  cône;  il  y  a  lieu,  dans 
certains  cas,  de  distinguer  les  focales  ordinaires  et  les  focales  sin- 
gulières; mais  ici,  cette  distinction  est  inutile. 

Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  par  une  droite  passant  par  le  sommet  d'un  cône  de 
classe  ny  on  mené  les  n  plans  tangents  à  ce  cônCy  et  si  l'on 
mène  des  plans  par  cette  droite  et  les  n  focales  réelles,  le 
faisceau  des  plans  tangents  a  même  orientation  que  le  faisceau 
des  plans  qui  passent  par  les  focales. 
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Deux  cônes,  ajant  même  sommet  et  circonscrits  à  deux  surfaces 
'looiofocales,  sont  eux-mêmes  homofocaux. 
Cou  cette  conséquence  : 

«  Étant  données  deux  surfaces  homofocales,  les  faisceaux  de 
P^^os,  qui  passent  par  une  même  droite  et  sont  respectivement 
^^ïïgents  à  chacune  des  surfaces,  ont  même  orientation.  » 

3 .  Soit  un  cône  réel  K  de  degré  m  ;  le  cône  isotrope  ayant  même 
^^ïTimet  le  coupe  suivant  2 m  génératrices;  ces  génératrices  sont 
^^^Mées  deux  à  deux  dans  m  plans  réels. 

Je  désignerai  ces  plans  sous  le  nom  de  plans  cycliques  du  cône. 

I-.eur  propriété  principa]e  est  contenue  dans  la  proposition  sui- 
^^^«ite  : 

-S/  ron  coupe  un  cône  par  un  plan  quelconque  passant  par 
*<^^  sommet,  le  faisceau  de  droites  communes  au  plan  et  au 
^^#ie  et  le  faisceau  de  droites  suivant  lequel  le  plan  coupe  les 
ns  cycliques  de  ce  cône  ont  même  orientation. 


4.  La  même  proposition  peut  s'énoncer  d'une  façon  un  peu  dif- 
'VS  rente. 

Soit  une  courbe  plane  C  de  degré  m  et  un  point  S  situé  d'une 
^^çon  quelconque  dans  l'espace.  Le  cône  isotrope  ayant  pour 
Commet  S  coupe  le  plan  de  la  courbe  suivant  un  cercle  qui  a 
^  m  points  communs  avec  la  courbe. 

Si  l'on  suppose  la  courbe  réelle,  ces  2m  points  sont  situés  sur 

n%  droites  réelles  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  droites  con~ 

/ointes  de  la  courbe  relativement  au  point  S,  en  employant  une 

expression  dont  s'est  déjà  servi  M.  Chasles  à  peu  près  dans  le 

même  sens. 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Menons  dans  le  plan  de  la  courbe  C  une  droite  quelconque; 
soient  a,  a',  a"^  ...  les  points  où  elle  coupe  la  courbe,  soient  6, 
6',  b'y  ...  les  points  oit  elle  coupe  les  droites  conjointes  rela- 
tives au  point  S;  le  faisceau  de  droites  ayant  pour  sommet  le 
point  S  et  passant  par  a,  a',  a",  ...  et  le  faisceau  de  droites 
ayant  même  sommet  et  passant  par  6,  b\  6",  • .  •  ont  même 
orientation* 
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Ces  diverses  propositioDS  peuvent  être  considérées  comme  a 
extension  de  ce  théorème  bien  connu  de  géométrie  plane  : 

Si  l'on  mène  une  droite  dans  le  plan  d'une  courbe  alg* 
brique,  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  où  elà 
coupe   la  courbe  est   le  même  que  le  centre  des  moyenn^-^ 
distances  des  points  oit  elle  coupe  les  asymptotes  de  la  courba'  - 

5.  Étant  donnés  un  cône  de  degré  m  et  les  m  plans  cycliques  -^ 
supposons  que  ces  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  D— - 

Cette  droite  jouit  évidemment  de  la  propriété  suivante  : 

((  Si  Ton  coupe  le  cône  par  un  point  quelconque  passant  parD, 
la  somme  des  angles  que  font  avec  cette  droite  les  génératrices 
d^intersection  est  nulle,  quel  que  soit  le  plan  sécant.  » 

Je  dirai,  dans  ce  cas,  que  la  droite  D  est  un  axe  de  moyenne 
orientation  du  cône. 

Un  cône,  en  général,  n'a  pas  d'axe  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété; les  cônes  du  second  degré,  comme  on  le  sait,  en  ont  trois; 
mais  déjà  ceux  du  troisième  degré  n'en  ont  que  dans  certains  cas 
particuliers. 

6.  Étant  donnée  une  courbe  plane  C  du  troisième  degré,  on 
peut  faire  passer  par  celte  courbe  une  infinité  de  cônes  du  troi- 
sième degré  qui  aient  un  axe  de  moyenne  orientation. 

Il  suffit,  en  eflet,  de  construire  des  cercles  coupant  C  en  six 
points  distribués  deux  à  deux  sur  trois  droites  concourant  en  un 
même  point,  ou,  en  d'autres  termes,  de  telle  façon  que  les  six 
points  d'intersection  soient  en  involution. 

Étant  donné  l'un  quelconque  de  ces  cercles,  construisons  les 
sommets  du  cône  isotrope  qui  passe  par  ce  cercle;  chacun  de  ces 
points  est  évidemment  le  sommet  d'un  cône  passant  par  C  et 
ayant  un  axe  de  moyenne  orientation. 

Assujettir  un  cercle  ù  couper  une  courbe  de  troisième  ordre  en 
six  pomts  en  involution,  c'est  l'assujettir  à  une  seule  condition. 

Donc  : 

Etant  donnée  une  courbe  du  troisième  ordre,  on  peut,  par 
cette  courbe,  faire  passer  une  infinité  de  cônes  ayant  un  axe 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CONES  ALGÉBRIQUES.  l35 

de  moyenne  orientation;  les  sommets  de  ces  cônes  sont  situés 
sur  une  surface. 

Je  me  propose,  dans  une  Communication  prochaine,  d^éludier 
celle  surface;  je  ferai  seulement  remarquer  ici  qu'elle  contient 
nécessairement  la  focale  de  C,  je  veux  dire  la  ligne  double  de  la 
développable  isotrope  circonscrite  à  C. 

7.  Considérons  une  courbe  de  quatrième  degré.  Assujettir  un 
cercle  à  la  couper  en  huit  points  situés  deux  à  deux  sur  quatre 
droites  concourantes,  c'est  Tassujettir  à  deux  conditions. 

Donc  : 

Étant  donnée  une  courbe  du  quatrième  ordre,  on  peut,  pur 
cette  courbe,  faire  passer  une  infinité  de  cônes  ayant  un  axe 
de  moyenne  orientation;  les  sommets  de  ces  cônes  sont  situés 
sur  une  courbe. 

8.  On  verrait  de  même  que,  par  une  courbe  du  cinquième  degrc, 
on  ne  peut  faire  passer  qu'un  nombre  limité  de  cônes  ajant  un 
axe  de  mo}^enne  orientation. 

Dans  ce  qui  précède  je  n'ai,  pour  plus  de  clarté,  parlé  que  des 
plans  cycliques  réels;  mais  il  est  clair  que  tout  ce  que  j'ai  dit  s'ap- 
plique à  un  système  quelconque  de  plans  cycliques  indépendanU. 
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Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  1870. 


M.  Cayley  attribue  à  M.  Casey  Télégant  théorème  qui  permet 
de  construire  la  courbe  de  pénombre  comme  Fenveloppe  d^une 
série  de  cercles;  j'ignore  dans  quel  Mémoire  et  à  quelle  époque 
M-  Casey  a  énoncé  cette  propriété;  je  croîs  devoir  toutefois  rap- 
peler que  M.  Moutard  Pavait  fait  connaître  dès  1862. 

A  cette  époque,  il  avait  énoncé  la  proposition  suivante  : 

Toute  anallagmatique  du  quatrième  ordre  (quartique  bi- 
circulaire  de  M.  Cayley)  peut  être  considérée  de  quatre  façons 
différentes  comme  V enveloppe  de  cercles  coupant  orthogonale^ 
ment  un  cercle  fixe,  tandis  que  leurs  centres  décrivent  des 
coniques;  les  quatre  coniques  au  moyen  desquelles  on  peut 
engendrer  ainsi  la  courbe  sont  homofocales  (*). 

J'ai  démontré  très  simplement,  dans  une  Note  insérée  au  Bul- 
letin de  la  Société  philomathique  sur  les  courbes  résultant  de 
l'intersection  d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  degré 
(mars  1867),  que  la  projection  sléréographique  d'une  courbe  de 
cette  espèce  pouvait  être,  comme  l'indique  la  proposition  de 
M.  Moutard,  regardée  comme  l'enveloppe  de  cercles. 

Je  reproduis  ici  cette  démonstration. 

Considérons  une  courbe  K  résultant  de  l'intersection  d'une 
sphère  S,  par  une  surface  du  second  degré.  On  peut,  par  cette 


(  '  )  Voir  la  Note  :  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  et  sphérigues  considérées 
comme  enveloppes  de  cercles;  par  M.  Mannheim  {Journal  de  Liouville,  1862)  et 
ma  Note  intitulée  :  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  planes  {Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i865). 
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courbe,  faire  passer  quatre  cônes.  Soient  (C)  l'un  de  ces  cônes, 
c  son  sommet. 

Le  cône  (C)  étant  l'enveloppe  des  divers  plans  qui  lui  sont  tan- 
gents, la  courbe  K  est  Tenveloppe  des  cercles  suivant  lesquels 
ces  plans  tangents  coupent  la  sphère.  Les  plans  de  ces  cercles 
passant  par  le  point  c,  ces  cercles  eux-mêmes  coupent  à  angles 
droits  le  cercle  F  suivant  lequel  la  sphère  est  coupée  par  le  plan 
polaire  de  c.  Les  pôles  des  plans  de  ces  cercles  décrivent  une 
conique  G,  qui  est  la  polaire  du  cône  (C). 

La  courbe  K  peut  donc  être  considérée  comme  l'enveloppe  de 
cercles  qui  coupent  orthogonalement  le  cercle  F,  les  pôles  des 
plans  de  ces  cercles  décrivant  une  conique  G. 

Faisons  maintenant  une  projection  stéréographique  de  la  (igure. 

La  courbe  K  se  projette  suivant  une  courbe  A:,  qui  est  Fenve- 
loppe  des  cercles  h  suivant  lesquels  se  projettent  les  cercles  de  la 
sphère  dont  l'enveloppe  est  K. 

Ces  cercles  h  coupent  orthogonalement  le  cercle  y>  projection 
de  F;  de  plus,  leurs  centres  décrivent  la  conique  projection  de  G, 
en  vertu  du  théorème  bien  connu  de  M.  Chasies  : 

Si  Von  projette  un  cercle  stéréographiquement,  le  centre 
du  cercle  suivant  lequel  il  se  projette  est  la  projection  du  pôle, 
par  rapport  à  la  sphère,  du  plan  du  cercle  projeté. 

La  courbe  K  étant  située  sur  quatre  cônes  du  second  degré,  la 
proposition  de  M.  Moutard  se  déduit  immédiatement  de  ce  qui 
précède. 

Pour  les  développements  auxquels  peut  donner  lieu  cette  ques- 
tion, je  renverrai  le  lecteur  à  la  Note  que  j'ai  citée  plus  haut., 
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Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  1870. 


Pcrmeltez-moi  d'ajouter  aux  beaux  théorèmes  de  Steiner  et  de 
M.  Cremona,  démontrés  par  M.  Painvin,  quelques  propositions 
nouvelles,  et  fondamentales  dans  la  théorie  de  rhypocycloïde ; 
elles  se  déduisent  très  facilement  des  théorèmes  généraux  que  j^ai 
donnés  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  {Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  planes  algé- 
briques, janvier  i865),  et  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philo- 
mathique  {Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des 
lignes  planes,  février  1867);  j'en  ai  déduit,  du  reste,  les  princi- 
pales conséquences  relatives  à  l'hypocycloïde,  dans  le  cours  que 
j'ai  professe  cet  hiver  à  la  salle  Gerson. 

Les  deux  propositions  fondamentales  auxquelles  donne  lieu 
cette  courbe  sont  les  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Les  trois  tangentes  que,  par  un  même  point, 
on  peut  mener  à  Vhypocycloïde  font,  a^^ec  une  quelconque  des 
tangentes  de  rebroussement,  des  angles  dont  la  somme  est  un 
multiple  de  ir. 

Théorème  II.  —  Si,  par  un  point  P,  on  mène  trois  tangentes 
à  Vhypocycloïde,  et  si  Von  désigne  par  A.,  B,  Cj  les  trois  points 
de  contact;  si,  sur  le  prolongement  d\ine  quelconque  de  ces 
trois  tangentes  PA,  on  prend  un  point  h!  tel  que  PA'  soit  le 
double  de  PA,  les  quatre  points  P,  A',  B,  G  sont  sur  une  même 
circonférence  et  partagent  harmonique  ment  cette  circonfé- 
rence. 

Voici  quelques  conséquences  de  ces  propositions  : 

Soit  une  droite  touchant  la  courbe  au  point  M,  et  la  coupant 
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en  P  et  R.  Si  Ton  désigne  par  S  Tinclinaison  de  celle  droite  sur 

une  quelconque  des  tangentes  de  rebroussement,  et  parnr  rincli- 

Daison,  sur  celte  tangente,  de  la  tangenle  en  P,  on  aura,  en  vertu 

du  théorème  I, 

0  -h  2Tn  =  multiple  de  t:; 

en  désignant  de  même  par  p  Tinclinaison  sur  cette  tangente  de  la 
tangente  au  point  R,  on  aura 

0  -t-  ap  =  multiple  de  r  ; 

on  déduit  de  là 

2(Tn  —  p)  =  multiple  de  ti. 

D*où  Ton  voit  que 

m  —  p  =  o.         ou  bien         =  — . 

Deux  tangentes  à  l'hypocycloïde  ne  pouvant  être  parallèles,  on  a 

71 

m  —  p  =  -  . 

Donc  les  tangentes  aux  points  P  et  R  sont  perpendiculaires  entre 

elles, 

(considérons  maintenant  les  trois  tangentes  PA,  PB  et  PC  issues 
"  "û  même  point  P,  et  supposons  que  deux  d'entre  elles,  PB  et  PC, 
soient  rectangulaires;  si  nous  prolongeons  AP  d'une  longueur 
double  d'elle-même  au  delà  du  point  P,  rextrémité  A'  du  segment 
^^nsi  obtenu  sera  sur  la  circonférence  passant  par  les  points  P,  B, 
S  et  sur  cette  circonférence  sera  le  conjugué  harmonique  du 
point  P;  mais,  d'après  les  propriétés  bien  connues  de  la  division 

harmonique  sur  un  cercle,  l'angle  BPC  étant  droit,  la  ligne  BC  est 
•  perpendiculaire  sur  PA',  c'est-à-dire  sur  PA. 

Donc,  si  deux  des  tangentes  issues  d'un  point  P  sont  rectangu- 
laires, la  corde  des  contacts  de  ces  deux  tangentes  est  perpendi- 
culaire à  la  troisième  tangente  issue  du  même  point. 

Vos  lecteurs  trouveront  peut-être  quelque  intérêt  à  rapprocher 
ces  démonstrations  géométriques  des  démonstrations  analytiques 
données  par  M.  Painvin, 
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On  peut  ajouter  ici  la  proposîlioQ  suivante,  remarquable  par  sa     I 
simplicité  et  son  élégance  : 

Si  d'un  point  A  de  fhypocj'ctordc,  on  mène  à  la  courbe  la 
tangente  dont  le  point  de  contact  ne  coïncide  pas  ai^eck;en 
désignant  par  T  /e  point  de  contact  de  cette  tangente,  si  Pon 
prolonge  TA  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  le  point  T, 
extrémité  de  ce  prolongement,  est  le  foyer  de  la  parabole  qui 
suroscule  en  A  Vhypocycloïde. 


SUR  UN  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE 
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Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  1870. 


Étant  données  dans  Tespace  une  surface  du  second  ordre  et  deux 
droites  fixes,  M.  Chasies  a  démontré  que,  si  une  droite  mobile  était 
assujettie  à  rencontrer  les  deux  droites  fixes  en  s^appuyant  sur  la 
surface,  la  courbe  de  contact  des  droites  mobiles  était  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  de  Tespècc  de  celles  par  lesquelles  on 
peut  mener  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre. 

Inversement,  étant  donnée  une  courbe  résultant  de  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  du  second  ordre,  on  peut  se  demander  si 
elle  peut  toujours  être  engendrée  par  le  procédé  qui  résulte  de  la 
proposition  de  M.  Chasies,  et,  si  elle  peut  l'être,  comment  l'on 
pourra  déterminer  une  surface  du  second  ordre  et  deux  droites  de 
façon  à  obtenir  la  génération  de  la  courbe. 

La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  résoudre  cette  question.  Je 
montre  que  par  la  courbe  donnée  on  peut  toujours  faire  passer  six 
surfaces  qui  permettent  la  génération  indiquée  par  M.  Chasies,  et 
que.  Tune  des  surfaces  étant  choisie,  on  peut  encore  choisir  d'une 
iuGnité  de  façons  les  deux  droites  fixes. 

La  proposition  suivante  montrera  comment  on  peut  résoudre  le 
problème  que  je  m'étais  proposé. 

Par  la  courbe  donnée  passent  quatre  cônes  dont  les  sommets 
forment  un  tétraèdre.  Prenons  arbitrairement  deux  arêtes  opposées 
de  ce  tétraèdre  et  menons  une  droite  quelconque  qui,  s'appuyant 
sar  ces  arêtes,  rencontre  la  courbe  en  un  point  A  :  on  sait  alors 
qu'elle  la  rencontre  en  un  autre  point  B. 
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Par  la  droite  AB  on  peut  mener  quatre  plans  qui  touchent  u 
courbe;  les  quatre  points  de  contact  sont  les  sommets  duu 
tétraèdre;  deux  arêtes  opposées  de  ce  tétraèdre  rencontrent  1» 
deux  arcles  opposées  du  tétraèdre  dont  j'ai  parlé  plus  haut  et  dont 
les  sommets  sont  les  sommets  des  quatre  cônes.  Soient  CC  et  Dl/ 
CCS  deux  arcles;  C,  C,  D  et  D'  étant  les  quatre  points  de  conU^^ 
avec  la  courbe. 

Choisissons  arbitrairement  Tune  de  ces  arêtes,  CC  par  exemple'» 
les  quatre  droites  AC,  AC,  BC  et  BC  sont  situées  sur  une  même 
surface  du  second  ordre  S  passant  par  la  courbe  donnée.  Cela  posé  • 

Si  une  droite  mobile  rencontre  à  chaque  instant  les  droites  A*^ 
et  DD'  en  s*appuvaul  sur  la  surface  S,  elle  la  louchera  précise-* 
ment  le  long  de  la  courbe  donnée. 

I^s  propositions  sur  lesquelles  je  me  suis  appuyé  pour  la  sol**^ 
lion  de  ce  problème  se  rattachent  étroitement,  comme  je  m  ^^ 
suis  aperçu  en  rédigeant  cette  Note,  aux  théorèmes  donnés  p^*" 
M.  Hesse  clans  son  beau  Mémoire  Sur  les  courbes  du  iroisièiP^^ 
ordre  {C relie,  t.  18);  théorèmes  qui,  du  reste,  si  Ton  vci*^ 
remonter  plus  haut,  se  trouvent,  quant  au  fond,  dans  une  No*-^ 
très  courte  Sur  les  focales  publiée  par  M.  Van  Reiss  dans  1^ 
Tome  V  du  Journal  de  Quetelet, 

Les  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  qui  se  présentent  dans 
cette  ]\ote  sont  en  elles-mêmes  très  intéressantes,  et  je  les  avai^ 
déjà  rencontrées  en  étudiant  certains  théorèmes  de  M.  W.  Roberts 
relatifs  aux  surfaces  du  second  ordre  que  j^ai  pu,  parleur  moven, 
étendre  aux  surfaces  du  quatrième  ordre  ayant  une  conique 
double. 

Du  reste,  M.  de  la  Gournerie  s'était  déjà  auparavant  occupé, 
d'une  façon  toute  spéciale,  de  ces  surfaces  réglées;  je  n'en  par- 
lerai donc  ici  qu'accidentellement,  en  me  contentant  de  mention- 
ner la  définition  très  simple  que  Ton  en  peut  donner  en  s'appuyant 
sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  je  renverrai  le  lecteur 
curieux  de  poursuivre  celte  recherche,  à  l'Ouvrage  très  complet 
que  M.  do  la  Gournerie  a  publié  à  ce  sujet. 

1.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  désignerai  sous  le  nom  de  biqua- 
dratique  gauche ,  ou  simplement  sous  le  nom  de  biquadratique, 
riutersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre. 
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Bien  que  toutes  les  propositions  sur  lesquelles  je  m'appuierai 
paissent  s'établir  facilement  par  des  considéralions  de  pure  Géo- 
métrie (elles  se  déduisent  immédiatement  des  relations  très 
simples  que  M.  Chasles  a  données  dans  sa  Géométrie  supérieure, 
p.  nj,  entre  trois  couples  de  points  en  involution  et  leurs  points 
milieux),  j*ai  cru,  pour  abréger,  pouvoir  me  servir  de  la  belle 
théorie  fondée  par  M.  Clebsch. 

En  ce  qui  concerne  les  biquadratiques  gauches,  la  théorie  de 
M.  Clebsch  peut  s'établir  d'une  façon  très  simple  et  très  facile; 
mais,  quoique  la  démonstration  de  ses  formules,  dans  ce  cas  spé- 
cial, puisse  donner  lieu  à  quelques  remarques  dignes  d'intérêt,  je 
me  contenterai  de  renvover  le  lecteur  aux  divers  Mémoires  qu'il  a 
publiés  sur  ce  sujet  (*),  en  exposant  brièvement  ceux  des  résul- 
tais qu'il  a  obtenus,  sur  lesquels  je  m'appuierai. 

2.  Soit  tracée,  sur  une  surface  du  second  ordre  S,  une  biqua- 
"''aiique  quelconque  K,  A  celte  courbe  se  rattache  une  intégrale 
^Wipiique  (^);  on  peut  concevoir  que  la  valeur  de  la  variable  qui 
^^Iredans  cette  intégrale  soit  à  chaque  instant  fixée  par  la  posi- 
^*oii  d'un  point  mobile  sur  la  biquadratique,  ou  que  le  déplace- 
ment du  point  mobile  de  la  courbe  détermine  la  variation  de  la 
Variable. 

Etant  pris,  sur  la  courbe,  un  point  arbitraire  co,  qui  corresponde 
à  la  valeur  de  la  variable  prise  pour  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale; si  le  point  mobile,  qui  fixe  à  chaque  instant  la  valeur  de 
cette  variable,  se  meut  sur  la  courbe  jusqu'à  un  point  donné  A, 
On  obtiendra  pour  l'intégrale  considérée  une  valeur  parfaitement 
déterminée.  Cette  valeur,  cependant,  ne  sera  pas  entièrement 
déterminée  par  la  seule  connaissance  du  point  A;  elle  dépend, 
comme  on  le  sait,  du  chemin  que  Ton  a  suivi  pour  se  mouvoir. 


(')  Voir  notamment  le  Mémoire  Ueber  die  Anwendung  der  Abelschen  Func- 
tionen  in  der  Géométrie  (  CreUe,  t.  63  ). 

(^)  Quand  la  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  cette  intégrale  prend  une  forme 
géométrique  très  simple;  en  désignant  par  M  un  point  quelconque  de  cette  courbe, 
par  F,  G,  H,  K  ses  quatre  foyers  réels,  elle  s'exprime  de  la  façon  suivante 
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sur  la  courbe,  du  point  u)  au  point  A;  et,  d'après  le  chemin  qu^on 
a  suivi,  la  valeur  de  l'intégrale  peut  demeurer  la  même,  ou  être 
augmentée  d*un  multiple  quelconque  de  Tune  des  deux  périodes 
qui  appartiennent  à  Fintégrale  elliptique  considérée.  Dans  tout  ce 
qui  suit,  je  désignerai  constamment  ces  deux  périodes  par  2/7 
et  aqr,  en  posant,  pour  abréger,  /?  -|-y  =  r,  ar  étant  une  autre 
période  de  Pintégrale  dépendant  des  deux  premières. 

Lorsqu^on  se  donne  la  valeur  de  l'intégrale,  prise  à  partir  du 
point  origine  co,  le  point  A  qui  correspond  à  la  valeur  extrême  de 
la  variable  est  complètement  déterminé;  mais,  lorsqu'on  se  donne 
au  contraire  ce  point  A,  la  valeur  de  l'intégrale  n'est  déterminée 
qu'à  un  multiple  près  de  2/7  et  de  ^q. 

Cela  posé,  la  proposition  fondamentale  donné  par  M.  Clebsch, 
sur  laquelle  je  m'appuierai  dans  tout  ce  qui  suit,  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

«Si  Von  coupe  la  biquadratique  K  par  un  plan  qui  la  ren^ 
contre  aux  points  A,  B,  C  et  D,  la  somme  des  quatre  inté- 
grales  dont  les  limites  supérieures  sont  caractérisées  par  les 
points  A,  B,  C  c^  D  est  une  quantité  constante,  quelle  que  soit 
la  position  du  plan,  ou,  du  moins,  cette  quantité  ne  peut 
varier  que  de  multiples  des  deux  périodes  ip  et  iq. 

Pour  exprimer  ce  genre  de  relation,  on  peut  employer  avec 
avantage  le  signe  de  la  congruence  de  Gauss,  et  écrire  simplement 

a  désignant  une  quantité  constante. 

Comme  jusqu'ici  l'origine  co  a  été  prise  arbitrairement,  rien 
n'empêche  de  la  choisir  de  telle  sorte  que  la  constante  a  soit 
nulle;  en  sorte  que  Ton  aura  simplement 

(I)  A-+.  B-+-C-f- Dso. 

Dans  cette  congruence,  A  ne  représente  pas  le  point  A,  mais  l'in- 
tégrale qui  s'étend  depuis  l'origine  fixe  jusqu'à  ce  point.  Il  n'y  a 
d'ailleurs  lieu  de  redouter  aucune  confusion  dans  ce  double 
emploi  d'une  même  lettre  pour  représenter  un  point  et  une  inté- 
grale, la  présence  du  signe  de  la  congruence  suffisant  pour  fixer 
le  sens  que  l'on  doit  y  attacher. 
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3.  La  congruence  (i)  exprime  la  conditioa  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  quatre  points  A,  B,  ^C,  D  de  la  biquadratique 
soient  dans  un  même  plan. 

Soient  A  et  B  deux  points  donnés  de  cette  courbe,  il  existe  une 
surface  du  second  ordre  S,  bien  déterminée,  qui  passe  par  la 
courbe  et  qui  a  la  droite  AB  pour  génératrice.  Si,  par  AB,  on  mène 
un  plan  quelconque  rencontrant  la  courbe  aux  points  K  et  Y^  la 
droite  XY  est,  comme  on  le  sait,  Tune  quelconque  des  généra- 
trices du  second  système  de  cette  surface. 

Or,  d'après  la  relation  (i),  on  a 

X-+-Y-hA-*-Bso        d'où        X-4-Ys— (^A-4-B). 

Si  l'on  pose,  pour  abréger,  A -+- B  ^  A*,  Ton  voit  que,  pour 
toutes  les  génératrices  du  système  contraire  à  AB,  Ton  a 

(2)  X-f-Ys— A:. 

De  même,  si  X  et  Y  désignent  les  deux  points  où  une  généra- 
trice de  la  surface  S  de  même  système  que  AB  s'appuie  sur  A',  on 
voit  que  Ton  a  la  relation 

(3)  X-+-YsA. 

D'où  cette  conclusion  :  Si  Ton  prend,  sur  la  biquadratique,  une 
série  de  points  X,  Y  satisfaisant  à  la  relation  (3),  toutes  les  droites 
telles  que  XY  sont  les  génératrices  d'un  système  d'une  même 
surface  du  second  ordre  passant  par  la  biquadratique;  et  les 
droites  XY,  qui  joignent  les  couples  de  points  satisfaisant  à  la 
relation  (2)  sont  les  génératrices  du  second  système  de  cette  même 
surface. 

On  voit  que  chacune  des  surfaces  du  second  ordre  que  l'on 
peut  mener  par  K  est  caractérisée  par  une  constante  dz  A:;  je  dési- 
gnerai souvent  l'une  de  ces  surfaces  par  la  valeur  de  la  constante 
qui  lui  est  propre,  et  l'on  comprendra  aisément  ce  que  je^  veux 
dire  par  surface  (zb  A:). 

4.  Parmi  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  K  se 
trouvent  en  particulier  quatre  cônes.  Soient  X  et  Y  les  points  où 
l'une  des  génératrices  d'un  de  ces  cônes  s'appuie  sur  la  courbe, 
celte  génératrice  et  la  génératrice  infiniment  voisine  étant  dans  un 
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même  plan,  on  doit  avoir 

2(X-4-Y)so; 

si  l'on  résout  cette  congruence,  en  observant  qu'elle  exprime  que 
le  second  membre  est  non  pas  nul,  mais  un  multiple  quelconque 
de  2/>  et  de  2^,  on  en  déduit  les  quatre  solutions  suivantes  : 

X-f-Yso, 
X  +  Y^/,, 
X  +  Y^9, 
X-f-Ysr; 

dans  la  dernière  congruence,  j'ai  posé,  pour  abréger,/?  -\-q  =  r. 
Telles  sont  les  relations  qui  caractérisent  les  quatre  cônes  du 
second  ordre  qui  passent  par  K;  j'appellerai  O,  P,  Q,  R  les  som- 
mets de  ces  quatre  cônes,  en  sorte  que  toute  droite  passant  par  le 
sommet  O  et  s'appuyant  en  deux  points  de  la  courbe  donnera  lieu 

à  la  relation 

X  -h  Y  =  o. 

De  même,  toute  génératrice  du  cône  ayant  pour  sommet  Q  don- 
nera lieu  à  la  relation 

X  -+-  Y  =  gr. 

5.  Les  points  O,  P,  Q,  R  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  con- 
jugué par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent 
par  K.  On  peut  grouper  de  trois  façons  différentes  les  arêtes  de 
ce  tétraèdre  de  façon  que  chaque  groupe  contienne  deux  arêtes 
opposées.  Soient  OP  et  QR  les  arêtes  opposées  correspondant  à 
un  mode  de  groupement,  et  X  un  point  quelconque  de  la  courbe  K. 

Menons  la  droite  OX,  elle  rencontre  la  courbe  en  un  deuxième 

point  X',  et  l'on  a 

Xh-X'^o; 

joignons  X'  au  point  P  et  appelons  Y  le  point  où  la  droite  PX' 
rencontre  de  nouveau  la  courbe.  On  a 

X'h-Y=/?. 

Les  deux  points  ainsi  obtenus  X  et  Y  satisfont  à  la  relation 

X  —  Y  s  /?        ou  bien        Y  —  X^p, 
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Je  dirai  que  ces  deux  points  sont  deux  points  conjugués  de  \,\ 
biquadralique,  relativement  au  mode  de  groupement  défini  par 
les  arêtes  OP  et  QR,  ou  bien  par  la  demi-période  p. 

La  droite  XY  qui  joint  deux  points  conjugués  rencontre  évi- 
demment l'arête  OP;  on  peut  voir  aussi  facilement  qu'elle  ren- 
coDtre  l'arête  opposée  RQ.  Joignons  en  effet  X  au  sommet  R,  et 
soit  X*' le  point  où  cette  droite  coupe  K;  menons  la  droite  X"Q, 
et  soit  Y' le  point  de  rencontre  de  celte  droile  avec  K.  L'on  a  évi- 
demment 

X-4-X'=r,         X'-f-Y'«^         d'où        Y'-X^^- /•=/?. 

Le  point  Y'',  ainsi  déterminé,  se  confond  avec  le  point  Y;  ce  qui 
^^OQontre  la  proposition  énoncée. 

Ainsi,  la  droite  joignant   deux  points  conjugués  quelconques 

^  appuie  sur  les  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  qui  définissent 

'^  mode  de  groupement;  réciproquement,  toute  droite  s'appuyani 

^Ur  ces  deux  arêtes,  et  rencontrant  la  courbe,  la  rencontre  en  deux 

points  conjugués. 

Si  nous  considérons  une  surface  quelconque  du  second  ordre  S 
Passant  par  K,  les  deux  arêtes  OP  et  QR  sont  des  droites  polaires 
**^ciproques,  relativement  à  cette  surface;  Tune  de  ces  droites  la 
^Oupe  donc  en  deux  points  réels  tïj  et  to'.  Deux  points  conjugue' s 
^Vielconques  et  les  points  tîj  et  r:/  sont  dans  un  même  plan  qui 
^^upe  la  surface  suivant  une  conique  divisée  harmoniquement  par 
^^s  quatre  points  considérés. 

6.  Si  Ton  détermine  tous  les  couples  de  points  conjugués  qui 
Correspondent  au  mode  de  groupement  caractérisé  par  les  deux 
Prêtes  OP  et  QR,  ou  par  la  demi-période  /?,  les  droites  joignant 
Ces  différents  points  forment  une  surface  réglée  ayant  pour  droites 
doubles  les  arêtes  OP  et  QR;  cette  surface  est  évidemment  du 
quatrième  ordre;  je  la  désignerai  par  la  notation  T^. 

Si  l'on  appelle  Y  et  X  les  points  où  une  génératrice  quelconque 
de  cette  surface  s'appuie  sur  la  courbe,  Ton  a 

Y-X^-/,, 
Il  y   a  lieu  de  considérer  deux  autres  surfaces  de  même  espèce 
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caractérisées  parles  demi -péri  odes  ^  et  r;  je  les  désignerai  parT^ 
et  Tr. 

7.  A  e/  B  étant  deux  points  quelconques  de  K,  par  la 
corde  AB  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  la  courbe; 
les  quatre  points  de  contact  sont  les  sommets  d^un  tétraèdre. 
Deux  arêtes  opposées  quelconques  de  ce  tétraèdre  rencontrerU 
deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  OPQR. 

Appelons  X  Tun  quelconque  des  points  de  contact  des  plans 
tangents  cherchés,  on  a  la  relation 

A-+-B-+-2Xso; 
d'où  Ton  déduit  pour  X  les  quatre  valeurs  suivantes  : 

'"■  (v_-(iiJ')^,.       X"-(*±J>)... 


Considérons  deux  quelconques  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre 

XX'X'X'",  par  exemple  les  arêtes  X'X"  et  X'^X*";  Ton  a 

X'—X'-p        et        X'^  — X-^s/?, 

puisque  r^p  -^  q. 

La  proposition  est  donc  démontrée;  les  deux  arêtes  X'X*^ 
et  X'^X""  sont  deux  génératrices  de  la  surface  Tp. 

8.  Supposons  maintenant  que  la  corde  AB  soit  elle-même  une 
génératrice  de  Tp,  en  sorte  que  Ton  ait 

désignons  toujours  par  X',  X'',  X'"  et  X*'  les  quatre  points  de  con- 
tact des  plans  que  Ton  peut  mener  par  cette  corde  tangentielle- 
ment  à  la  courbe.  Des  quatre  arêtes  du  tétraèdre  X'X''X'"X*%  deux 
sont  aussi  des  génératrices  de  T^;  ce  sont  les  droites  X'X"^ 
etX^"X'\ 

Choisissons  arbitrairement  une  de  ces  droites,  X'X*'  par 
exemple;  il  est  facile  de  voir  que  les  quatre  droites  AX',  AX*', 
BX',  BX"  sont  des  génératrices  d'une  même  surface  du  second 


u:^ 
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ordre  passant  par  K.  Les  congruences  (a),  qui  déterminent  X', 
X',  X**  et  X*^,  donnent,  en  effet,  si  l'on  tient  compte  de  la  rela- 
tion (?), 

^i'I  A  +  X'sB-f-X's:  ^         et         Ah-X'sB  +  X'^-^. 

■  2  1 

Celle  surface  du  second  ordre  est  caractérisée  par  la  conslante 

±  ~;  on  voit  qu'elle  est  la  même,  quelle  que  soit  la  génératrice  AB 

de  la  surface  T^  que  l'on  ait  choisie.  Je  la  désignerai  dans  ce  qui 
suit  par  la  lettre  S^ . 

Relativement  à  cette  surface  S^,  je  dirai  que  les  droites  AB 
etX'X'sont  deux  génératrices  associées  de  la  surface  T^. 

Puisque  les  droites  AX',  AX",  BX'  et  BX"  sont  des  génératrices 
de  S;,,  Ton  voit  que  deux  génératrices  associées  sont  des  droites 
polaires  réciproques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  S^,. 

Si  nous  avions  fait  correspondre  la  droite  X'"X*''  à  la  corde  AB, 
nous  aurions  démontré  de  même  que  les  droites  AX'",  AX*"",  BX'" 
et  BX'^  étaient  les  génératrices  d'une  même  surface  du  second 
ordre  passant  par  la  courbe  K  et  caractérisées  par  la  constante 


*(!-')• 


Je  désignerai  cette  deuxième  surface  par  la  notation  S;,'. 

Les  droites  telles  que  AB  etX'"X*^  seront  dites  des  génératrices 
associées  de  Tp  relativement  à  la  surface  S^^. 

La  considération  des  surfaces  T^  et  Tr  conduirait  de  même  à  la 
considération  de  quatre  autres  surfaces  du  second  ordre  S^,  S^^; 
Sr  et  Sr". 

La  propriété  que  j'ai  signalée  des  six  surfaces  S^,,  S^';  S^,  S^»; 
Sr,  Sr',  à  savoir  :  qu'à  chacune  d'elles  correspond  une  surface 
réglée  du  quatrième  ordre  dont  chaque  génératrice  s'appuie  en 
deux  points  de  K  et  qui  est  à  elle-même  sa  transformée  par  polaires 
réciproques,  lorsque  l'on  prend  pour  base  la  surface  considérée, 
est  caractéristique  de  ces  surfaces. 

Étant  donnée  une  droite  s'appuyant  en  deux  points  sur  K  et 
telle  que  sa  polaire,  par  rapport  à  une  surface  de  second  degré 
passant  par  cette  courbe,  s'appuie  aussi  en  deux  points  sur  cette 
courbe,  on  démontrera  facilement  que  cette  droite  est  une  gêné- 
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rai  ri  ce  de  l'une  des  Irois  surfaces  T^,  T^  et  Tr,  et  que  la  surface 
du  second  degré  est  une  des  six  surfaces  que  j'ai  mentionnées  et 
(|ui  correspondent  deux  à  deux  à  Ty,,  T^  et  T,.. 

9.  Lemme.  —  Etant  données  deux  génératrices  quelcon- 
ques G  et  G'  de  la  surface  T^,  associées  par  rapport  à  la  sur- 
face S;,,  et  deux  génératrices  quelconques  H  et  H'  de  T^, 
associées  par  rapport  à  S^',  ces  quatre  droites  et  les  arêtes  OP, 
OQ  sont  toujours  situées  sur  un  même  hyperboloïde. 

En  elFet,  les  droites  H,  H'  et  G,  qui  s'appuient  toutes  les  trois 
sur  OP  el  sur  OQ,  déterminent  un  hyperboloïde,  dont  l'intersec- 
tion avec  la  surface  Ty,  est  une  courbe  du  huitième  ordre. 

Les  droites  H,  H',  G,  OP  et  OQ  faisant  partie  de  l'intersection 
et  CCS  deux  dernières  devant,  cliacune,  compter  pour  deux,  puis- 
qu'elles sont  des  droites  doubles  de  T^,,  la  courbe  d'intersection 
ne  peut  être  complétée  que  par  une  sixième  droite-  Il  s'agit  de 
prouver  que  cette  droite  est  précisément  G'. 

A  cet  effet,  désignons  respectivement  par  A,  A|  ;  h\  h\  \  g^  g\\ 
x^  x^  les  points  où  s'appuient  sur  la  courbe  K  les  droites  H,  H', 
G  et  la  droite  cherchée. 

Les  droites  H  et  H'  étant  associées  par  rapport  à  la  surface  S^-, 
l'on  a 

A  — A,  =/?,        h'—h\^p^        A'-h/i  =  — -Hç; 

a  droite  G  et  la  droite  cherchée  étant  des  génératrices  de  T^,,  l'on 
a  aussi 

g  —  S\^P        et        x  —  xx^p. 

Maintenant,  remarquons  que  les  huit  points  A,  h^  ;  A',  h\  ]  g^  gi; 
.r,  Xx  étant  les  points  d'intersection  de  K  avec  une  surface  de 
second  degré,  on  a,  d'après  les  principes  posés  par  M.  Clebsch, 

A  -+-  Ai  -4-  A'  -h  /i  i  -h  ^  -h  ^1  -+-  a?  -h  iTi  =  o. 
On  déduit  facilement  des  relations  précédentes 

D'où  l'on  voit  que  la  droite  cherchée  xxt  ne  peut  être  que  l'as- 
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sociée  de  G  relativement  à  la  surface  S^  ou  son  associée  relative- 
ment à  la  surface  S^,. 

La  dernière  hypothèse  ne  peut  être  admise. 

Considérons  en  effet  les  quatre  droites  H,  H';  G  et  xXi^  qui 
sont  quatre  génératrices  d'un  même  système  de  l'hyperboloïde. 

Les  droites  de  ce  groupe  ne  font  que  s'échanger  entre  elles, 
lorsqu'on  prend  leurs  polaires  relativement  à  S^,';  l'hyperboloïde 
qui  les  contient  devrait  donc  se  transformer  en  lui-même  en 
employant  une  transformation  par  polaires  réciproques  ayant  pour 
base  S^'. 

Ce  qui  est  impossible,  puisque  l'hyperboloïde  ne  se  confond 
pas  avec  S;,'. 

L'hypothèse  précédente  étant  donc  écartée,  il  s'ensuit  que  la 
droite  cherchée  est  la  génératrice  associée  à  G  relativement  à  la 
«"«•face  S;,. 
^e  qui  démontre  le  lemme  énoncé  ci-dessus. 

^onoLLAïRE.  —  Prenons  la  trace  de  T^  sur  un  plan  quel- 
^^^que;  soient  II  et  II'  les  points  où  ce  plan  rencontre  tes 
^^^t^s  OP  et  QR,  ces  points  sont  les  deux  points  doubles  de  la 
^oiirf^e  du  quatrième  ordre  qui  forme  cette  trace. 

Soient  a  et  P  les  points  où  deux  génératrices   quelconques, 
^socîées  par  rapport  à  S;,',  coupent  le  plan  sécant. 

''-'^signons  en  général  para;  et  y  les  deux  points  de  la  courbe 

^  *G  plan  sécant  coupe  deux  génératrices  mobiles  de  Ty,  associées 

r^ï'   i*apport  à  S^;  il  résulte  du  lemme  précédent  que,  quel  que 

*^  le  couple  de  points  :f  et^  que  l'on  considère,  ces  deux  points 

^**^ahleset  les  quatre  points  fixes  a,  p.  Il  et  II' sont  sur  une  même 

"lO.  Lemme.  —  Étant  donnés  une  courbe  du  quatrième  ordre 

^yont  deux  points  doubles  U  et  II',  et  deux  points  fixes  oLCt^ 

P^is  sur  cette  courbe,   si  l'on  mène  par  ces  quatre  points 

^^e  conique  quelconque,,  la  droite  qui  Joint  les  deux  autres 

Points  x^  jTy  oà  la  conique  variable  rencontre  de  nouveau  la 

tourbe,  enveloppe  une  conique. 

Joignons  les  points  II  et  II'  à  un  point  E  pris  arbitrairement 
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dans  l'espace  et,  par  les  droites  EH  et  EH',  faisons  passer  une 
surface  du  second  degré  quelconque  A.  Le  cône,  ayant  pour 
sommet  E  et  pour  base  la  courbe  du  quatrième  degré,  coupera 
cette  surface  suivant  une  biquadratique  B.  Soient  a  et  b  les  pro- 
jections coniques  des  points  a  et  ^  sur  la  courbe  B,  X  et  Y  les 
projections  coniques  des  points  variables  xeiy]  les  points  a,  p, 
X,  y  et  n,  n'  étant  sur  une  même  conique,  il  en  résulte  que  les 
points  a,  6,  X  et  Y  sont  dans  un  même  plan.  Comme,  d'ailleurs, 
ils  sont  situés  sur  la  biquadratique,  l'on  voit  que  la  droite  Xi 
engendre  dans  l'espace  une  surface  du  second  degré;  les  droites 
telles  que  xy^  qui,  dans  le  plan  sécant,  sont  les  projections  des 
génératrices  de  cette  surface,  enveloppent  donc  une  conique. 

Corollaire.   —  De  ce   Icmme  et  du   corollaire  précédent,  il 
résulte  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  coupe  la  surface  Tp  par  un  plan  quelconque  et  n 
Von  désigne,  pour  un  instant,  sous  le  nom  de  points  associés  de 
la  courbe  d'intersection,  les  points  de  cette  courbe  qui  appar- 
tiennent à  deux  génératrices  de  Hp  associées  relativement  à  Sp, 
les    droites  qui  joignent  deux  points   associés   quelconques 
enveloppent  une  conique, 

11.  Si  d'un  point  de  V espace  A,  on  mène  les  différentes 
droites  qui  rencontrent  deux  génératrices  de  Tp  associées  entre 
elles  par  rapport  à  la  sur/ace  S^,  ces  droites  forment  un  cône 
du  second  degré. 

En  effet,  pour  trouver  le  degré  du  cône  formé  par  ces  droites, 
menons  par  A  un  plan  quelconque  M  et  cherchons  combien  ce 
conc  contient  de  droites  satisfaisant  à  la  condition  donnée. 

Ces  droites  doivent  évidemment  passer  par  un  couple  de  points 
associés  de  la  courbe  d'intersection  de  T^  avec  le  plan  M;  or  les 
droites  qui  joignent  ces  points  associés  enveloppent  une  conique 
à  laquelle  on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes  par  le  point  A. 
Le  plan  M  ne  contient  donc  que  deux  droites  satisfaisant  à  la  con- 
dition donnée;  le  lieu  cherché  est  donc  un  cône  du  second  degré. 

12.  Les  surfaces  réglées  T^  et  S^,'  ont  quatre  génératrices  com- 
munes. En  effet,  les  génératrices  rectilignes  de  Sp'  se  partagent, 
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e  on  sait,  en  deux  systèmes.  En  désignant  par  X  et  Y  les 
5  où  Tune  quelconque  de  ces  droites  s'appuie  sur  K,  l'on  a, 
les  génératrices  de  Tun  des  systèmes,  la  relation 

lirai  que  les  génératrices  qui  donnent  lieu  à  cette  relation  sont 
premier  système.  Les  génératrices  du  second  système  donnent 
a  à  la  relation 

\  -T-  1  s=  — q. 

'}. 

m 

Cherchons  combien  de  génératrices  de  S;,*  du  premier  système 
peuvent  appartenir  à  la  surface  T^.  Soit  XY  l'une  quelconque 
d'entre  elles;  on  devra  avoir  à  la  fois  les  deux. relations 


d'où  l'on  déduit 


X  -h  Y  25  ^  -+-  *7        et        \  —  \  ^3  /;  ; 


relation  qui  fournit,  pour  X,  les  quatre  valeurs  suivantes  : 

A    =  — — I —  9  .V    =  -- — \-  n  -A —  » 

4         -2  4         '        2 

4  2  4  '^ 

les  valeurs  correspondantes  de  Y  sont  les  quatre  suivantes  : 


Y'  _  ^Z'      n-^^  Y'  -'^P  ^P 

4  2  4        '2 

4  2  4  '*' 


valeurs  qui  sont,  deux  à  deux,  égales  à  celles  de  X,  comme  on 
devait  le  prévoir. 

Il  résulte  de  là  que  Tp  et  S^'  ont  en  commun  deux  génératrices 
du  premier  système,  savoir  : 

XY'    et    X-'Y^ 
On  a 

X'-hX-^^^; 

2 
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donc  les  deux  génératrices  X'Y'  el  X'"Y'"  sont  associées  relalîve- 
menl  à  la  surface  S^^. 

Ce  que  j'ai  dit  des  génératrices  du  premier  système  s'applique 
également  aux  génératrices  du  second  système. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Les  surfaces  ï^  et  S^-  ont  quatre  génératrices  communes; 
deux  d'entre  elles  sont  d^un  même  système  et  sont  associées 
relativement  à  la  surface  S^;  les  deux  autres  appartiennent  à 
l'autre  système  de  génératrices  et  sont  également  associées 
relativement  à  la  même  surface. 

Il  est  clair  que  tout  ce  qui  précède  s'applique  également  à  la 
surface  S^.  Les  quatre  génératrices  qu'elle  a  en  commun  avec  la 
surface  T^  sont  deux  à  deux  associées  par  rapport  à  Sp'. 

13.  Considérons  maintenant  un  point  quelconque  M  de  la  sur- 
face Sy;  les  droites  qui,  passant  par  ce  point,  rencontrent  à  la 
fois  deux  génératrices  de  T^  associées  par  rapport  à  Sp,  forment, 
comme  je  l'ai  montré,  un  cône  du  second  degré. 

Ce  cône  passe  par  les  génératrices  (M')  et  (M'')  de  la  sur- 
face Sp'  qui  se  croisent  au  point  M.  En  effet,  il  y  a  sur  cette  sur- 
face deux  génératrices  de  même  système  que  (M'),  qui  sont  en 
même  temps  deux  génératrice?  de  Ty,  associées  par  rapport  à  S^; 
ces  deux  droites  sont  rencontrées  par  (M'),  qui  se  trouve  ainsi  sur 
le  cône  dont  je  viens  de  parler.  On  démontrerait  de  même  que  (M'^ 
est  située  sur  ce  cône. 

Remarquons,  maintenant,  que  ce  cône,  ayant  en  commun 
avec  S;,'  deux  génératrices,  le  coupe,  indépendamment  de  ces 
deux  droites,  suivant  une  section  plane.  D'où  la  conclusion  sui- 
vante : 

Si,  par  un  point  quelconque  de  la  surface  Sp»,  on  mène  les  diffé- 
rentes droites  qui  rencontrent  à  la  fois  deux  génératrices  de  T^ 
associées  par  rapport  à  S^^,  ces  droites  forment  un  cône  qui 
coupe  Sp'  suivant  une  conique. 

14.  Cette  proposition  peut  encore  être  énoncée  de  la  façon 
suivante  : 

Étant  donnée  la  surface  S;,',  passant  par  la  biquadra- 
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tique  K,  appelons,  pour  un  instant,  points  conjugués  de  cette 
courbe  les  deux  points  où  une  génératrice  quelconque  de  Tp 
rencontre  la  sur/ace;  cela  posé,  si  Con  prend  un  point  M  quel- 
conque de  Sp'  et  si,  par  ce  point  et  chacun  des  couples  dé 
points  conjugués  de  K,  on  fait  passer  une  conique  située 
sur  Sp',  le  lieu  du  point  de  la  conique  conjuguée  harmonique- 
ment  de  M,  par  rapport  au  couple  de  points  conjugués  qu'elle 
contient,  est  une  conique  (*). 

lo.  Supposons  que  le  point  M  soit  situe  sur  la  courbe  K,  la 
conique  dont  je  viens  de  parler  passera  également  par  ce  point. 

En  effet,  désignons  par  M'  un  point  infiniment  voisin  de  M  et 
situé  sur  la  courbe  K,  par  M'' le  point  conjugué  de  M'.  Si,  parles 
trois  points  M,  M',  RF,  on  fait  passer  une  conique  située  sur  la 
surface  S;,s  le  point  de  cette  conique  harmoniquement  conjugué 
de  M,  relativement  au  couple  de  points  M',  AF,  est  infiniment 
voisin  du  point  M. 

La  conique  passe  donc  par  ce  point,  et  Ton  pourrait  même 
déduire  de  la  démonstration  précédente  que  son  plan  touche  la 
courbe  K;  mais  il  est  facile  de  déterminer  d'une  façon  plus  pré- 
cise la  position  de  ce  plan. 

Examinons  de  plus  près  quel  est  le  lieu  des  droites  passant 
par  M  et  rencontrant  à  la  fois  deux  génératrices  de  Tp  associées 
par  rapport  à  S^. 

Par  le  point  M  passe  une  génératrice  de  T^  ;  soient  g  cette  géné- 
ratrice et  g'  son  associée.  Toute  droite  passant  par  M  et  s'ap- 
puyant  sur  g'  rencontre  les  deux  génératrices  associées  g  ^i  g^]  le 
plan  qui  contient  le  point  M  et  g*  fait  donc  partie  du  lieu  cherché. 
On  peut  remarquer  d'ailleurs  que,  les  génératrices  g  cl  g'  étant 
polaires  réciproques  relativement  à  la  surface  S;,,  ce  plan  est  pré- 
cisément le  plan  tangent  à  cette  dernière  surface. 

Ce  plan  faisant  partie  du  lieu  qui  est  en  général  un  cône  du 


(  *  )  Celte  propriété  est  caractéristique  de  la  surface  S^'.  Lorsque  celte  surface 
est  une  sphère,  la  courbe  K  jouit  alors  de  propriétés  particulières  qui  présentent 
quelque  intérêt. 

Voir  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  (mars  1868)  ma  Note  sur 
les  Cassinienoes  planes  et  sphériques. 
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second  degré,  le  lieu  doit  se  composer  en  outre,  dans  ce  cas,  d'on 
second  plan. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  second  plan  est  le  plan  tangent  mené 
par  M  tangentiellement  à  la  surface  Sp'.  Considérons  en  effet  une 
des  génératrices  de  cette  surface  qui  passe  par  M,  par  exemple  celle 
du  premier  système  (M|);  comme  je  l'ai  montré  plus  haul,  la 
surface  S^'  contient  deux  génératrices  du  second  système  qui  sont 
en  même  temps  des  génératrices  deTp  associées  par  rapport  à  S^'» 
ces  deux  droites  sont  rencontrées  par  (M|);  le  même  raisonne- 
ment s^applique  évidemment  à  la  deuxième  génératrice  de  S^'q<i^ 
passe  par  le  point  M.  Cela  posé,  le  plan  cherché  ne  peut  être  que 
le  plan  de  ces  deux  génératrices,  ou,  en  d'autres  termes,  lepla^ 
tangent  en  M  à  la  surface  Sp'. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Siy  par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  K,  on  mène  ks 
diJDèrentes  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  deux  génératrices 
de  Tp  associées  par  rapport  à  la  surface  S^,,  ces  droites  sont 
situées  dans  le  plan  mené  par  le  point  M  tangentiellement  à  la 
surface  Sp. 

De  même  : 

Si,  par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  K,  on  mène  les 
différentes  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  deux  génératrices 
de  Tp  associées  par  rapport  à  la  surface  Sp»,  ces  droites  sont 
situées  dans  le  plan  mené  par  le  point  M  tangentiellement  à 
la  surface  S  p. 

Propriété  que  l'on  peut  encore  énoncer  comme  il  suit  : 

Etant  mené,  par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  K,  le 
plan  tangent  à  la  surface  Sp,  toute  droite  de  ce  plan  qui,  pen- 
sant par  ce  point,  rencontre  une  génératrice  de  Tp,  rencontre 
aussi  la  génératrice  de  cette  surface  qui  lui  est  associée  rela- 
tire  ment  ti  Sp*. 

16.  Considérons  maintenant  la  surface  Sp  et  deux  génératrices 
quelconques,  h  et  A',  de  Tp  associées  par  rapport  à  la  surface  Sp', 
en  sorte  que  h  et  h'  soient  des  droites  polaires  réciproques  relati- 
vement à  cette  dernière  surface. 
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Je  dis  que  si  une  droite  mobile  D  est  assujettie  à  rencontrer 
constamment  les  deux  droites  h  et  h'  et  à  toucher  la  surface  Sp^ 
le  lieu  de  son  point  de  contact  est  la  courbe  K. 

En  eflet,  étant  pris  un  point  quelconque  i\  sur  la  droite  A,  il 
résulte,  de  la  définition  même  du  mouvement  de  D,  que  par  ce 
point  passent  deux  droites  satisfaisant  aux  conditions  données;  à 
ces  deux  droites  correspondent  d'ailleurs  deux  points  de  con- 
tact V  et  T^*'. 

Imaginons  le  cône  circonscrit  à  S;^  et  ayant  pour  sommet  le 
point  7^;  la  courbe  de  contact  de  ce  cône,  dont  le  sommet  est  sur 
la  droite  hy  passe  d'abord  par  deux  points  fixes  qui  sont  les  points 
où  Sp  est  coupée  par  la  polaire  de  h  relativement  à  cette  surface. 
Ces  deux  points  fixes  sont  sur  la  courbe  K;  car  celte  polaire  est 
la  génératrice  de  T^  associée  de  h  par  rapport  à  S^,  et  l'on  sait 
que  cette  génératrice  s'appuie  sur  deux  points  de  K. 

Abstraction  faite  de  ces  deux  points  fixes,  la  conique  de  contact 
rencontre  K  en  deux  points  variables;  en  l'un  de  ces  points  a 
menons  le  plan  tangent;  ce  plan  coupe  la  droite  h  au  point  t^; 
d'ailleurs  la  droite  a7),  étant  située  dans  le  plan  mené  par  a  tan- 
gentiellement  à  la  surface  S^  et  rencontrant  A,  doit  rencontrer  h'\ 
le  point  a  se  confond  donc  avec  l'un  des  deux  points  tj'  et  r" . 

Le  lieu  de  ces  derniers  points  est  donc  la  courbe  K. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  la  surface  S^  et  deux  génératrices  quel- 
conques de  Tp  associées  relativement  à  la  surface  S^',  si  une 
droite  mobile  est  assujettie  à  rencontrer  constamment  les  deux 
génératrices  et  à  toucher  S^,,  le  lieu  des  points  de  contact  est 
la  courbe  K. 

17.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  qu'étant  donnée  une  biquadra- 
tique  quelconque  K,  on  peut  l'engendrer  de  la  façon  indiquée  par 
le  théorème  de  M.  Chasles^  au  moyen  d'une  quelconque  des  six 
surfaces 

*^pi      ^p''t  S^,      ^7'î  ^rï      ^r* 

que  j'ai  précédemment  définies. 

Ayant  pris  une  de  ces  surfaces,  l'on  peut  encore  choisir  d'une 
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infinité  de  façons  le  couple  de  droites  fixes  qui,  avec  la  sarface, 
déterminent  le  mode  de  génération  de  la  courbe. 

18.  Les  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre,  que  j'ai  rencon- 
trées dans  celte  recherche,  Tp,  T^  et  Tr,  ne  sont  autre  chose, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  que  les  surfaces  étudiées  précédem- 
ment par  M.  de  la  Gourncrie,  sous  le  nom  de  quadricmpidales 
limites  (*). 

Une  telle  surface  contient  deux  droites  doubles;  T^,  pa** 
exemple,  a  pour  droites  doubles  les  deux  arêtes  OP  et  QR  à^à 
tétraèdre  conjugué  formé  par  les  sommets  des  quatre  cônes  q^^ 
passent  par  la  courbe  K. 

Par  chacun  des  points  de  Tune  de  ces  arêtes  passent  deux  géoé-- 
ratrices  de  la  surface;  si  Ton  désigne  respectivement  par  «cl X 
lies  points  où  une  quelconque  de  ces  deux  génératrices  s  appuie 
sur  OP  et  sur  QR,  on  voit  qu'à  chaque  position  du  point  x  cor-' 
respondent  deux  positions  du  point  y^  et  réciproquement.  Les 
points  JC  et^  tracent  donc,  sur  les  droites  doubles  OP  et  OQ,  ce 
qu'on  peut  appeler  des  divisions  homo graphiques  du  second 
ordre;  mais  ici  ces  divisions  sont  d^ine  espèce  particulière  et 
jouissent  d\ine  propriété  remarquable  entièrement  caractéristique. 

L*on  a  en  eflfet  celle  proposition  : 

Etant  donné  un  point  x'  situé  sur  la  droite  OP,  si  y  et  y 
désignent  les  deux  points  qui  lui  correspondent  sur  la 
droite  OQ,  les  points  y  et  y  ont  pour  correspondants  le 
point  x'  et  un  autre  et  même  point  x";  de  telle  sorte  que  le 
point  j"  a  aussi  pour  correspondants  les  points  y  et  y. 

M.  Chasles,  qui,  le  premier,  a  signalé  ce  mode  de  correspon- 
dance remarquable,  a  montré  que,  si  elle  avait  lieu  pour  une  posi- 
tion particulière  du  point  x\  elle  avait  lieu  nécessairement  pour 
toute  antre  position  de  ce  point. 

Appelons  %  et  ,3  les  points  où  la  droite  OP  coupe  une  quel- 
conque des  surfaces  du  second  ordre  V  que  l'on  peut  mener  par  K, 
el  Y  et  0  les  points  où  QR  rencontre  celle  même  surface.  Les 
droites  OP  et  QR  étant  polaires  réciproques  par  rapport  à  cette 


(»)  Voir  Becherches  sur  les  sur/aces  tétmédrales  symétriques;  1867,  P*  ^« 
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sarfâce,  y  et  S  sont  précisément  les  points  de  contact  des  plans 
menés  par  OP  tangenliellement  à  V. 

Les  droites  ay,  aS,  Py  et  p5  sont  des  génératrices  de  cette  sur- 
face, et  chacune  déciles,  rencontrant  par  suite  en  deux  points  la 
courbe  K,  en  même  temps  qu'elle  s'appuie  sur  les  deux  droites  OP 
et  QR,  est  une  génératrice  de  la  surface  réglée  T^,;  il  est  clair 
maintenant  qu'à  chacun  des  points  a  et  ^  de  la  droite  OP  corres- 
pondent les  deux  points  y  et  5  de  la  droite  OQ. 

La  correspondance  qui  existe  entre  les  points  de  division  sur 
ces  deux  droites  est  donc  de  l'espèce  particulière  dont  j'ai  parlé 
plus  haut. 

La  réciproque  est  évidente,  et  l'on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Si,  sur  deux  droites  fixes,  on  a  deux  divisions  qui  se  corres- 
pondent de  telle  façon  qu^à  un  point  quelconque  d'une  des 
droites  correspondent  deux  points  de  la  seconde;  si,  en  outre, 
5  mode  de  correspondance  est  tel  qu'un  même  couple  de 
points  de  l'une  des  droites  corresponde  à  dtsux  mêmes  points 
de  Vautre,  les  droites  joignant  les  couples  de  points  correspon- 
dants forment  une  surface  réglée  du  quatrième  ordre  de 
^espèce  de  celles  que  M.  de  la  Gournerie  a  désignées  sous  le 
nom  de  quadricuspidales  limites. 

19.  Ces  dernières  surfaces  sont  une  variété  de  surfaces  réglées 
du  huitième  ordre,  que  le  même  géomètre  a  étudiées  sous  le  nom 
de  quadricuspidales. 
Elles  peuvent  se  définir  très  simplement  de  la  manière  suivante  : 
Considérons  une  biquadratique  Iv  et  une  surface  réglée  quel- 
conque dont  chacune  des  génératrices  s'appuie  eu  deux  points  sur 
la  courbe.  Soient  X  et  Y  les  points  où  l'une  de  ces  génératrices 
rencontre  K,  et  X',  Y'  les  points  analogues  pour  la  génératrice 
infiniment  voisine  :  on  peut  se  demander  comment  la  surface  doit 
être  particularisée,  afin  que  les  droites  XY'  et  X'Y  soient  des 
génératrices  infiniment  voisines  d'une  même  surface  du  second 
ordre  passant  par  K. 
Faisons  pour  un  instant 

V  E-  X  +  d\, 
y  =Y-^d\: 
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|)ogr  que  XY'  et  X'Y  soient  les  génératrices  d'une  même  sarface 
du  second  ordre,  on  doit  avoir 

Xh-Y's  Yh-X', 
ou  bien 

X  -T-  Y  H-  c/V  E£.  Y  -f-  \  -f-  éfX, 
ou  enfin 

d\  s  d\ 
el,  en  intégrant, 

Y  —  X  ~  a, 

a  désignant  une  quantité  constante. 

La  surface  engendrée  par  une  droite  XY,  s'appuyant  sur  I^ 
courbe  K  en  deux  points  X  et  Y  satisfaisant  à  la  relation  préc^" 
dente,  est  lu  quadricuspidale;  je  dirai,  pour  abréger,  que  Kesl  J  ^ 
base  de  la  quadricuspidale. 

Une  propriété  très  simple  et  entièrement  caractéristique  decelt^ 
surface  résulte  immédinlenient  de  la  relation  précédente. 

Soient  XY  et  X'Y'  deux  génératrices  quelconques  d^une  qua — " 
dricus])idaley  on  a 

Y-\=^a        et        Y— X'=a, 

relations  d^oii  Ton  déduit 

Y-4-X'=Y-+-X; 

d\)ii  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  deux  génératrices  quelconques  XY  et  X'Y' 
d^unc  quadricuspidale  ayant  pour  base  une  biquadratique  K, 
les  deux  droites  XY'  et  YX'  sont  deux  génératrices  d'un  même 
système  d'une  sur/ace  du  second  ordre. 

20.  Soient  deux  génératrices  infiniment  voisines  XY  et  X'Y' 
d'une  quadricuspidale  G  ayant  pour  base  K;  d'après  ce  qui  pré- 
cède, XY'  et  Y'X  sont  les  génératrices  d*une  même  surface  de 
second  ordre  passant  par  K. 

Par  XY  menons  un  plan  quelconque  L  et  cherchons  le  point  où 
ce  plan  est  tangent  à  la  surface  G.  A  cet  effet,  projetons  les  deux 
génératrices  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  L;  soient  i-espec- 
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I  (ivement  J,  Tj,  5'  et  tj'  les  projections  sur  ce  plan  des  points  X,  Y^ 
F  X'  et  T';  T  le  point  d'inlersection  des  deux  droites  ^r\  et  ;'r/, 
(u  celui  où  se  coupent  les  droites  Çr/  et  7)Ç'.  Les  points  t  et  (o  ont 
cvidcnimeut  pour  limites  les  poinls  de  contact  du  point  L  avec  la 
surface  quadricuspidale  et  avec  la  surface  du  second  ordre  pas- 
sant par  K  et  par  la  droite  XY  ;  d'ailleurs  on  voit  immëdiatemenl, 
en  considérant  la  figure  formée  sur  la  projection,  que  ces  points 
limites  divisent  harmoniquemcnt  le  segment  Ç/j. 

On  en  conclut  la  proposition  suivante  d'un  fréquent  usage  dans 
les  applications  : 

Eta.nl  données  une  quadricuspidale  ayant  pour  base  une 
courbeK.el  une  génératrice  XY  de  cette  surface,  si  l'on  con- 
sidère en  même  temps  la  sur/ace  du  second  ordre  qui  passe 
p^r  K  et  par  XY,  tout  plan  mené  par  cette  dernière  droite 
louche  la  quadricuspidale  et  ta  surjace  du  second  ordre  en 
deujc  points  qui  partagent  harmoniquemcnt  le  segment  XY. 

Soient  L  le  plan  mené  par  XY  et  Y,  Z  les  deux  points  où  ce  plan 
coupe  la  courbe  K;  YZ  est  la  deuxième  génératrice  de  la  surface 
au  second  ordre  située  dans  le  plan;  le  plan  de  rencontre  T  des 
aroiies  YZ  et  XY  est  le  point  où  se  touchent  ce  plan  et  cette  sur- 
''^ce  ;  son  conjugué  harmonique,  relativement  au  segment  XY, 
€st  donc,  d'après  ce  qui  précède,  le  point  où  le  plan  L  touche  la 
<]uaclricuspidale. 

^1  .  Une  quadricuspidale  a  quatre  lignes  doubles.  En  eOet^ 
soit  ^Y une  génératrice  de  cette  surface;  prenons  un  quelconque 
"^s  sommets  des  cônes  qui  passent  par  la  base  K,  le  point  O  par 
exeiriniple^  Joignons  X  et  Y  au  point  O,  et  soient  X',  Y'  les  poinls 
0"  l^s  droites  ainsi  obtenues  rencontrent  K;  on  a  les  trois  con- 
S"*"  ^  nées  suivantes  : 

Y  — X-a,         X-hX'^o,         Y-f-Y'~o, 

<1'<>^  Ion  déduit 

r-X'=a. 

^    droite  Y'X'  est  donc  une  deuxième  génératrice  de  la  surface^ 

appelons  Û  le  point  d'intersection  des  droites  YX  et  Y'X'.  On  voit 

<\**^  û  est  un  point  double  de  la  surface;  ce  point,  d'après  la  façon 

L.  -  II.  II 


If>a  GEOMETRIE. 


même  dont  on  Ta  construit,  est  d^ailleurs  évidemment  dans  le  plan 
des  trois  sommets  PQR.  Lors  donc  que  la  génératrice  XY  se 
déplacera,  il  engendrera  une  ligne  double  de  la  surface  située  dans 
ce  plan. 

En  considérant  de  même  les  autres  sommets  du  tétraèdre  OPQU, 
on  verrait  que  la  surface  possède  en  tout  quatre  lignes  doubles 
situées  dans  chacune  des  faces  de  ce  télraèdre. 

La  surface  ne  peut  d*aillcurs  avoir  d'autre  ligne  double  (sauf  la 
base  K);  car,  comme  il  est  facile  de  le  voir  par  un  calcul  très 
simple,  X'Y'  et  les  trois  droiles  analogues  correspondant  aux 
sommets  P,  Q  et  R  sont  les  seules  génératrices  de  la  surface  qui 
rencontrent  une  génératrice  donnée  XY,  en  outre  de  celles  qui 
passent  par  les  points  X  et  Y  eux-mêmes. 

Revenons  maintenant  à  la  nature  de  ces  lignes  doubles. 

Soit  (Û)  la  courbe  décrite  par  le  point  Q  dans  le  plan  PQR. 
Appelons  w  le  point  de  rencontre  des  droites  XY'  et  YX';  joi- 
gnons Oto,  et  désignons  par  y  et  •/  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre XY  et  X'Y'. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  dans  le  paragraphe  précédent,  le 
plan  OXY  touche  la  quaJricuspidale  aux  points  y  et  y';  ce  point 
est  donc  doublement  tangent  à  la  surface,  l'arête  de  contact  étant 
la  droite  Oo).  Le  cône,  enveloppé  par  ces  plans  tangents  doubles, 
qui  passent  tous  par  O,  est  un  cône  du  second  degré;  on  le 
démontre  facilement  en  faisant  voir  que,  par  toute  droite  telle 
que  OX,  on  ne  peut  mener  que  deux  plans  tangents  à  ce  cône. 

Le  point  w  est  la  trace  sur  le  plan  PQR  de  l'arête  Ow  de  ce 
cône;  ce  point  se  déplace  donc  sur  une  conique  (to). 

Remarquons  maintenant  que  la  droite  coû  est  la  tangente  à  cette 
conique;  en  considérant  la  figure  ('),  on  voit  immédiatement  que 
le  segment  (oQ  est  partagé  harmoniquement  par  le  cône  qui  a  pour 
sommet  O  et  pour  base  K. 

D'où  l'on  conclut  la  proposition  suivante  : 

Soient  (to)  la  trace  sur  le  plan  PQR  du  cône  doublement 
circonscrit  à  la  surface  ayant  pour  sommet  le  point  O,  et  [O)  la 
trace  sur  le  même  plan  du  cône  qui,  avant  le  même  sommet, 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  suppléer  à  la  figure. 


^ 
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passe  par  la  courbe  K  :  la  ligne  double  de  la  quadricuspidale, 
située  dans  le  plan  PQR,  peut  s'obtenir  en  prenant,  sur  cha- 
cune des  tangentes  menées  à  la  courbe  (lo),  le  point  conjugué 
harmonique  du  point  de  contact  par  rapport  au  segment  inter- 
cepté sur  la  tangente  par  la  courbe  (O). 

ffî.  Les  surfaces  quadricuspidales  se  présentent  dans  un  grand 
nombre  de  questions  relatives  aux  biquadratiques  gauches  ou  aux 
courbes  du  troisième  ordre. 

Elles  fournissent,  par  exemple,  une  solution  très  simple  de  ce 
problème  que  l'on  rencontre  dans  Tappiication  des  fonctions  ellip- 
tiques  aux  courbes  du  troisième  ordre  : 

Etant  donnée  une  courbe  du  troisième  ordre  C,  trouver  des 
courbes  telles  que  la  tangente  menée  en  un  quelconque  de 
leurs  points  soit  partagée  harmoniquement  par  le  point  de 
contact  et  par  les  trois  points  oii  elle  coupe  C. 

Ces  courbes  sont  algébriques;  on  peut  facilement  les  décrire 
"^'ïs  le  plan  lui-même,  mais  la  construction  suivante  se  prèle 
peut-être  mieux  à  l'étude  de  leurs  propriétés. 

Prenons  deux  points  quelconques  de  C  et  joignons-les  à  un 
po'nt  0  de  Tespace;  par  les  deux  droites  ainsi  obtenues,  faisons 
passer  une  surface  du  second  ordre  A. 

Le  cône,  avant  pour  sommet  O  et  passant  par  C,  coupe  A  sui- 
vant une  biquadratique  K. 

Imaginons  une  quelconque  des  surfaces  quadricuspidales  qui 
<ïni  pour  base  K,  le  cône  circonscrit  à  cette  surface  et  ajant  pour 
commet  O  coupera  le  plan  de  C  suivant  une  courbe  jouissant  de 
la  propriété  indiquée. 

En  considérant  les  diverses  quadricuspidales  qui  ont  pour  base  K, 
OQ  obtiendrait  la  solution  complète  du  problème. 

23.  Toutes  les  autres  propriétés  de  la  quadricuspidale  se  dédui- 
raient également  avec  facilité  de  la  définition  très  simple  que  j'en 
ai  donnée  plus  haut. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  surce  sujet,  me  contentant  de  ren- 
voyer le  lecteur  à  TOuvrage  déjà  mentionné  de  M.  delà  Gournerie. 
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liuUetin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques i  1871. 


t.  M.  Bertrand  a  démontré  depuis  longtemps  que  les  normales 
principales  d*une  ligne  à  double  courbure  donnée  ne  peuvent  être 
les  normales  principales  d'une  autre  ligne  à  double  courbure,  à 
moins  (prit  n'existe  une  relation  linéaire  entre  les  deux  courbures 
do  la  courbe  donnée. 

Les  courbes  gauches,  tpii  jouissent  de  celle  remarquable  pro- 
priété,  se  p.résentent  d'elles-mêmes  quand  on  étudie  la  déformation 
dos  surfaces  gauches. 

C'.onsidérons  une  surface  gauche;  il  est  commode  dans  un  grand 
nombrt^  de  questions  de  déterminer  chaque  point  de  la  surface  par 
sa  position  sur  la  génératrice  roctiligne  qui  le  contient,  cette  géné- 
ratrice étant  ello-mome  déterminée  par  le  point  où  elle  rencontre 
la  lij^no  do  striction  et  les  angles  qu'elle  fait  avec  celte  ligne. 

Los  formules  pi\>prt*s  à  ce  svsléme  de  coordonnées  s'établissent 
immoiliatomont.  Je  transcrirai  seulement  les  suivantes. 

Vppolons  : 

7  la  longueur  do  Taro  de  la  ligne  de  striction  compris  entre  une 
origine  arbitraire  ti\o  et  le  point  /?i,  où  la  génératrice  coupe 
colto  li::no: 

p  lo  ra^on  do  courbure  do  U  ligue  do  striction  au  point  m; 

T  sou  r*i^on  do  torsion  ou  ce  point  ; 

tv»  i*.iinglo  que  fait  U  gouoraltice  considérée  avec  la  tangente  à  la 
ligiio  de  strict  ion: 

(  r^jiii^le  que  lait  la  uoniulo  principale  au  («oint  m  à  la  ligne  de 


SUR   UNE   PROPRIÉTÉ  DE   L'HYPERDOLOIDE   DE   RÉVOLUTION.  l65 

Striction  avec  la  droite  menée  perpendiculairement  à  la  généra- 
trice dans  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point; 
dK  l'angle  infiniment  petit  de  deux  génératrices  consécutives. 
Posons,  en  outre,  pour  abréger, 

dE       siati) 

'd^  ^  ~~r" 

On  a,  entre  ces  diverses  quantités,  les  deux  relations  suivantes  : 
(I) 


diù 
dfj 

sinO 

H 

P 

=  o. 

1 

I 

-h  -  = 

^0 

cosO 
langu) 

I 

P 

2.  Supposons  maintenant  que  Ton  déforme  la  surface  de  façon 
que  les  génératrices  rectilignes  demeurent  des  droites;  la  surface 
donnée  se  transforme  en  une  autre  surface  gauche  dont  la  ligne  de 
striction  est  la  transformée  de  la  ligne  de  striction  de  la  surface 
primitive. 

Les  quantités  o-,  co  et  k  conservent  la  même  valeur  pendant  la 
déformation;  les  quantités  variables  0,  x  et  p  sont  liées  entre  elles 
par  les  équations  (i)  et  (2). 

On  peut  se  donner,  par  exemple,  arbitrairement  la  valeur  de  0  en 
fonction  de  a;  on  déduira  alors  des  relations  précédentes  les  valeurs 
de  p  et  t;  la  recherche  de  la  nouvelle  ligne  de  striction  se  ramènera 
à  Tintégfation  d^équations  aux  dilférences  ordinaires. 

Si  Ton  élimine  0  entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  obtient  une 
équation  difTérentielle  entre  p,  t  et  o-  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
ligne  de  striction,  quelle  que  soit  la  déformation  de  la  surface. 

3.  Supposons,  en  particulier,  que  la  surface  donnée  soit  un 
hyperboloïde  de  révolution;  dans  ce  cas  cj  et  k  sont  des  quantités 
constantes  dont  la  valeur  détermine  complètement  la  surface. 

L'équation  (1)  donne  alors 

sinO 
=  o. 

P 
Ecartons  le  cas  où  l'on  aurait  p  =  00  ,  et  où,  par  conséquent,  la 
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ligne  de  striction  serait  une  ligne  droite;  on  déduit  de  là 

sinO  =  o; 

Téquation  (i)  devient  alors 

(3)  .... 


k       T        tangb)  p 

Les  deux  courbures  de  la  ligne  de  slriclion  sont  ainsi  liées  par  une 
relation  linéaire,  et  Ton  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

De  quelque  façon  que  ron  déforme  un  hyperboloïde  de  révo- 
lution  en  conservant  la  rectitude  des  génératrices,  la  courbe 
en  laquelle  se  transforme  le  cercle  de  gorge  de  V hyperboloïde 
jouit  de  la  propriété  qu^en  chacun  de  ses  points  il  y  existe  une 
relation  linéaire  entre  ses  deux  courbures, 

A,  Réciproquement,  étant  donnée  une  courbe  jouissant  de  cette 
propriété,  on  peat  mettre  la  relation  qui  existe  entre  les  deux 
courbures  sous  la  forme  (3);  les  constantes  w  et  k  déterminent  un 
hy|>erboloïde;  et  Ton  peut  toujours  déformer  cet  hvperboloïde  de 
façon  que  son  cercle  de  gorge  se  transforme  en  la  courbe  donnée. 

La  recherche  des  surfaces  réj»lécs  développables  sur  un  hyper- 
boloïde de  révolution  est  donc  ramenée  à  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Trouver  toutes  les  courbes  gauches  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété signalée  par  M.  Bertrand, 
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I. 

1.  La  cyclide  a  été  étudiée  d'abord  par  M.  Dtipin,  qui  en  a 
découvert  les  principales  propriétés;  depuis  elle  a  été  le  sujet  des 
travaux  d'un  grand  nombre  de  géomètres  (*).  La  cyclide  est  un 
cas  particulier  des  surfaces  anallugmaticjues  du  quatrième  ordre, 
et  elle  jouit  de  toutes  leurs  propriétés.  Elle  peut  être  définie  ainsi 
qu'il  suil:  Étant  donnée  une  conique  K  et  un  cercle  C  doublemenl 
tangent  à  cette  conique,  la  cvclide  est  Tenveloppe  des  sphères 
dont  les  centres  sont  situés  sur  la  conique  K  et  qui  coupent  ortho- 
gonaicment  une  sphère  quelcon(|uc  passant  par  C. 

J'appellerai  axe  de  la  c^'clide  la  droite  Y  menée  par  le  centre  de 
C,  perpendiculairement  au  plan  de  C  et  de  K. 

On  sait  que  la  cjclide  peut  encore  être  engendrée  d*une  fa<;on 
analogue,  au  moven  d'une  autre  coni(|uc  R\  ayant  les  mêmes 
fovers  que  la  première  et  située  dans  i\ï\  plan  perpendiculaire  à 
son  plan,  et  d'un  cercle  C  doublement  tangent  à  K';  la  corde 
des  contacts  est  d'ailleurs  l'axe  V  dont  j'ai  parlé  ci-dessus.  La 
droite  V*  menée  par  le  centre  du  cercle  (7,  perpendiculairement  à 
son  plan,  se  confond  avec  la  corde  de  contact  de  Cet  de  K; 
c'est  le  second  axe  de  la  surface. 

2.  Soit  une  sphère  S  arbitrairement  tracée  dans  l'espace  et  M 
son  centre;  il  est   facile  d'avoir  son   intersection  avec  la  cyclide. 


(*)  Voir  notamment  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (iHfio), 
un  Mémoire  de  M.  Mannheim  sur  Tapplication  de  la  transformation  par  rayons. 
vecteurs  réciproques  à  l'élude  de  la  cyclide. 
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Eq  effet,  par  C  faisons  passer  une  sphère  coupant  orlhogonalement 
S;  son  centre  O  sera  par  conséquent  sur  l'axe  F.  Considérons  le 
cône  ayant  pour  sommet  le  point  M  et  pour  base  K,  et  menons 
par  le  poini  O  le  cône  supplémentaire  de  celui-ci  (c'est-à-dire 
le  cône  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  aux  plans  tan- 
gents menés  au  premier  cône).  Ce  cône  coupera  la  sphère  S 
suivant  Tintersection  cherchée;  remarquons  maintenant  que,  si  le 
centre  de  la  sphère  reste  fixe,  pendant  que  son  rajon  varie  d^une 
façon  arbitraire,  ce  cône  supplémentaire  reste  identique  avec  lui- 
même  et  ne  fait  que  se  déplacer  dans  Tespace;  qu'en  outre,  les 
considérations  que  j'ai  développées  au  sujet  de  la  conique  K  s'ap- 
pliquent à  la  conique  K';  on  déduira  de  là  facilement  les  consé- 
quences suivantes  : 

«  Étant  données  une  cyclide  et  une  sphère,  ces  deux  surfaces 
se  coupent  suivant  une  courbe  du  quatrième  ordre,  suivant  la- 
quelle on  peut  mener  quatre  cônes,  deux  des  sommets  de  ces 
cônes  sont  respectivement  situés  sur  Taxe  T  et  sur  Taxe  T\ 

))  Si,  laissant  le  centre  de  la  sphère  fixe,  on  fait  varier  son  rayon, 
les  deux  cônes,  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  axes,  se  dé- 
placent parallèlement  à  eux-mêmes,  en  conservant  la  même  forme, 
leurs  sommels  décrivant  les  deux  axes  de  la  surface. 

»  Si  l'on  coupe  la  surface  par  une  sphère  ayant  pour  centre  un 
point  d'une  des  coniques  K  et  K',  on  peut  par  la  courbe  d'inter- 
section faire  passer  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  sur 
l'autre  conique. 

»  En  particulier,  si  l'on  considère  une  des  sections  circulaires 
de  la  surface,  toule  sphère  qui  la  contient  coupe  la  surface  suivant 
un  autre  cercle;  les  cônes,  qui  passent  par  ces  deux  cercles  ont 
leurs  sommets  sur  les  deux  axes  de  la  surface,  à  moins  que  les 
plans  des  cercles  ne  passent  par  l'une  de  ces  droites  (ce  qui  a 
lieu  pour  les  cercles  de  courbure). 

»  Si  Ton  coupe  la  cyclide  par  un  plan,  la  section  est  une  anal- 
lagmatique  qui  a  quatre  pôles  principaux  de  transformation;  ces 
pôle^  sont  les  centres  des  cercles  qui  contiennent  les  seize  foyers 
de  la  courbe;  de  ces  pôles,  l'un  est  situé  sur  l'axe  F  et  l'autre 
sur  l'axe  F'.  Les  foyers  singuliers  de  cette  courbe  sont  les  foyers 
de  la  projection  sur  le  plan  sécant  de  la  conique  K  ou  de  la  co- 
nique K'.    » 


B  RECHERCHES  GÉOMÉTRIQUES   SUR   LA   GYCLIDE.  1C9 

^Ê  3.  La  cjclide  peut  être  considérée  comme  une  anallagmaliqne, 
U  pour  laquelle  une  des  focales  se  réduit  à  un  système  de  quatre 
S  droites  isotropes  (nécessairement  situées  sur  une  même  sphère). 
W  Soient,  sur  une  sphère  réelle  (ou  du  moins  dont  Péquation  est 
■  réelle),  deux  points  M  et  M'  imaginairemcut  conjugués;  par  le 
F  point  M  passent  deux  génératrices  G  et  H  de  la  surface  (ce  sont 
r  des  droites  isotropes),  par  le  point  M'  passent  deux  génératrices 
(y  et  H',  imaginaircment  conjuguées  des  premières. 

Xoutes  les  surfaces  anallagmaliques,  ayant  pour  focale  Ten- 
seuible  des  quatre  droites  G,  H,  G'  et  ir,  sont  des  cyclides 
bomofocales. 

A  cette  focale  se  rattache  un  groupe  de  sections  circulaires  (*) 
qui  se  subdivise  lui-même  en  un  groupe  (G)  représentant  les 
divers  points  des  droites  G  et  G'  et  en  un  groupe  (H)  représentant 
les   points  des  droites  H  et  H'. 

t>*iin  théorème  général  donné  dans  ma  Note  sur  l'emploi  des 
^^^CBginaires  dans  la  géométrie  de  V espace^  on  peut  déduire  la 
P**oposition  suivante  qui  s'accorde  avec  ce  que  j'ai  dit  dans  le 
paragraphe  précédent  : 

£lant  pris  un  cercle    quelconque    du    groupe  (G)    et    un 
^^^cle  quelconque   du  groupe  (H),  les  deux  cônes  y  qui  passent 
paw*  ces  deux  cercles,   ont   respectivement   leurs  sommets  sur 
^€s  4ixes  r  et  r. 

Les  cercles  des  groupes  (G)  et  (H)  sont  ceux  suivant  lesquels 
**  Surface  est  coupée  par  ses  plans  bilangents. 

On  peut  remarquer  que  les  axes  de  la  surface  sont  la  droite  MM' 
^^  la  polaire  de  cette  droite  relativement  à  la  sphère  qui  con- 
^^^ntles  droites  isotropes  qui  constituent  la  focale. 

II 

4.  Ce  qui  précède  conduit  à  un  nouveau  mode  d'étudier  la 
cyclide.  Mais  avant  d'aborder  ce  sujet,  je  crois  devoir  rappeler 
quelques-uns  des  résultats  obtenus  dans  la  Note  déjà  citée  sur 


(•)  Voir   dans  l* Institut,  et   dans  \q  Bulletin  de   la  S tciëté philomathique, 
«Tril  1870,  ma  Note  :  Sur  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  géométrie  de  l'espace. 
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remploi  dvs  imaginaires  dans  la  géométrie  de  Pespace,   et  déve- 
lopper quelques  points  de  détail  qui  s\  rapportent. 

Un  cercle  rrel,  dans  resf)ace,  détermine  deux  points  imagi- 
naires; ce  sont  les  sommets  des  deux  cônes  isotropes  qui  passent 
par  ce  cercle;  en  fixant  le  sens  dans  lequel  on  suppose  ce  cercle 
décrit,  il  représentera  d^ine  façon  précise  un  de  ces  deux  points. 

Un  point  imaginaire,  dans  le  plan,  est  déterminé  par  im 
couple  de  points  réels;  Tordre  dans  lequel  ces  points  doivent  être 
pris  est  é«j;alemont  <iélerminé. 

Soit  (.]  nii  cerch»  (pielconque  de  l'espace,  que  nous  supposons 
décrit  dans  un  certain  sens,  et  qui  représente  un  point  imaginaire  9 
a;  projetons  c(î  point  sur  un  plan  réel  et  soit  a  sa  projection.  L^ 
point  a  >era  représenté  par  un  couple  de  points  que  Ton  peu*' 
obtenir  de  la  façon  suivante  : 

«  Supposons  un  spectateur  placé  au-dessus  du  plan  de  pro-' 
jection  et  à  une  distance  très  grande  d(;  ce  plan,  conservons 
seulement  iln  ceicle  C  la  moitié  dont  le  spectateur  voit  la  partie 
convexe.  Ce  demi-cercle  se  projette  sur  le  plan  suivant  une 
demi-ellipse;  le  sens  dans  lequel  est  décrite  cette  demi-ellipse  est 
d*aill<Mirs  déterminé  [)ar  le  sens  dans  lequel  est  décrit  le  demi- 
cercle  dont  elle  est  la  projection. 

»  Cela  posé,  si  Ton  d^'^igne  par  A  et  A'  les  foyers  de  cette  ellipse, 
A  étant  le  foyer  Ic^  plus  rapproché  cl<;  roriginc  de  la  demi-ellipse 
que  Ton  a  conservée  et  A'  le  foyer  le  [>lus  rapproché  de  son  ex- 
trémité, le  point  a  est  représenté  par  le  segment  (A,  A').  » 

5.  On  peut  se  proposer  d'étudier  la  façon  dont  sont  distribués 
dans  Tespace  les  points  d'une  droite  imaginaire  donnée,  ou  plutôt 
comment  sont  distribués  les  cercles  représentatifs  de  ces  points. 
Trois  cercles  pris  arbitrairement  dans  Tespace  (le  sens  dans  lequel 
ils  sont  déciits  est  évidenunent  supposé  donné)  ne  peuvent  évi- 
demment pas  être  pris  arbitrairement. 

Leurs  projections  sur  un  plan  arbitraire  devant  être  en  ligne 
droite,  de  ce  que  j'ai  dit  dans  le  paragraphe  précédent  résultent 
immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 

«  Soient  trois  cercles  (de  sens  bien  déterminé)  représentant 
trois  points  en  ligne  droite;  si  Ton  projette  ces  cercles  sur  un 
plan  quelconque,  et  si  l'on  désigne  respectivement  par  a  et  a',  b 


t 
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cl  i',  c  Cl  c' les  foyers  des  coniques  suivant  lesquelles  se  projeltent 
les  cercles  (ces  foyers  étant  pris  dans  un  ordre  convenable),  les 
deux  triangles  abc  et  a'b'd  sont  semblables  et  inversement  placés. 
«Réciproquement,  si  trois  cercles  jouissent  de  la  propriété  pré- 
cédente par  rapport  à  deux  plans  de  projection,  ils  représentent 
trois  points  en  ligne  droite,  et  ils  en  jouissent  par  rapport  à  tout 
autre  plan  de  projection  .  » 

6.  Pour  étudier  la  distribution  dans  l'espace  des  points  d'une 
droite  imaginaire,  appelons  g  celte  droite,  et  g'  la  droite  ima- 
ginairemenl  conjuguée.  Ces  deux  droites  ne  se  rencontreront  pas 
eo  général. 

La  droite  sur  laquelle  se  mesure  leur  plus  courte  distance  est 
réelle. 

Pour  classer  les  points  de  la  droite  g^  menons  dans  l'espace  une 
droite  arbitraire  D;  cette  droite  et  les  droites  g  et  g'  sont  les  gé- 
nératrices du  premier  système  d'un  hyperboloïde  réel  R. 

Considérons  l'ensemble  des  génératrices  du  second  système  de 
cet  hyperboloïde;  chacune  d'elles  rencontre^  en  un  point  imagi- 
naire représenté  par  un  cercle  réel  et  l'ensemble  de  ces  cercles 
forme  une  surface  S. 

E»  donnant  à  la  droite  D  toutes  les  positions  possibles,  on  ob- 
tiendra une  infinité  de  surfaces  S,  Tenscmble  des  génératrices  cir- 
culaires de  ces  surfaces  représentera  les  points  de  la  droite  g. 

'•  Je  n'étudierai  ici  que  le  cas  particulier  où  la  droite  g  est 
une  droite  isotrope  (il  en  est  de  même  par  conséquent  de  g'). 

Dans  ce  cas,  la  surface  S  est  une  cyclide  :  on  peut,  en  cfiTet, 
par ^  et  g'  faire  passer  une  sphère  qui  a,  en  outre,  en  commun 
^^'Cc  R,  un  autre  coupliî  de  droites  isotropes  conjuguées  h  et  h'. 

Les  cercles  représentatifs  des  points  de  «^donnent  un  système 
(G) de  sections  circulaires  de  la  cyclide;  les  cercles  représentatifs 
<les  points  de  h  donnent  un  autre  système  (H)  de  sections  circu- 
laires de  cette  surface. 

J'appellerai  droites  focales  de  la  cyclide  les  droites  réelles  sur 
lesquelles  se  mesurent  les  plus  courtes  distances  des  droites  g  et 
^,  h  et  A'. 

8.  Toutes  les   cyclides  qui  correspondent  à  la  droite  g  ont 
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une  droite  focale  commune  ;  leurs  focales  ont  aussi  en  commun  les 
deux  droites  g  gI  g' ]  je  dirai  que  de  telles  surfaces  sont  des 
cjclides  scmi-homofocales. 

Deux  cyclidcs  semi-homofocales  se  coupent  (  indépendamment 
de  Tombilicale  et  des  droites  g  et  g')  suivant  deux  cercles;  car, 
soient  D  et  A  les  deux  droites  qui  les  déterminent,  les  hyperbo- 
loïdes  correspondants  ont  en  commun  deux  génératrices  du  second 
système,  qui  déterminent  deux  cercles  communs  aux  surfaces. 

III 

9.  Considérons,  en  général,  une  courbe  sphérique  K  réelle  (ou 
plutôt  résultant  de  Tintersection  d'une  sphère  et  d'une  surface 
algébricjue  dont  les  équations  sont  réelles),  et  une  surface  réglée 
réelle  R,  Iclle  que  chacune  de  ses  génératrices  rencontre  K  en 
deux  points  différents. 

A  chaque  génératrice  rectiligne  de  R  correspondent  deux  points 
a  et  a'  de  R,  que  Ton  peut  représenter  par  le  cercle  (a,  a')  qui 
résulte  de  Tintersection  des  deux  cônes  isotropes  ayant  respecti- 
vement pour  sommets  a  et  a'  (  *  ).  Le  lieu  des  cercles  correspondant 
ainsi  aux  différentes  génératrices  de  R  est  une  surface  S  que  Ton 
peut  dire  dérivée  de  la  courbe  K. 

Soient  S  et  S'  deux  surfaces  dérivées  de  K,  au  moyen  des  sur- 
faces réglées  R  et  R';  Finlerseclion  de  S  et  de  S'  se  composera 
d'abord  d'un  certain  nombre  de  cercles  ;  car  la  surface  R  et  R' 
ayant  généralement  un  certain  nombre  de  génératrices  communes, 
chacune  des  génératrices  communes  fournit  un  cercle  commun  à 
S  ^l  S'.  Outre  ces  cercles,  la  courbe  d'intersection  complète  com- 
prendra encore  généralement  une  autre  courbe  V. 

Il  est  facile  de  voir  que,  suivant  chacun  des  cercles  dont  je 
viens  de  parler,  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  un  angle 
constant. 

En  effet,  soit  T  une  génératrice  commune  à  R  et  R'  et  M  un 
point  quelconque  du  cercle  correspondant,  qui  est  commun  à  S 
et  à  S'.  Le  cône  isotrope  ayant  pour  sommet  le  point  M  coupe  la 

(*)  Voir  dans  Vlnstitul  et  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  avril 
1870,  ma  Note  Sur  l'emploi  des  imaginaires  en  géométrie. 
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Sphère,  sur  laquelle  csl  s'iluéc  K,    suivant  un  plan    passant  par 
T;  soient  ^  et  ^'  les  points  où  ce  plan  louche  respectivement  les 
surfaces  R  et  R';  d'après  une  propriété  très  simple  que  j'ai  com- 
muniquée déjà  depuis  longtemps  à  la  Société,  M^  et  M^'  sont  les 
normales  menées  par  le  point  M  à  S  et  à  S'. 

Quand  deux  surfaces  réglées  ont  une  génératrice   commune, 

tout  plan    passant  par  cette  droite  touche   les  deux  surfaces  en 

deux   points  qui,   loriîque  le  plan  se  déplace,   détermincul  sur  la 

droite  une   division  homographique.  Dans  le  cas  actuel,  on  voit 

immédiatement   que   les  deux    points  doubles  de  cette  division 

sont   les  points  a  et  a'  où  T  s'appuie  sur  R;  d'après  une  proposi- 

tion    élémentaire  bien  connue,   on  en  conclut  «[ue  le  rapport  an- 

narmonique  des  quatre  points  a,  a';  ^  et  P'  est  constant. 

Menons  maintenant  les  droites  Ma  et  Ma',lVIp  et  M^';  le  rap- 
port anharmonique  du  faisceau  est  aussi  constant,  et,  comme 
les  droites  Ma  et  Ma'  sont  isotropes,  il  en  résulte  que  l'angle  p 
W^'  est  constant.    . 

10.  De  la  proposition  précédente,  relative  aux  surfaces  dérivées 
^  urie  même  courbe  sphérique,  découlent  quelques  conséquences 
*^**er«ïes  d'intérêt. 

Supposons  que  K  soit  une  biquadratique  spliérique,  que  R 
^oit,  une  surface  de  second  degré  et  R'  une  quadricuspidale  ayant 
po  tir  base  K» 

l^a  surface  dérivée  S  est  alors  une  anallagmatique  ayant  K  pour 

*ooale;  S' la  coupe  suivant  quatre  cercles  correspondant  aux  quatre 

S^ïïératrices  communes  à  R  et  R'.  On  voit  immédiatement  que  le 

"^g  de  chacun  de  ces  cercles  les  deux  surfaces  se  coupent  orlho- 

gonalement. 

En  eflel,  dans  ma  Note  Sur  un  problème  de  géométrie  relatif 
^^ux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  insérée  dans  le  Jour- 
nal de  Liouville  (1870),  j'ai  démontré  le  théorème  suivant: 

Étant  donnée  une  quadricuspidale  ayant  pour  base  la 
courbe  K  et  une  génératrice  aa'  de  cette  surface  (x  et  a'  dési- 
gnant les  points  où  la  génératrice  s'appuie  sur  K),  si  Con  con- 
sidère en  même  temps  la  surface  du  second  ordre  qui  passe 
par  K  et  par  olol',  tout  plan  mené  par  cette  dernière  droite 
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touche   la  quadricuspidale  et  la  surface  du  second  ordre  en 
deux  points  f/ui partagent  harmoniquement  le  segment  ata . 

On  v.\\  (Irduil  iininédiatemenl  que  Tangle  aa'  esl  droit.  L'înler- 
seclioii  <le  S  et  d<;  S'  est  complétée  par  une  des  lignes  de  courbure 
dr  S. 

On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

h  tant  donnée  une  anallagmatique  ayant  pour  focale  la  hi- 
quadratique  sphérique  R,  toute  surface  dérivée  de  K,  au 
moyen  d^une  quadricuspidale  ayant  pour  base  K,  coupe  l'anal' 
lagmatique  suisrant  une  des  lignes  de  courbure  de  cette  sur^ 
face  et  s uii^ant  quatre  cercles;  le  long  de  ces  quatre  cercles^  les 
deux  surfaces  se  coupent  orthogonalement. 

M.  William  Uoherts  avait  déjà  donné  ce  théorème  pour  les 
surfaces  du  second  ordre;  la  surface  drrivéede  la  quadricuspidale 
esl,  diins  ce  cas  particulier,  le  lieu  des  génératrices  circulaires 
d'un  système  de  surfaces  homofocales  dont  les  plans  passent  par 
leur  centre  commun. 

11.  (Considérons  dans  Tespace  une  droite  isotrope  g  et  la 
droite  isotrope  g' y  qui  lui  est  imaginairement  conjuguée.  Ces  deux 
droites  sont  situées  sur  une  même  splirre  S  qu'elles  déterminent 
complrtcment. 

Soient  S  et  S'  deu\  surfaces  quelconques  dérivée^  de  g'j  elles 
jouiront  des  propriétés  établies  précédemment;  il  est  facile  de  voir 
en  outre  que  leur  intersection  complète  se  compose  des  cercles 
dont  j'ai  parlé.  On  peiit  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Soient  deux  surfaces  quelconques  déri\'êes  dune  droite  isO'" 
trope,  ces  surfaces  se  coupent  suii'ant  un  certain  nombre  de 
cercles  et  le  long  de  chacun  de  ces  cercles  elles  se  coupent  stii- 
K-ant  un  ans^le  constant, 

12.  Soit  D  la  droite  réelle  sur  la(piclle  se  mesure  la  plus  courte 
distance  des  droites  g  el  g' ;  si  Ton  donne  à  la  figure  un  mouve- 
ment de  rotation  quelconque  autour  de  D,  g  et  g^  restent  immo- 
biles. 

On  en  conclut  que,  si  S  désigne  une  surface  dérivée  de  g^  et 
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si  on  la  fait  tournerautour  de  D  de  façon  à  lui  faire  occuper  la  po- 
sition So>  So  est  une  surface  dérivée  de  g. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  S  dérivée  des  droites 
isotropes  conjuguées  g  et  g'^  si  on  la  fait  tourner^  d'un  angle 
quelconque,  autour  de  la  droite  réelle  D  sur  laquelle  se  mesure 
la  plus  courte  distance  de  g  et  g' ,  dans  la  nouvelle  position  la 
surface  coupera  la  surface  primitive  suivant  un  certain 
nombre  de  cercles  et  le  long  de  chacun  de  ces  cercles  les  sur- 
faces se  couperont  suivant  un  angle  constant. 

Il  est  à  remarquer  que  la  droite  D  passe  par  le  centre  de  la 
sphère  S  dont  Téquation  est  réelle,  mais  qui  n*est  jamais  réelle. 

13.  Ce  qui  précède  donne  une  solution  (renfermant  une  fonclion 
arbitraire)  du  problème  suivant  : 

Trouver  une  surface  telle  que,  si  on  la  fait  tourner  autour 
d'une  droite  fixe,  la  surface  dans  sa  nouvelle  position  coupe 
la  surface  primitive  sous  un  angle  constant,  quelle  que  soit  la 
grandeur  de  la  rotation  effectuée. 

Il  est  bien  clair  que  la  grandeur  de  Tangle  varie  avec  la  gran- 
deur de  la  rotalion  et  que  la  courbe  d'intersection  peut  se  com- 
poser de  plusieurs  courbes  séparées,  l'angle  d'intersection  variant 
d'une  courbe  à  l'autre,  mais  demeurant  le  même  le  long  de  cha- 
cune d'elles. 

Pour  éviter  les  circonlocutions,  lorsqu'une  droite  jouira  par  rap- 
port à  une  surface  de  la  propriété  que  je  viens  d'énoncer,  je 
dirai,  dans  les  paragraphes  qui  suivent,  que  la  droite  est  un  axe  de 
rotation  de  la  surface. 

Nous  avons  obtenu  une  classe  de  surfaces  ayant  un  axe  de  rota- 
tion; il  est  facile  d'en  trouver  une  seconde. 

En  eOet,  soient  tracés  dans  un  plan  w\\  cercle  C  et  une  courbe 
arbitraire  A.  Chaque  tangente  à  A  rencontre  C  en  deux  points 
a  et  a  dont  l'ensemble  est  représenté  par  le  cercle  (a,  a');  les 
divers  cercles  qui  correspondent  à  toutes  les  tangentes  que  l'on 
peut  mener  à  A,  forment  une  surface  B.  Les  cercles  dont  je  viens 
de  parler  constituent  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  de  B. 
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Il  est  facile  d'obtenir  Paiitre;  menons,  en  eflet,  par  C  une  sphère 
arbitraire,  la  développable  circonscrite  à  cette  sphère  et  à  A  lou- 
chera la  sphère  suivant  une  ligne  de  courbure  de  B;  et  en  faisant 
varier  le  rayon  de  la  sphère,  on  obliendra  toutes  les  h'gnes  de 
courbure  du  second  système. 

Une  surface  telle  que  B  pourrait  être  désignée  sous  le  nom  de 
sphérO'Cyclide,  vu  que  l'un  de  ses  systèmes  de  lignes  de  courbure 
se  compose  de  cercles  et  l'autre  de  courbes  sphériques. 

J'appellerai  cercle  directeur  de  la  surface  le  cercle  C,  et  axe  de 
cetle  surface  la  droite  menée  par  le  centre  de  ce  cercle  perpendi- 
culairement à  son  plan. 

La  sphéro-cyclide  jouit  d'une  des  propriétés  de  la  cyclide  que 
j'ai  mentionnées  plus  haut  :  si  on  la  coupe  par  une  sphère,  on 
peut  toujours  faire  passer  un  cône  par  la  courbe  d'intersection  ;  le 
sommet  de  ce  cône  est  sur  l'axe;  si,  le  centre  de  la  sphère  restant 
fixe,  son  rayon  varie,  le  cône  qui  passe  par  la  courbe  d'intersec- 
tion ne  varie  pas  de  (orme  et  se  déplace  parallèlement  à  lui-même, 
son  sommet  glissant  sur  l'axe. 

14.  On  voit  immédiatement  que  deux  sphéro-cyclides  ayant 
même  cercle  directeur  se  coupent  suivant  un  certain  nombre  do 
cercles;  le  long  de  chacun  de  ces  cercles,  elles  se  coupent  suivant 
le  même  angle;  ce  que  l'on  peut  voir  par  une  démonstration 
directe,  ou  en  remarquant  que  chacun  des  cercles  est  une  ligne  de 
courbure  pour  les  deux  surfaces. 

En  particulier,  si  l'on  fait  tourner  une  sphéro-cyclide  autour 
de  son  axe,  la  surface  obtenue  après  la  rotation  sera  une  sphéro- 
cyclide  ayant  même  cercle  directeur  que  la  première  ;  on  peut  donc 
dire  que  : 

IJaxe  (V une  sphéro-cyclide  est  un  axe  de  rotation  de  cette 
surface. 

On  a  ainsi  une  nouvelle  famille  de  surfaces,  dont  l'équation 
renferme  une  fonction  arbitraire,  et  qui  possède  un  axe  de  rota- 
tion. 

15.  La  cyclide,  en  particulier,  appartient  à  la  fois  aux  deux  fa- 
milles de  surfaces  dont  je  viens  déparier. 
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De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  déduit  immédiatement  les  con- 
séquences suivantes  : 

a  1°  Deux  cyclides  semi-homofocales  se  coupent  suivant  deux 
cercles  et,  le  long  de  chacun  de  ces  cercles,  elles  se  coupent  sous 
un  angle  constant. 

»  a**  Une  cyclide  a  quatre  axes  de  rotation  ;  ce  sont  ses  deux 
axes  el  ses  deux  droites  focales.  » 


L.  -  11.  ij 
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Bulletin  de  la  Société  philomathiqut;  1871. 


1.  l'.oiisitlôrons  \\\\v  oourhe  plane  K  ;  soient  m  le  nombre  des 
hraïu'lios  ilo  ootlo  courbe  qui  se  croisent  eu  chacun  des  ombilics 
du  |d;in,  et  n  lo  nombre  dos  points  distincts  des  ombilics  où  la 
courbe  est  rcnconlrêc  par  la  droite  de  1  infini. 

('.clic  courbe  a  m  fovcrs  siniiuliers  F,,  F^,  etc.  Si  un  angle  droit 
se  nicul  lie  telle  façon  qu'un  de  >es  côtés  passe  par  un  point  fixe  P 
du  plan,  tandis  que  son  sommet  décrit  la  courbe  K,  le  second 
cote  ilc  Tan^lc  cnxeKqqtc  une  cnurbe  H.  dont  la  classe  est  égale  à 
i  ytn  ■   n  . 

r.ctlc  courbe    *    a  ; 

1  \to\cr>  >itucs  à  1  intini  et  sur  des  directions  perpendiculaires 
aux  ^v-^xînptxMo  de  la  courbe  K  qui  ne  sont  pas  isotropes; 

r'  l  u  i\»\cr  multiple  au  point  tixe  P,  qui  compte  pour  (m-^-n) 
toxcr^  : 

.^  ••;  .u;îvv>  tx*\^':>  i.'i.,  G,,  ^  U".  qut  ton  obtient  enjoignant  le 
ro:u:  r  .vi;\  i\^\t:>  ^•.i\i:..lu'r>  de  K.  \l  en  i^n>lon£;eant  d'une  Ion- 
i;  xi  c  ;;  v  x  ^  a  \*  a  c  *. .  x  -  î  v.  «  :  v.  0  v"  ::  .\  c  ;î  r.  i'    :  t*  s  d  rv  ::  es  a  i  n  si  obten  ues. 
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2.  Soit  M  un  point  quelconque  du  plan;  sur  MP  comme  dia- 
mètre décrivons  une  circonférence.  Celte  circonférence  rencontre 
K  en  2{m-\-n)  points  rf,  et  les  2  (/n  +  Ai)droitesMrfsontles  tan- 
gentes que  l'on  peut  mener  du  point  M  à  la  courbe  H. 

En  un  de  ces  points  rf,  menons  le  cercle  qui,  passant  par  P, 
touche  K;  le  point  T  où  ce  cercle  rencontre  M  d  est  le  point  de 
contact  de  cette  droite  avec  H. 

Je  rappellerai  ici  le  théorème  que  j'ai  donné  (Journal  de 
V Institut  et  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  février  1867  : 
Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes  planes)  : 

Si,  par  un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  plane  de 
classe  /i,  on  mène  les  n  tangentes  à  la  courbe,  le  centre  har- 
monique du  point  M  relativement  aux  n  foyers  réels  est  le 
même  que  relativement  aux  n  points  de  contact. 

Si  l'on  applique  le  théorème  précédent  à  la  courbe  H,  en  re- 
marquant que  l'on  ne  doit  tenir  aucun  compte  des  foyers  situés  à 
l'infini,  on  trouve  l'équatiou  suivante  : 


2  MT  =  "' -^  "  SfP -^  21  ÂIG 


équation  symbolique,  où 


I 


désigne  une  grandeur  géométrique  égale  en  valeur  absolue  à  l'in- 
verse de  MT  et  ayant  pour  direction  la  direction  de  cette  droite. 

3.  Je  me  bornerai  aux  applications  les  plus  simples  de  la  formule 
précédente.  Il  serait  facile  devoir  comment  les  résultats  suivants 
peuvent  s'appliquer  à  une  courbe  quelconque. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  courbe  K  ne  rencontre  la  droite 
de  rinfini  qu'aux  ombilics,  en  sorte  que  l'on  ait 


n  =  o. 


Je  désignerai,  pour  abréger,  une  telle  courbe  sous  le  nom  de 
courbe  cyclique. 
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Par  UDC  transformation  facile  on  déduira  de  la  formale  précé- 
dente le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  coupe  une  courbe  cyclique  par  un  cercle  C  et  si,  en 
chacun  des  points  d'intersection,  on  mène  un  cercle  touchant 
la  courbe  et  passant  par  un  point  fixe  P  pris  sur  C,  le  centre 
harmonique  du  centre  de  C  relativement  aux  centres  de  ces 
cercles  est  le  même  que  le  centre  harmonique  du  même  point 
relativement  aux  foy  ers  singuliers  de  la  courbe  et  au  pointV^ 
ce  dernier  étant  compté  mjois,  2  m  désignant  le  degré  de  la 
courbe. 

4.  En  particulier,  le  cercle  sécant  peut  se  réduire  à  une  droite, 
et  Ton  a  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  cyclique  de  degré  2/11,  une  droite 
quelconque  la  coupe  en  2//1  points:  si,  en  chacun  de  ces  points, 
on  mène  un  cercle  qui  touche  la  courbe  et  qui  passe  par  un 
point  fixe  P  situé  sur  la  droite,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  ces  2  m  cercles  est  le  point  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  point  P  au  centre  de  la  courl>e. 

Remarque.  —  J'appelle  ici  centre  de  la  courbe  les  centres  des 
movonnes  distances  de  ces  m  fovers  sin<rulîers. 

o.   Pour  abréger,  dans  ce  qui  suit,  je  représenterai  par  la  notation 

^  <i,  6.  c,  . . .  ^ 

lo  cenlro  dos  movenno>  distances  des  points  a*  b^  c 

i^'l.i  posé,  appliquons  ce  qui  précède  à  une  anal lagma tique 
\  oourbo  c\ clique  du  quatrième  or\lre\ 

Euint  dontu'os  une  aualla^maliquo  et  une  droite  qui  la  coupe 
aux  points  »/,  /»,  0  et  </.  prenons  sur  cette  droite  un  point  quel- 
couvjuo  m.  Soient  x,  ^,  ^  et  0  Io>  centres  des  cercles  qui,  passant 
par  lo  point  m.  touoiiotit  ranallagniatiquo  aux  points  donnés. 

D*apri*s  00  q«o  j*aî  dit  ci-do>>u>.  Ton  a 

C  di'>;^uant  lo  couîro  vio  ranalla^iuatique,   c'est-à-dire   le  point 
milioM  do  ta  drv>i:c  oir  •    .:.:  >^>  .icux  îV^^ors  singuliers. 
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Supposons  que  le  point  m  se  confonde  avec  le  point  a,  a  se 
confond  aussi  avec  ce  dernier  point,  et  l'on  a 

('w,  p,Y,  o)  =  (2m,  2G), 
d'où 

(?,Y,8)=(m,2C). 

Si  maintenant  la  droite  donnée  touche  Tanallagmatique  au 
point  m,  il  est  clair  que  le  point  ^  devient  le  centre  |jl  du  cercle 
osculateur  de  la  courbe  au  point  m  ;  on  a  donc,  y  et  8  désignant  les 
centres  des  cercles  qui  passent  par  m,  et  touchent  ranallagmalique 
aux  deux  points  où  elle  est  coupée  par  la  tangente  en  m, 

(H-»ï»o)  =  ('w,  2C); 

soit  i  le  point  milieu  du  segment  yS,  on  aura 

({ji,2r)  =  (m,2C). 

D'où  cette  conclusion  : 

«  Soit  C  le  centre  d'une  anallagmatique,  la  tangente  en  un 
point  m  de  cette  courbe  la  rencontre  de  nouveau  en  deux  points  c 
et  d',  soient  y  et  S  les  centres  des  cercles  qui,  passant  par  le 
point  /n,  touchent  la  courbe  en  c  eX.  d  et  i  le  point  milieu  du  seg- 
ment yS;  cela  posé,  si,  par  le  point  m,  on  mène  une  droite  paral- 
lèle à  *  C,  dirigée  dans  le  même  sens  et  de  longueur  double,  l'extré- 
mité de  cette  droite  est  le  centre  de  courbure  de  l'anallagmatique 
au  point  m  ». 

6.  Appliquons  ce  qui  précède  aux  surfaces  anallagmatiques  (du 
quatrième  ordre);  je  m'appuierai  principalement  sur  la  propriété 
suivante  : 

En  appelant  centre  d^une  surface  anallagmatique  le  centre 
commun  aux  trois  coniques  qui  constituent  ses  focales  singulières, 
toute  section  plane  de  la  surface  est  une  anallagmatique  plane 
ayant  pour  centre  la  projection  sur  le  plan  sécant  du  centre  de  la 
surface. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  de  cette  surface  et  une  tangente  MT 
passant  par  ce  point;  soient  P  et  Q  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre de  nouveau  la  surface,  p  et  q  les  centres  des  sphères  qui, 
passant  parle  point  M,  touchent  la  surface  en  P  et  Q. 
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Si  par  la  droite  MT  nous  menons  un  plan  sécant  quelconque, 
il  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  à  laquelle  on  peut  appliquer 
les  théorèmes  précédents;  remarquons  maintenant  que  le  centre 
de  celte  courbe  est  la  projection  sur  le  plan  sécant  du  centre  delà 
surface,  que  les  centres  des  cercles  qui,  passant  par  le  point  M, 
louchent  la  courbe  en  P  et  Q,  sont  les  projections  des  centres  des 
sphères,  qui  passent  par  le  point  M  et  touchent  la  surface  enP 
etQ. 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

ÏHÉORKME  I.  —  Etant  donnée  une  surface  anallagmatiqut 
et  une  droite  qui  la  rencontre  aux  points  a^  6,  c,  rf;  soit  pris 
sur  cette  droite  un  point  quelconque  M;  soient,  de  plus,  a,  ^, 
^  et  ù  /es  centres  des  sphères  qui,  passant  par  M,  touchent  la 
surface  en  a^  b,  c  et  d. 

/^'  rentre  des  moyennes  distances  des  points  a,  ^^yeto  est 
le  point  milieu  de  la  droite  qui  Joint  les  deux  points  M  et  C, 
C  dés i fanant  le  centre  de  la  sur/ace. 

Théorème  II.  —  Soient  M  un  point  quelconque  d'une  surface 
anallagmatique  et  une  droite  quelconque  MT  qui  touche  la 
surface  en  ce  point:  la  droite  MT  rencontre  la  surf  ace  en  deux 
points  distincts  du  point  M;  soient  ol  et  p  les  centres  des  sphères 
qui.  passant  par  le  point  M,  touchent  en  ces  deux  points  la 
surface,  et  I  le  milieu  du  sarment  a3. 

Cela  pose\  si.  par  le  point  M,  on  mène  une  droite  parallèle 
à  10,  diri:rée  en  sens  imerse  et  de  longueur  double,  Vextré^ 
mité  de  cette  droite  est  le  centre  de  courbure  cfe  la  section  faite 
dans  la  surface  par  lepùin  normal  passant  par  MT. 
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I.  —  Considérations  préliminaires. 

1.  Je  me  propose,  dans  celte  Note,  d'élendre  au  cas  de  l'espace 
et  de  développer  les  considéralions  que  j'ai  exposées  d'une  façon 
soccincte  dans  mon  Mémoire  de  géométrie  analytique  inséré 
àznsXe  Journal  de  Liouville  (janvier  1872). 

Considérons,  dans  l'espace,  une  figure  rapportée  à  un  système 
quelconque  de  coordonnées  rectangulaires,  x^  y  et  z  étant  les 
coordonnées  par  rapport  à  ce  système  d'axes  d'un  point  M  de  la 
figure.  S  désignant  une  surface  algébrique  quelconque  de  classe  n, 
si  Ton  imagine  le  cône  circonscrit  à  cette  surface  et  qui  a  pour 
sommet  le  point  M,  on  voit  que  ce  cône  est  un  cône  algébrique 
de  n**"*  classe.  Un  plan  tangent  à  ce  cône  sera  tangent  à  la  sur- 
face, et  si  l'on  appelle  i,  r^,  2^  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  normale  à  ce  plan,  ces  quantités  satisferont  à  une  équa- 
tion du  n**"**  degré,  homogène  par  rapport  aux  trois  variables, 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  des  fonctions  données 
des  variables  x^y  ei  z]  et  il  est  facile  de  voir  que  ces  fonctions  ne 
peuvent  être  choisies  arbitrairement. 

De  ce  qui  précède  il  résulte,  en  effet,  que  X,  Y,  Z  désignant  les 
coordonnées  courantes, 

est  Téquation  d'un  plan  tangent  à  S  ;  le  point  où  ce  plan  coupe 
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l'axe  des  z  est  déterminé  par  l'équation 

ce  point  étant  donné,  les  rapports  I  et  p  sont  reliés  entre  eux  par 

une  équation  du  degré  n. 

La  forme  générale  de  l'équation  (i)  est  donc 

la  caractéristique  ^  désignant  un  polynôme  entier  quelconque  du 
degré  n.  En  mettant  seulement  en  évidence  les  ^,  7^,  2^,  je  Técrirai 
ordinairement  sous  la  forme  (i),  et  je  l'appellerai  Véquation  mixte 
de  la  surface  S . 

On  peut  interpréter  cette  équation  d'une  façon  un  peu  diffé- 
rente; si  l'on  suppose  un  système  d'axes  rectangulaires  parallèles 
aux  premiers  axes  et  dont  l'origine  mobile  soit  transportée  au 
point  M;  en  appelant  Ç,  r;,  Ç  les  coordonnées  relatives  à  ce  nou- 
veau système  d'axes,  l'équation  (i)  représente  le  cône  supplémen- 
taire du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  M  et  circonscrit  à  S. 

2.  Il  est  facile  de  passer  de  l'équation  tangentielle  d'une  surface 
à  son  équation  mixte.  De  cette  dernière  équation  on  déduit  immé- 
diatement son  équation  en  coordonnées  cartésiennes;  en  effet, 
pour  un  point  de  la  surface  le  cône  supplémentaire  au  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  et  dont  l'équation  est 

(i)  F  =  o 

a  une  arête  double;  ou,  si  l'on  veut,  la  courbe  K  que  représente 
l'équation  en  coordonnées  triangulaires  a  un  point  double.  On 
obtiendra  donc  l'équation  de  la  surface  en  coordonnées  carté- 
siennes en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  forme  ternaire  F. 
Ceci  se  rapporte  au  cas  général;  mais,  si  la  surface  S  avait  une 
ligne  de  contact  multiple  avec  une  développable,  la  courbe  K 
aurait  constamment  un  certain  nombre  de  points  doubles;  et 
l'équation  cartésienne  de  la  surface  s'obtiendrait  en  écrivant  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  K  ait  un  point  double 
de  plus,  c'est-à-dire  en  égalant  à  zéro  la  fonction  des  coefficients 
que  M.  Cayley  appelle  le  discriminant  spécial  de  la  courbe. 
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3.  Je  représenterai  les  surfaces  que  j^aurai  à  considérer  par 
leurs  équations  mixtes.  Ces  équations  mixtes  s*obtiennent  en  éga- 
lant à  zéro  des  formes  ternaires  en  ^,  t^  et  2^;  les  coefiicienis  de  ces 
formes  sont  des  fonctions  de  x,  y^  z^  assujetties  à  satisfaire  à 
certaines  conditions,,  dont  il  faudra  dans  beaucoup  de  cas  tenir 
compte. 

On  peut  toutefois  les  laisser  souvent  de  côté  en  s'appujant  sur 
la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  nombre  quelconque  de  surfaces  dont  les 
équations  mixtes  soient 

si  l'on  désigne  par  I  un  im'ariant  quelconque  de  ce  système  de 

formes,  V équation 

I  =  o 

représente  une  surface  dont  le  degré  est  indiqué  par  le  poids 
de  Vimariant. 

Les  contrévariants  (simples  ou  multiples)  des  formes  représen- 
tatives des  surfaces  s^introduiront  d^eux-mémes  quand  on  considé- 
rera un  certain  nombre  de  points  en  même  temps  que  ces  surfaces. 

Soit  en  effet  un  point  M  dont  les  coordonnées  soient  a,  ^  et  y; 
si  nous  posons,  pour  abréger, 

Téquation  mixte  du  point  M  est 

X5-hYT)-hZ;  =  o; 

et  les  invariants  simultanés  de  cette  forme  et  du  système  de  formes 
donnés  sont  dés  contrévariants  de  ce  système. 

4.  Au  point  de  vue  où  je  me  place  dans  cette  Note,  Tétude  d'un 
système  de  surfaces  consiste  dans  Tétude  des  formes  ternaires  qui, 
égalées  à  zéro,  fournissent  leurs  équations  mixtes  et  dans  l'étude 
des  surfaces  que  représentent  leurs  divers  invariants. 

Les  contrévariants  (simples  ou  multiples)  de  ces  formes  inter- 
viennent quand  on  adjoint  à  ces  surfaces  un  certain  nombre  de 
points. 
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Quant  aux  covariants,  ils  jouent  un  rôle  dislincl  et  moini 
important. 

3.  Si  Ton  considère  deux  surfaces,  leurs  équations  mixies  (en 
considérant  les  Ç,  r,,  JJ  comme  variables)  représenteront  deux 
courbes  planes. 

En  exprimant  que  ces  deux  courbes  sont  tangentes,  on  obtiendra 
l'équation  de  la  dévcloppable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces;  en 
exprimant  que  ces  deux  courbes  ont  un  double  contact,  on  aura 
les  équations  de  la  ligne  nodale  de  cette  dévcloppable.  Son  arête 
de  rci)roussement  s'obtiendra  en  exprimant  que  les  deux  courbes 
sont  oscillatoires. 

Étant  données  trois  surfaces,  le  résultant  de  leurs  équations 
mixtes  égalé  à  zéro  donnera  les  équations  de  leurs  plans  tangents 
communs;  de  même  le  résultant  des  réciprocants  de  ces  équations 
donnera  Téquation  de  la  surface  réglée  qui  leur  est  circonscrite. 

6.  Pour  prendre  Texemplc  le  plus  simple,  Téquation  d'une  sur- 
face du  second  ordre  S  étant 

où  F  désigne  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré  par  rap- 
port aux  ^.  7,.  ^;  si  Ton  appelle  G  la  forme  adjointe  à  F,  on  voit 
que  le  ciVne,  circonscrit  à  la  surface  et  qui  a  pour  sommet  un  point 
donné  M,  a  pour  équation 

GiX,Y,Z)  =  o. 

SI,  2,  3.  Y  étant  les  coordonnées  du  point  M,  on  pose  pour  abréger 

X  =  j-  — a,        Y  =^—3,        Z  =  5  — 7- 

Soit  un  second  point  M'  dont  les  coordonnées  soient  a',  ?'  d  V  ; 
en  posant 

X=x-a'.        Y=r-3-.        Z'=5  — v' 
Féquation 

où  Ton  voit  figurer  l'émanant  (contrevariant  double)  de  G,  reprë- 
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sentera  la  surface  du  second  ordre  passant  par  les  points  M  et  M', 
el  par  les  courbes  de  contact  des  cônes  ayant  ces  points  pour 
sommets  et  circonscrits  à  S. 

7.  Je  me  propose,  dans  une  autre  Note,  d'appliquer  les  consi- 
dérations qui  précèdent  à  Tétude  des  systèmes  composés  de  sur- 
faces de  deuxième  et  de  troisième  classe. 
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SECTION  I. 

ÊQI'ATION   MIXTE   d'I'NE  COURBE. 

1.  Je  supposerai,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  les  diOTérentes 
figures  que  j'aurai  à  considérer  rapportées  à  un  système  de  coor- 
données reclilignes  quelconque. 

Soient  une  courbe  arbitraire  C  tracée  dans  un  plan,  et  M  an 
point  quelconque  do  ce  plan;  j'appelle  x  Ql  y  ses  coordonnées. 

Menons  du  point  M  une  tangente  à  la  courbe,  et  soit  k  le  coef- 
ficient angulaire  do  cette  tangente;  la  quantité  k  (qui  géDéralement 
est  suscopliblo  de  plusieurs  valeurs)  est  une  fonction  des  coordon- 
uoes  variables  j^  et  v. 

Celte  lonolion,  il  est  facile  de  le  voir,  ne  peut  être  prise  arbi- 
trairomont  et  doit  satisfaire  à  une  équation  aux  diiFérences  par- 
liellos  linéaire  et  du  premier  ordre,  qu*on  peut  établir  de  la  façon 
suivante. 

Appelons,  pour  un  instant.  X  et  Y  les  coordonnées  courantes 
do  la  lan^onlo  moRée  du  point  M  à  la  courbe;  son  équation  sera 

Il  Y  —  y  -=  k\\  —  J"  ». 

Pour  quo  los  ditVoronles  droites  roprôsenlées  par  cette  équation, 
lorsqu'on  y  fait  varier  x  et  w  en\oloppenl  une  courbe,  il  faut  cl 
il  suffit  que  la  droite  obtenue,  on  remplaçant  le  point  M  par  un 
point  tntinimont  \oisin,  coupe  la  première  en  un  point  fixe,  quelle 
quo  soit  la  direction  du  dôpiacement:  il  est  clair,  d*ailleurs,  que 
ce  point  tî\e  est  le  point  do  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe. 
Difle  routions  sucoossix  ornent  IVq  nation  <  lU  par  rapport  à  x 
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et  y^  en  supposant  X  et  Y  constantes;  il  vient 

-o  =  g(X-^)-A-        et        _.  =  |(X-.). 

D'où,  en  éliminant  X  —  x  entre  ces  deux  relations, 

dk       ,  dk 

-3 h  A-  -j-  =  O. 

dx  dy 

Telle  est  l'équation  aux  différences  partielles  à  laquelle  doit  satis- 
faire la  fonction  A:,  pour  qu'elle  représente  le  coefficient  angulaire 
d'une  tangente  menée  du  point  (j7,  y^  à  une  courbe  quelconque 
tracée  dans  le  plan. 

Cette  équation  a  pour  intégrale  générale 

y  —  kx=f(^k\ 

la  caractéristique  y  désignant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  ; 
et  telle  est,  en  termes  finis,  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  Ar. 
Il  est  facile  de  trouver  directement  cette  relation.  En  effet, 

étant  l'équation  de  la  tangente  menée  du  point  M  à  la  courbe, 
y  —  kx  est  l'ordonnée  du  point  où  cette  tangente  coupe  l'axe 
des  y\  la  valeur  de  cette  ordonnée  ne  dépend  évidemment  que  de 
la  valeur  de  k.  On  a  donc 

y-kx^f{k), 

2.  Lorsque  la  courbe  donnée  est  algébrique,  /(/r)  est  généra- 
lement une  irrationnelle  susceptible  de  m  valeurs  et  racine  d'une 
équation  algébrique  de  degré  m.  Cette  équation  est  d'ailleurs 
irréductible  si  la  courbe  ne  se  décompose  pas  en  courbes  de  degré 
inférieur. 

k  satisfait  donc  à  une  équation  de  la  forme 

(a)      Ao(^  —  A:a7)'«-+-  Ai(^  —  kx)"^-'^  -+-. .  .-h  >^m-x{y  —  kx)  -+-  A;„  =  o, 

Aq,  A|,  . . .,  A;»  désignant  des  polynômes  entiers  en  k  d'un  degré 
quelconque. 

Le  nombre  m  indique  combien  on  peut  mener  de  droites  tan- 
gentes à  la  courbe  et  parallèles  à  une  direction  donnée.  Quant  à 


KJO 
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la  classe  de  la  courbe,  elle  est  indiquée  par  le  degré  en  k  de 
Téquation  précédente,  degré  qui  est  généralement  égal  à  m,  mais 
qui  peut  lui  être  supérieur  lorsque  la  courbe  esl  langente  à  la 
droite  de  l'infini. 

Ce  cas  ])arliculier  mis  de  côté,  on  voit  que,  dans  Téqualion  (2), 
Ao  esl  un  nombre  que  l'on  peut  supposer  égal  à  Tunité,  et  A|, 
Aa,  . . .,  Am  des  polvnomes  entiers  en  k  et  respectivement  des 
degrés  i ,  2,  . . . ,  m. 

Si,  pour  rendre  Téquation  homogène,  nous  posons 

on  voit  que  la  relation  précédente  peut  être  mise,  pour  une  courbe 
de  classe  n,  sous  la  forme 

o  =:  (X^ —  fia-)"-!-  /i(AX  H-  Bfx)(X^  —  {xar)»-* 
(3)         ;  ^^!j:iZlO(3jX«-f-2?XHL-f-Y|x«)(X^-fxar)'-»-i-..., 


1.2 


ou  encore,  en  réunissant  dans  un  même  terme  les  coefficients  de 
la  même  puissance  de  X, 

aX'»-h  nb'k'*-  »îA-i-  — ^-^^^cX«-»ix«  — ...-4-/iAXu«-»-+- AriJL«=o. 

3.  La  relation  précédente,  qui,  pour  chaque  point  du  plan, 
donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  que  Ton  peut  mener 
de  ce  point  à  une  courbe  donnée,  définit  complètement  cette 
courbe. 

Je  la  désignerai,  dans  tout  ce  qui  suit,  sous  le  nom  à* équation 
mixte  de  la  courbe. 

Luc  telle  équation  s'écrira  de  la  façon  suivante  : 

F(^,  JA,  Xj' —  |ix)  =  o, 

F  dési^mant  une  fonction  homogène  et  entière,  mais  du  reste 
entièrement  arbitraire,  des  trois  variables  que  comporte  son 
expression;  ou  encore,  en  mettant  seulement  en  évidence  les 
variables  X  et  a, 

/désignant  une  fonction  homogène  de  ces  variables. 


MÉMOIRE   DE   OÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE.  191 

Le   plus  souvent,  pour  mettre  en  évidence  les  coefficieuls  du 
polynôme  fQ^j  jx),  j'emploierai  la  notation  commode  de  M.  Cay- 

ley,  en  désignant  par 

^  («,  ^c,  ...j[X,  fi)« 

le  polynôme 


1.2 


en   sorte  que  Féquation  mixte  générale  des  courbes  de  la  classe  n 

sera 

(a,  6,  c,  . .  .{X,  jji)«  =  o. 

4.    11  est  facile  de  passer  de  l'équation  d'une  courbe  en  coor- 
données tangentielles  à  son  équation  mixte. 
En  effet, 

étant  l'équation  d'une  droite  quelconque  tracée  dans  le  plan, 
Inéquation  tangentielle  d'une  courbe  est  la  relation,  homogène 
par  rapport  aux  trois  variables, 

*(Ç,^,  î)  =  o, 

à  laquelle  doivent  satisfaire  ^,  t;  et  2^  pour  que  la  droite  soit  tangente 
à  la  courbe.  Si  l'on  déduit  de  l'équation  de  la  tangente  la  valeur  de 
son  coefficient  angulaire  et  la  valeur  de  l'ordonnée  au  point  où  elle 
coupe  l'axe  des  yj  on  obtient  les  deux  relations  suivantes 

I  =  x'      •>'-x"  =  V 

d'où 

X  "  {X  -  Ç  ' 

en  substituant  ces  valeurs  de  ^,  t^  et  2^  de  l'équation  précédente^  il 

\îent 

*(X,  fJi,  X^  — liar)  =  o, 

équation  de  la  courbe  donnée. 

Dans  le  plus  grand  nombre  de  cas,  il  sera  plus  commode  de 
calculer  directement  l'équation  mixte  d'une  courbe,  que  de  la 
tirer  de  son  équation  tangentielle.  Mais  je  veux  déduire,  de  ce 
qui  précède,  une  conséquence  très  simple  qui  nous  sera  utile  par 
la  suite. 
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5.  Considérons  plusieurs  courbes  dont  les  équations  tangen- 

tielles  soient 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o, 


•  •  •> 


et  une  autre  courbe  dont  Téquation  s'obtienne  en  égalant  à  3céro 
une  fonction  entière  des  polynômes  qui  forment  les  premiers 
membres  des  équations  précédentes,  et  soit  par  exemple 

/(A,B,C,  ...)  =  o. 

(jcla  posé,  il  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précé- 
dente que 

Jl  =  o,        ï  =  o,        C  =  o 

étant  les  équations  mixtes  des  premières  courbes,  Péquation  mixte 

de  la  dernière  est 

/(3l,»,€,  ...)  =  o. 

Ainsi,  Téquation  mixte  générale  des  courbes  de  n*""*  classe 
inscrites  dans  un  pol)'gone  de  n^  côtés  est 

p  désignant  un  coefficient  arbitraire  et 

P  =  o,        Q  =  o 

représentant  deux  quelconques  de  ces  courbes. 

6.  De  l'équation  mixte  d'une  courbe  il  est  facile  de  déduire 
son  équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

En  effet,  soit  /Q.,  jjl)  =  o  cette  équation;  la  courbe  est  évidem- 
ment le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  lui  mener  deux  tangentes 
coïncidentes.  Donc,  si  l'on  désigne  par  A  le  discriminant  de  la 

forme  /().,  [x), 

A  =  o 

est  l'é(|ualion  de  la  courbe  en  coordonnées  cartésiennes. 

On  retrouve  ainsi  la  méthode  donnée  par  M.  Cayley  pour  passer 
de  Téqualion  d'une  courbe  en  coordonnées  tangentielles  à  son 
équation  en  coordonnées  cartésiennes. 

Ce  qui  précède  suppose  que  la  courbe  n'a  pas  de  singularités. 
En  effet,  si  elle  a  une  tangente  double  ou  une  tangente  d'inflexion^ 
on  voit  que  chaque  point  de  l'une  quelconque  de  ces  droites  jouit 
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de  la  propriété  que  deux  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce 
point  à  la  courbe  se  confondent;  chacun  de  ces  points  satisfait 
donc  à  l'équation  précédente. 

Pour  s'en  tenir  aux  singularités  ordinaires,  on  voit  que  si  l'on 
désigne  par  U  =  o  l'équation  (cartésienne)  de  la  courbe,  par  T  =  o 
Féquatidn  de  l'ensemble  des  tangentes  doubles  et  par  I  =  o 
Féquation  de  l'ensemble  des  tangentes  d'inflexion,  on  a 

A  =  UTM«. 
7.   Soit 

Inéquation  mixte  d'une  courbe  de  classe  n. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  a^  b,  c,  ...  sont  des 
fonctions  de  x  et  dey  qui  ne  peuvent  être  choisies  arbitrairement; 
et,  en  effet,  /(X,  p.)  étant  une  fonction  de  Çky  —  [J"-^)»  l'o^  doit 
avoir  identiquement 

X  f^  _     f^/  =  o 

On  doit,  dans  la  plupart  des  questions  qui  se  présentent,  avoir 
égard  aux  relations  entre  les  coefficients  qui  résultent  de  l'équa- 
tion précédente,  et  l'étude  de  ces  relations  conduit  elle-même  à 
des  résultats  dignes  d'intérêt;  mais,  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  —  et  ce  sont  ces  cas  particuliers  que  j'étudie  spécialement 
dans  ce  Mémoire,  —  on  peut,  pour  ainsi  dire,  les  laisser  de  côté, 
ou  du  moins  ne  les  faire  intervenir  que  d'une  façon  indirecte. 

8.  La  proposition  fondamentale,  sur  laquelle  je   m'appuierai 
constamment  dans  ce  qui  suit,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Proposition.    —    Soit   un   nombre  quelconque  de    courbes 
représentées  par  les  équations  mixtes 

Si  Von  considère  un  invariant  quelconque  I  des  formes  /o,  /«, 
y^,  . . .,  Inéquation 

I  =0 

représente  une  courbe  dont  le  degré  est  précisément  égal  au 
poids  de  Vin\?ariant. 

L.  —  II.  i3 
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Démonstration,  —  Je  rappellerai  brièvement  ce  qa'on  non 
poids  d^un  invariant.  Si,  dans  les  formes  données,  on  rempl 
Tune  des  variables,  X  par  exemple,  parX/,  l'invariant  relatif 
nouvelles  formes  que  Ton  obtient  ainsi  est  égal  à  rinvariaDt] 
milif  K  multiplié  par  une  certaine  puissance  de  X;  rexposant 
cetlr  puissance  est  le  poids  de  Tinvariant. 

C.eci   posé,   mettant  en  évidence  toutes  les  variables  dans 
(M|ualions  mixtes  des  courbes,  écrivons-les  sous  la  forme  suivan 

Fs(  X,  u.  Xr  —  '^T)  =  o. 


Si,  dans  les  polvnomes  qui  forment  les  premiers  membres  de 
équations,  nous  remplaçons  respectivement  x  et  y  par  tx  et 
nous  obtenons  les  polvnomes  suivants  : 

Fo  (,  X.  u,  X  /  V  —  '^iJTK 
Fit  X,  a,  X/  V  —  iitx), 
F«»  X.  u,  X/r  —  u/j"  ». 


Lo  nouvel  invariant  1'  déduit  de  ces  formes,  comme  I  Tétait 
prtMuières*  contient  /  à  une  puissance  dont  le  degré  est  celui  d 
eourbe  rt*prêsentêe  par  fêquation 

1  r=o. 
Posons  maintenant 

X  »  —  J.X  =  X ,        X  V  —  -ax  =  u.', 
eu  etlVotunn:  une  substitution  linéaire  dont  le  déterminant 

e>l  inde^nrudaut  de  t. 
Ou  déduit  Je  là 


V  -      - — 


tt  W*  t\>niM^  |>rev\r>leiite5  de\  îenn^nt 
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L'invariant  F,  relatif  à  ce  système  de  formes  et  analogue  à  F,  lui 
est  égal,  à  un  facteur  près,  qui,  étant  une  puissance  de  détermi- 
nant <o  de  la  substitution,  est  indépendant  de  t, 

Dansl',  t  entre  évidemment  à  un  degré  égal  au  poids  de  l'inva- 
riant; la  proposition  est  donc  démontrée. 

Remarque  /.  —  La  démonstration  précédente  suppose  que  les 
coefficients  des  polynômes  /o{\  l^)^  f\  (^j  jJ"-)}  •  •  •  oiit  '^i  forme  la 
plus  générale  (compatible  avec  les  relations  nécessaires  qui  existent 
entre  eux).  Dans  des  cas  particuliers,  le  degré  de  la  courbe  repré- 
sentée par  Téquation 

r  =  o 

peut  s^  abaisser  ;  mais  alors  la  droite  de  Tinfîni  fait  partie  de  la 
courbe. 

Remarque  II,  —  Ce  que  je  viens  de  dire  s'applique  aux  cova- 
riants  que  l'on  peut  déduire  des  formes 


«   •  .  • 


Les  équations  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  différents  coef- 
ficients d'un  covariant  représentent  des  courbes  d'un  degré  égal 
^^  poids  de  ce  covariant. 

9-  J'ai  cru  devoir,  pour  plus  de  clarté,  employer  dans  ce 
Mémoire  les  coordonnées  rectiligncs. 

Si  Ton  voulait  employer  les  coordonnées  triangulaires  symé- 
triques, il  suffirait,  dans  les  formules  précédentes,  de  rétablir 
1  homogénéité  en  introduisant  une  troisième  variable  z. 

Rien  n'est  à  changer,  si  ce  n'est  la  signification  géométrique 
Iti'on  doit  attribuer  à  Téquation  mixte  de  la  courbe.  Mais  il  est, 
J€  crois,  inutile  d'insister  sur  ce  sujet. 

SECTION  II. 

PaOPaiÉTÉS   DES  COURBES  DE  TROISIÈME   CLASSE. 

10.  Considérons  une  courbe  de  troisième  classe  K',  et  soit 

U  =  (a,  b,  c,  d\\^  Ht)'=  o 
^n  équation  mixte. 


La  forme  U  n'a  qu'un  invariant;  c'est  le  discrimÎDant 
L'é-jualion 


lus  l'avons  vu,  l'équation  en  coordonnées  cut^- 
sienncs  de  la  courbe  K*;  eHc  est  du  degré  6,  ce  nombre  éuni  le 
poids  du  discriminant. 

l'our  obtenir  les  points  de  rebroussement  de  K»,  il  faut  cherct^r 
les  ]ioints  du  plan  pour  lesquels  l'équation 

(:)  V  =  o 

a  trois  racines  égales. 
Considérons  le  covarinnl 

(ne  —  i=)).'  + («</— 6c)Xji-4- (érf— o>)(«'; 

los  conditions   nécessaires  et  suffisantes  pour  l'égalité  des  troi^ 
racines  de  l'équation  (i)  sont  les  suivantes  : 


('quations  de  trois  courbes  du  quatrième  ordre  (n°8,  Bem.  II). 

Les  i)  points  de  rebroussement  de  K'  sont  donc  tes  points  com- 
muns à  ces  trois  courbes. 

Il  est  clair  tpi'on  peut  trouver  une  infinité  de  courbes  du  qoa- 
Iritine  ordre  ]>assanl  par  ces  9  points.  Pour  avoir  leur  expression 
géuérulc.  considôrous,  en  même  temps  que  la  courbe  K*,  nne 
ciiurlie  de  seconde  classe  arbitraire  K'  et  dont  l'équation  mixte 
.soii 

V  =:iA,B.C;X.;ji'=o. 
Posons 

I  ^  .\vA</  — cîi-  Buid  — 6ci-+-Cl«c  — ft«>  (»). 

1  o>l  un  invariant  des  formes  U  et  V,  de  poids  égal  à  4-  L'équation 

1  =  0 

■«présente  donc  une  courbe  du  quatrième  ordre  è*;  elle  estévi- 


■ 


Algr^rt  *»p<ritttrt.  p.  17», 


b 
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demment  satisfaite  quand  on  pose 

bd  —  c*=o,        ad — ôc  =  o,        ac  —  6*=o; 

elle  passe  donc  par  les  9  points  de  rebroussement  de  K^. 

11.  Cherchons  directement  les  points  où  elle  coupe  cette 
courbe.  Pour  tout  point  de  K^,  l'équation  (i)  a  deux  racines 
égales,  et,  en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  invariants, 
on  peut  supposer  que  la  valeur  commune  de  ces  racines  soit  zéro^ 
ou  bien  poser 

a  =  Oj        ô  =  o. 
I  devient  alors  égale  à 

—  Ac«; 

pour  que  cette  quantité  s'annule,  il  faut  que  Ton  ait 

c'=  o, 

c est-à-dire  que  le  point  pris  sur  K'  soit  un  point  de  rebroussè- 
rent, ou  bien  que 

A  =  o, 

c  est-à-dire  que  la  tangente  menée  en  ce  point  à  K*  touche  aussi  K^. 

La  courbe  5*  rencontre  donc  K'  aux  9  points  de  rebroussement 
(chacun  de  ces  points  comptant  pour  deux,  comme  on  le  savait 
<i  priori)  et  aux  6  points  de  contact  des  tangentes  communes 
àK'etàK». 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Étant  données  une  courbe  de  troisième 
classe  K'  et  une  courbe  de  seconde  classe  K^,  les  6  points  où 
les  tangentes  communes  à  ces  courbes  touchent  K*  et  les 
^points  de  rebroussement  de  K'  sont  sur  une  même  courbe  de 
quatrième  ordre  5*. 

12.  Si  l'on  prend  au  hasard,  sur  K*,  5  points  a,  ces  5  points  et 
les  9  points  de  rebroussement  de  la  courbe  déterminent  une 
courbe  du  quatrième  ordre  qui  rencontre  K'  en  un  sixième  point  p. 
D'un  autre  côté,  les  5  tangentes  menées  à  K'  par  les  points  a 
déterminent  une  courbe  de  seconde  classe  K^  ;  K*  et  K*  ont  une 
sixième  tangente  commune.  Son  point  de  contact  avec  K',  étant 
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sur  une  courbe  du  quatrième  ordre  passant  par  les  5  points  a  et 
les  9  points  de  rebroussement,  se  confond  avec  ^. 

D'où  le  théorème  suivant,  réciproque  de  la  proposition  précé- 
dente : 

Théorème.  —  Si  par  les  9  points  de  rebroussement  d^une 
courbe  de  troisième  classe  K',  on  mène  une  courbe  quelconque 
du  quatrième  ordre,  cette  courbe  rencontre  K'  en  6 points  (•) 
distincts  des  points  de  rebroussement;  les  tangentes  menées 
à  ¥J  par  ces  6  points  touchent  une  même  conique. 

13.  La  conique  K^  peut  se  composer  d'un  couple  de  points  P 
et  Q.  La  courbe  d^  passe  alors  par  les  6  points  de  rebroussement 
de  K^  et  les  6  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  petit  lui 
mener  des  points  P  et  Q.  Je  dis,  de  plus,  qu'elle  passe  par  ces 
points  eux-mêmes. 

En  effet,  pour  l'un  quelconque  de  ces  points,  la  tangeiite  menée 
de  ce  point  à  K^  est  indéterminée  ;  l'équation 

V  =  o 

est  satisfaite  identiquement,  et  l'on  a 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o. 

Mais,  dans  ces  hypothèses,  I  s'annule  évidemment;  la  proposition 
est  donc  démontrée. 

En  se  reportant  au  paragraphe  précédent,  on  déduit  de  là  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  pris  sur  une  courbe  de  troisième  classe  R' 
3  points  a,  a'  et  a'',  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  con- 
courent en  un  même  point  A,  toute  courbe  du  quatrième  ordre 
qui  passe  par  les  9  points  de  rebroussement  de  K^  et  les  3  points 
a,  a'  et  d' passe  par  le  point  A;  elle  rencontre  K'  en  3  autres 
points,  et  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  en  un  même 


(')  Ces  points  sont,  en  général,  distincts  des  points  de  rebroussement;  mais, 
dans  des  cas  particuliers,  un  certain  nombre  d'entre  eux  peuvent  venir  se  con- 
fondre avec  quelques-uns  de  ces  derniers. 
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point  B,  qui  est  également  situé  sur  la  courbe  du  quatrième 
ordre. 

14.  Menons,  dans  le  plan  de  K^,  une  droite  quelconque  A,  les 
tangentes  menées  à  la  courbe  aux  6  points  a,  où  elle  est  coupée 
par  A,  touchent  une  même  conique  K^  qui  est  la  polaire  de  A. 

Dans  ce  cas,  la  courbe  du  quatrième  ordre  d*  passant  par  les 
6  points  de  contact  a  qui  sont  en  ligne  droite,  il  est  clair  que 
cette  courbe  se  décompose  en  la  droite  A  et  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  S{?  passant  par  les  9  points  de  rebroussement.  Cette 
courbe,  d'ailleurs,  est  complètement  déterminée,  puisque  par  les 
points  de  rebroussement  d'une  courbe  de  troisième  classe  on  ne 
peut  faire  passer  qu'une  courbe  de  troisième  ordre,  et  elle  demeure 
toujours  la  même,  de  quelque  façon  que  l'on  choisisse  la  droite  A. 

Son  équation  est  facile  à  obtenir;  considérons,  par  exemple,  la 
conique  polaire  de  la  droite  de  l'inGni,  et  soit 

son  équation  mixte;  d'après  ce  que  je  viens  de  dire,  on  voit  que 
l'équation 

s'abaisse  au  troisième  degré;  c'est  précisément  l'équation  de  la 
courbe  ^'. 

15.  Si  la  droite  A  est  tangente  à  la  hessienne  de  K',  sa  conique 
polaire  se  compose  de  2  points;  ces  2  points,  d'après  ce  que  j'ai 
dit  ci-dessus  (n**  13),  se  trouvent  sur  5*,  qui,  dans  ce  cas,  se  com- 
pose de  la  tangente  à  la  hessienne  et  de  la  courbe  Jl'.  Comme  ils 
sont  en  dehors  de  la  droite,  ils  se  trouvent  nécessairement  surt'R'  ; 
on  retrouve  ainsi  cette  proposition  bien  connue  de  M.  Cajley  : 

Le  lieu  des  couples  de  points  qui  constituent  les  coniques 
polaires  des  tangentes  à  la  hessienne  d^une  courbe  de  troi- 
sième classe  est  la  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par  ses 
^points  de  rebroussement, 

16.  On  peut  encore  supposer  que  la  conique  K^  se  réduise  à 
un  point  double. 
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Soient  q  el  r^  les  coordonnées  de  ce  point;  son  équation  mixte 

sera 

—  (r  —  r,)ii-\-  À(x  —  0  =  o, 

OU,  en  posant,  pour  abréger,  y  —  t^  =  Y  et  jt  —  Ç  =  X, 

D'où,  pour  Téquation  de  la  conique  K*  (considérée  comme  point 
double), 

(Yï, -XY,  x»;;a,  jx)«  =  o. 

On  a  alors 

expression   dans  laquelle,  si  Ton   considère  X  et  Y  comme  les 

variables,  on  reconnaît  immédiatement  le  covariant  quadratique 

de  U. 

L'équation 

I=o 

représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  ^*  qui  passe  par  les 
9  points  de  rcbroussement  de  K'  et  qui  touche  cette  courbe  aux 
points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  donné;  on  voit,  de 
plus,  à  l'inspection  de  Téquation  précédente,  qu^elle  a  ce  point 
pour  point  double,  et  que  les  coefficients  angulaires  des  tangentes 
au  point  double  sont  les  racines  de  Téquation 

(ac  —  b^ )X* -h  {ad—  ôc )X,u h-  ( ,irf  —  c* ) «Jt*  =  o, 

obtenue  en  égalant  à  2^éro  le  covariant  quadratique  de  U. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Ïhéobemk.  —  Si,  par  un  point  donné  M,  on  mène  les  tan- 
gentes à  une  courbe  de  troisième  classe  K',  on  peut  tracer  une 
courbe  du  quatrième  degré  -"J*  qui  passe  par  les  g  points  de 
rebroussement  de  K',  touche  cette  courbe  aux  3  points  de  con- 
tact des  tangentes  et  a  le  point  M  pour  point  double. 

17.  On  sait  que  Ton  peut,  de  différentes  façons,  partager  les 

9  points  de  rebroussement  de  K'  en  3  groupes  de  3  points,  tij,  aj, 

et  «3,  6|,  62  et  63,  C|,  C2  et  ^3,  de  telle  sorte  que,  dans  chacun  de 

ces  groupes,  les  tangentes  a  la  courbe  concourent  en  un  même 


I 
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point.  Soient  A,  B,  Clés  points  de  rencontre  correspondant  aux 
groupes  précédents. 

Supposons  que  la  conique  K^  se  compose  du  point  A  pris  2  fois  ; 
a  des  points  de  rencontre  de  5*  avec  K'  viennent  se  confondre 
alors  au  point  eii,  et,  comme  2  de  ces  points  s'j  trouvaient  déjà 
confondus,  on  trouve  en  tout  4  points  d'intersection  réunis  au 
point  «f.  D'où  l'on  conclut  que  5*  a  ce  point  pour  point  double; 
comme  le  même  raisonnement  peut  être  fait  relativement  aux 
points  aa  et  a^,  et  comme  d'ailleurs  {voir  n®  16)  5*  présente  un 
point  double  en  A,  l'on  voit  que  cette  courbe  du  quatrième  ordre 
a  4  points  doubles;  elle  se  résout  donc  en  un  couple  de  coniques. 

On  déduit  de  là  les  propositions  suivantes  (*)  : 

Soient  a%y  a2  et  a^  3  points  de  rebroussement  d^une  courbe 
de  troisième  classe  K',  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  con- 
courent en  un  même  point  A;  si^  par  les  points  aj,  «a,  a^^  A  et 
par  un  cinquième  point  de  rebroussement  b\  on  mène  une 
conique,  cette  conique  JDÏ  rencontre  K*  en  2  autres  points  de 
rebroussement  de  la  courbe  b^  et  63,  et  les  tangentes  aux 
points  6|,  62  et  b^  concourent  en  un  même  point  B  qui  se  trouve 
également  sur  la  conique  IB. 

Les  3  autres  points  de  rebroussement  Cj,  C2,  C3  de  la  courbe 
sont  également  sur  une  conique  C,  qui  passe  par  les  points  a^, 
aj,  az,  A  et  par  le  point  C,  où  se  coupent  les  tangentes  de 
rebroussement  aux  points  c,  c^  et  C2. 

En  désignant  par  m,  n,  p^  q  i  points  situés  sur  une  conique, 
appelons  pour  un  instant  rapport  anharmonique  de  ces  points  le 
rapport  anharmonique  du  faisceau  suivant  lequel  ces  points  sont 
vus  d'un  point  quelconque  de  la  conique,  et  désignons-le  par  la 

notation 

R(m, /i;/>,  gr). 

Cela  posé,  en  désignant  par  p  et  p^  les  deux  racines  imaginaires  de 
l'unité,  on  a,   en  considérant  les  points  a^,  ^2,  ^3,  b\y  62,  63, 


(*)  Comme  le  développement  de  ces  questions  se  rattache  plutôt  à  la  Géométrie 
pure  qu'à  la  Géométrie  analytique,  j'ai,  pour  abréger,  supprimé  quelques  démon- 
strations que  le  lecteur  rétablira  facilement. 
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A,  Bf  situés  sur  la  conique  K,  les  relations  suivantes  : 

R(A,  as;  ai,at)=—py 
R(A,  B;  a,,a,)  =  p«, 

et  les  relations  analogues  que  Ton  obtient  en  permutant  entre  eux 
les  points  ai,  a^  et  a^. 

Pour  les  points  situés  sur  la  conique  C,  on  a  de  même  les  rela- 
tions 

R(A,  as;  a,,a,)=— p«, 

R(A,  G;  aiyat)  =  p. 

J'ajouterai  encore  la  remarque  suivante  : 

Si,  par  les  points  Â,  B,  C  et  deux  points  de  rebroussement  d'un 
même  groupe,  tels  que  a^  et  ^2,  on  fait  passer  une  conique,  le 
pôle  de  la  droite  aia2  relativement  à  cette  conique  est  le  troisième 
point  de  rebroussement  du  groupe,  c'est-à-dire  aj. 

Le  développement  des  relations  qui  ont  lieu  entre  les  points  de 
rebroussement  d'une  courbe  de  troisième  classe  donnerait  lieu  à 
quelques  remarques  intéressantes;  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de 
les  exposer.  M.  Hesse  a  déjà  donné  d'élégantes  propositions  sur 
ce  sujet  dans  le  Journal  de  C  relie  (t.  36). 

18.  Parmi  le  grand  nombre  de  propositions  particulières  que 
l'on  peut  déduire  de  la  proposition  du  n°  H,  je  me  contenterai  de 
donner  la  suivante  : 

Considérons  un  point  de  rebroussement  r  de  la  courbe  K'  et 
une  courbe  du  quatrième  ordre  composée  de  la  tangente  de 
rebroussement  en  ce  point  et  d'une  courbe  du  troisième  ordre 
passant  par  les  8  autres  points  de  rebroussement  H.  La  tan- 
gente en  r  rencontre  la  courbe  en  Z points  a  distincts  du  point  r, 
et  les  tangentes  en  ces  points  concourent  en  un  même  point  p 
situé  sur  la  courbe  du  troisième  ordre  ê{}  qui  passe  par  les 
9  points  de  rebroussement. 

En  appliquant  la  proposition  déjà  citée,  on  aura  le  théorème 
suivant  : 

Si,  par  les  8  points  r',  on  mène  une  courbe  quelconque  du 
troisième  ordre^  cette  courbe  coupe  K'  en  2  points  distincts 
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des  points  H  ;  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  ¥J  se  coupent 
sur  la  tangente  de  rebroussement  au  point  r.  La  courbe  du 
troisième  ordre  passe  en  outre  par  ce  point  de  rencontre  et  par 
le  point  p,  qui  est  ainsi  le  neuvième  point  fixe,  commun  à 
toutes  les  courbes  du  troisième  ordre  qui  passent  par  les 
8  points  r'. 

19.    Considérons  maintenant  deux  courbes  de  troisième  classe  K' 

cl  K",  et  soient 

U  =  (a,  b,  c,  dW  fx)»=  o 

et 

leurs  équations  mixtes. 

Ces  deux  courbes  ont  9  tangentes  communes,  et  l'équation  mixte 
générale  des  courbes  de  troisième  classe,  qui  touchent  ces  9  droites, 

est 

U-f-pU'=o, 

p  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

20.  Pour  éviter  d'inutiles  répétitions,  je  transcrirai  d'abord  le 
Tableau  suivant  des  divers  invariants  des  formes  U  et  U'  : 

H  =  if  (a«rf-l-  26»—  Zabc  )  —  3c'(6ïc  -h  abd—iac^) 
-^  3b'(2b^d  —  bc^—  acd)  --  a'iàbcd  —  ad*—  ic^ ), 

W=d(a'^d''^ib'^—3a'b'c')  —  3c(b'*c'-+-a'b'd'—ia'c'*) 
'^3b(2b'*d'—b'c'^—a'c'd)  —  a{3b'c'd'—a'd'^—:tc'i), 

I    =  a(ac  —  6«)  (6'cr-  c'»)  -h  2(  W—  c*)  {a'c'—  b'*) 

—  (ad  —  bc)  (ad'—  b'c'), 

J   =CKi'— 36c'-h3c6'— rfa', 

R  =(aif)»— 9(aûr)«(6c')-+-'27(ca')î(céf)  +  u7(û?^>')Ha^') 

—  %\{ab'){bc') (cd')  —  '^-{ad) (ab') (cd)  (> ). 

21.  Les  plus  importants  de  ces  invariants  sont  d'abord  les  deux 


(*)  Je  désigne  ici»  suivant  l'usage,  par  les  symboles  (ad')j  {ab'),    ...,   les 
binômes  alternés 

ad'  —  da\        ab'  —  ba\        .... 
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discriminants  D  el  D';  en  les  égalant  à  zéro,  on  a  les  équations 
cartésiennes  des  deux  courbes  K'  et  K''  ;  Téquation  d^une  courbe 
quelconque  du  troisième  ordre  K!,  tangente  aux  9  tangentes  com- 
munes aux  2  premières,  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  discrimi- 

nanl  de 

U-i-pU'; 

elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(-2)  D-i-2pH-Hp*(J'— CI)-4-2p»H'^-p*D'=o- 

22.  Le  Tableau  précédent  renferme  deux  combinants  R  et  J. 
R  est  le  résultant  des  deux  formes  U  et  U';  l'équation 

R  =  o 

représente  évidemment  l'ensemble  des  9  tangentes  communes  aux 
deux  courbes,  droites  qui  touchent  aussi  toutes  les  autres  courbes 
du  faisceau. 

Pour  un  point  de  rebroussement  de  K',  l'équation 

U  =  o 

ayant  trois  racines  égales,  on  peut  supposer 

a  =  6  =  c  =  o; 

dans  ces  hypothèses,  R  devient 

et  J  devient 

pour  tout  point  de  rebroussement  de  K',  on  a  donc 
(3)  R-J3  =  o; 

si  maintenant  on  remarque  que,  R  et  J,  étant  des  combinants,  ne 
changent  pas  de  valeur  quand  on  y  remplace  U  par  U  +  pU',  on 
en  conclut  que  l'équation  précédente  représente  le  lieu  des  points 
de  rebroussement  de  toutes  les  courbes  du  faisceau. 
Ceci  suppose  que  l'on  n'ait  pas  identiquement 

R  — J5=o. 
Je  reviendrai  plus  loin  sur  ce  sujet. 
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23.  Considérons  une  courbe  de  troisième  classe  K'  et  ses 
9  tangentes  de  rebroussement;  on  peut  inscrire,  dans  le  polygone 
formé  par  ces  9  droites,  une  infinité  de  courbes  de  troisième  classe 
qui,  toutes,  auront  les  9  premières  tangentes  pour  tangentes  de 
rebroussement.  Le  lieu  des  points  de  rebroussement  se  confond 
alors  avec  les  tangentes  elles-mêmes,  et  l'on  a 

J  =  o. 
D^oii  cette  conséquence  remarquable  : 

Si  deux  courbes  de  troisième  classe  ont  les  mêmes  tangentes 
de  rebroussement,  l'invariant  J  relatif  à  ces  deux  courbes  est 
identiquement  nul. 

Réciproquement,  si  cet  invariant  est  identiquement  nul,  les 
deux  courbes  ont  mêmes  tangentes  de  rebroussement. 

24.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante  pour 
les  courbes  du  troisième  ordre  : 

Si,  par  les  9  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  ordre,   * 
on  fait  passer  un  faisceau  de  courbes,  ce  faisceau  détermine  sur 
une  sécante  fixe  quelconque  une  division  en  involution. 

Chaque  groupe  de  3  points  de  cette  involution  peut  élre  consi- 
déré comme  déterminé  par  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 

ax^-^-  36ar«-l-3car-i-e/-+-|»(a'ar«-4-36'a:«-+-3c'a7H-rf')  =  o; 

cela  posé,  l'invariant 

ad'^Zbc'-^Zcb'^da' 

est  toujours  nul,  quelle  que  soit  la  position  de  la  sécante, 

25.  Si  Ton  égale  à  zéro  l'invariant  H,  l'équation 

IÏ=o 

représente  une  courbe  du  sixième  ordre,  5C*. 

Pour  trouver  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  K', 

faisons 

a  =  o        et        6  =  0. 
11  se  réduit  alors  à 
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Celte  quantité  s'annule  pour 

c»=o; 

donc  la  courbe  JC^  passe  par  les  points  de  rebroussement  de  K'  et 
elle  la  touche  en  ces  points,  puisque  chaque  point  d'intersectioD 
doit  compter  pour  3. 

Cette  quantité  s'annule  encore  pour 

a'=  o; 

donc  .1C^'  passe  par  les  9  points  de  contact  des  tangentes  communes 
à  K»  et  à  K'». 

Les  courbes  JC^  et  K^  n*ont  d'ailleurs,  évidemment,  aucun  autre 
point  commun. 

Laissons  la  courbe  K''  fixe,  et  remplaçons  la  courbe  K'  par  la 
courbe  variable  K»,  dont  l'équation  cartésienne  est 


(2) 


D-f-23H-f-p«(J«— GI)-i-2p»ir-f-p^D'  =  o; 


la  courbe   que  je  viens   de   considérer  est   remplacée    par    une 
courbe  3Cp,  dont  l'équation  est 


(3) 


H-f-p(J»— 6I)-H3p«IÏ'-4-2p»D'=o; 


les  courbes  Kp  et  3CÎ  se  rencontrent  : 

1°  Aux  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  KJ^  et  à  K.»  ; 

2°  Aux  points  de  rebroussement  de  Kp,  chacun  de  ces  derniers 
comptant  trois  fois. 

Si  Ton  élimine  la  variable  p  entre  les  équations  précédentes, 
Téquation  obtenue  en  égalant  le  résultant  à  zéro  représente  donc  : 

i**  Les  9  tangentes  communes  aux  courbes  Kî  ; 

2**  Le  lieu  de  leurs  points  de  rebroussement  de  ces  courbes,  ce 
dernier  lieu  étant  pris  3  fois. 

Remarquons  maintenant  que,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (3)  (Haut  la  dérivée  par  rapport  à  p  du  premier  membre  de 
Féquation  (2),  le  résultant  de  ces  deux  équations  est  le  discrimi- 
nant de  (2). 

Ce  discriminant  ne  peut  donc  différer  que  par  un  facteur  con- 
stant du  produit 

R(U  — G')», 


•  • 
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paîsque,  comme  nous  l'avons  vu, 

R  — G5=o 

eslVéquation  du  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  K  . 
Ces  résultats  sont  d'ailleurs  d'accord  avec  Ja  théorie  bien  connue 
des  formes  cubiques  simultanées. 

S6.   Les  considérations  précédentes  s'étendent  sans  difficulté  à 
des  courbes  d'une  classe  quelconque. 

Soient  un  faisceau  de  courbes  de  /i*^"*  classe  tangentes  à  n^  droite  s 

fixes,  et 

U  =  (a,  6,  c,   . . . ,  A,  A-,  /  ÎX,  fx)«=  o, 

U'=  {a\  b',  c\  .,.,  A',  A-',  r\\,  ii)n  =  o 

les  équations  mixtes  de  deux  courbes  de  ce  faisceau,  K"  et  K'^'. 
Soit,  en  outre,  D  le  discriminant  de  la  forme  U. 
Posons 

ti  =  a  -j h  o  -pr  H-. .  .-T-  A  -jf — h  *  —77  • 

aa  do  dk  dl 

H  est  un  invariant  des  formes  U  et  U',  dont  le  poids  est  égal  à 
n{n  —  i),  et  par  conséquent  l'équation 

H=o 

représente  une  courbe  30"^""*^  de  degré  n{n  —  i). 

Pour  trouver  ses  points  de  rencontre  avec  K",  il  faut  faire,  dans 

Tin  variant  H, 

a  =  o        et        6  =  0. 

D'après  un  beau  théorème  de  Joachimsthal  (*),  D  est  de  la 
forme 

A  désignant  le  discriminant  de  la  forme 

En  tenant  compte  de  cette  expression,  on  voit  que,  dans  les  hypo- 


(»)  Salmon,  Alg,  sup.,  p.  80. 


208  GÉOMÉTRIE. 

thèses  données,  la  valeur  de  H  se  réduit  à 

fo  désignant  la  valeur  de  o  quand  on  y  fait 

a  =  o        et        6  =  0. 
Or  l'on  a  en  général 

ç>  =  —  4cA-h^  /<f  ^--h...  j  A; 

on  a  donc 

Qo  =  — 4cAo, 

Aq   désignant   la   valeur   de   A  dans  les   mêmes  hjpothèses  que 
ci-dessus. 

D'après  le  théorème  déjà  mentionné  de  Joachimsthal,  on  a 

V  désignant  le  discriminant  de  la  forme 

On  en  déduit 

A,=  c»V; 

d'où  l'on  voit  que  la  valeur  de  H  se  réduit  à 

27.  Celte  valeur  s'annule  : 
1"  Quand  l'on  a 


«'  =  o. 


Donc  la  courbe  ^C'^""*^  passe  par  les  n^  points,  où  les  tangentes 
communes  aux  courbes  du  réseau  touchent  K". 
2**  Quand  on  a 

C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  points  doubles  de  K";  car,  en  ces 

points,  l'équation 

U  =  o, 

outre  la  racine  double  égale  à  zéro,  a  une  autre  racine  double  que 
l'on  peut  supposer  infinie;  mais  on  a  alors 

/  =  o        et        A:  =  o, 


•  • 
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et  par  conséquent 

V  =  o, 

puisque,  dans  ce  cas,  réquation 

a  aussi  une  racine  double. 
3**   Quand  on  a 


c*=  o. 


Donc  la  courbe  considérée  passe  par  les  points  de  rebroussement 
de  K",  et,  comme  ces  points  comptent  trois  fois,  la  courbe  lui  est 
tangente  en  chacun  d'eux. 

Nous  avons  ainsi  tous  les  points  dMntersection  des  courbes  K'' 
cl  je'*^'»"'*^  Chacun  des  points  doubles  de  K"  doit,  en  effet,  être 
compté  au  moins  deux  fois.  Or  le  nombre  total  des  points  d^inter- 
section  est  [n(n  —  i)]^,  ou  m^,  si  l'on  pose 

n(n  —  i)  =  m. 

D'après  une  formule  de  Pliicker,  on  a 

en  désignant  respectivement  par  d  et  par  r  le  nombre  des  points 
doubles  et  des  points  de  rebroussement  de  K". 
On  en  déduit 

ni^  =  m  -\-  n  -h  2'd  -h  3  r  =  n^  -\-  1  d  -h  à  r. 

Les  m^  points  d'intersection  se  composent  donc  : 

1®  Des  n^  points  de  contact  des    tangentes  communes  à  K" 

et  K'«  ; 

2®  Des  d  points  doubles  (chacun   d'eux  étant   compté   deux 

fois); 

3**  Des  r  points  de  rebroussement  (chacun  d'eux  étant  compté 

trois  fois). 

28.  Quelques  remarques  sur  les  résultats  précédents  ne  seront 
pas  inutiles. 

On  sait  que  les  points  d'intersection  des  deux  courbes  de  degré 
/i(n  —  i),  K**  et  3C''^'*~*^  ne  sont  pas  indépendants  entre  eux;  en 
L.  -  II.  i4 


#  ê 
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conservant  les  mêmes  nolations  que  ci-dessus  (*), 

{m  —  lUm  —  1) 


I  ,'1 


^d—r 


de  CCS  points  sont  déterminés  par  les  autres. 

De  même  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  de  classe  n, 
K"  et  K'",  ne  sont  pas  non  plus  indépendantes  entre  elles; 


in  —  \)(n  —  11) 


1  .'1 


d'entre  elles  sont  déterminées  par  les  autres. 

Les  deux  nombres  précédents  sont  égaux,  car  ils  indiquent  tous 
deux  le  genre  de  la  courbe  K''.  On  déduit  de  là  la  proposition 
suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  n  classe  K",  si  Von  mène  une 
courbe  quelconque  de  degré  n(n  —  i),  qui  passe  par  les  points 
doubles  de  K"  et  la  touche  en  chacun  de  ses  points  de  rebrous- 
sèment,  cette  courbe  rencontre  K"  en  n'^  points  distincts  de  ses 
points  singuliers;  les  tangentes  menées  à  K",  en  ces  n*  points,  * 
sont  tangentes  à  une  autre  courbe  de  même  classe, 

29.  Considérons  maintenant  le  faisceau  de  courbes  considéré 

plus  haut  (n^  26).  Soit  Kp  Tune  quelconque  des  courbes  de  ce 

faisceau,  et 

L-hpU'=o 

son  équation  mixte.  En  désignant  par  F(p)  le  discriminant  de 
celle  équation  (discriminant  pris  par  rapport  à  X  et  jx), 

F(p)  =  o 

est  Téquation  cartésienne  de  K». 

La  courbe  50"^""*^  relative  à  Kp  a  pour  équation 

€/F 


(')  Clebscu  et  GoRDAN,  77*.  von  der  AbeUchen  Functionen,  p.  35, 
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Soit  "W   le  discriminant  de  F(p)  (discriminant  pris  par  rapport 

W  =  o 

est  le  résultat  de  l'élimination  de  p  entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes. Nous  obtenons  ainsi  Tenveloppe  des  courbes  du  fai- 
sceau; d'autre  part,  en  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  dans  le  n®  27 
sur  l'intersection  des  courbes  JC"^'*"*^  et  K",  on  voit  que  cette 
enveloppe  se  compose  : 

1®  Des  /i*  tangentes  communes; 

2®  Du  lieu  des  points  doubles  des  courbes  du  faisceau,  ce  lieu 
étant  compté  deux  fois; 

3®  Du  lieu  des  points  de  rebroussement  de  ces  courbes,  ce  lieu 
étant  compté  trois  fois. 

Si  donc  on  désigne  respectivement  par 

les  équations  du  système  des  tangentes  communes,  du  lieu  des 
points  doubles  et  du  lieu  des  points  de  rebroussement,  on  a 

Du  poids  connu  des  invariants  ID  et  là,  on  conclut  que  le  lieu  des 
points  doubles  des  courbes  du  faisceau  est  du  degré 

2/i(/i —  i){n  —  3) 
et  le  lieu  des  points  de  rebroussement  du  degré  in(n  —  2). 

30.  Je  reviens  maintenant  au  cas  spécial  d'un  faisceau  de 
courbes  de  troisième  classe.  L'équation  générale  d'une  courbe  de 
ce  faisceau  est 

(1)  D-+-2pH-+-p«(J«— 6I)4-2p3ir4-p*D'=o; 

et  l'on  voit  que  par  chaque  point  du  plan  passent  quatre  courbes 
du  faisceau. 

Il'est  facile  de  trouver  les  coefficients  angulaires  des  tangentes 


(*)  On  déduit  de  là  une  proposilion  iniportaDte  sur  les  formes  binaires  donnée 
par  M.  Salmon,  d'après  M.  Cayley,  mais  sans  démonstration  {High  Algebra, 
p.  i49  do  l'édition  anglaise). 
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à  CCS  courbes  au  point  donne.  En  efiet,  en  désignant  pour  un 

instant  par 

/(X,  jx)  =  o        cl        9(X,  fi)  =  o 


les  équations  mixtes  des  courbes  K'  et  K'',  Téquation 

où  X  et  V  ont  ëtc  remplacées  par  les  valeurs  des  coordonnées  du 
point,  détermine  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  courbe 
({iielconquc  du  faisceau.  L'ensemble  de  ces  tangentes  forme  un 
faisceau  d*involution,  et  les  droites  doubles  de  celte  învolution 
sont  précisément  les  droites  cherchées;  on  les  obtient,  comme  Ton 
sait,  en  égalant  à  zéro  le  Jacobien  des  deux  formes  f  et  cp,  et 
Téquation  qui  donne  des  coeffîcients  angulaires  des  tangentes  est 

r/f    df 

d\     d\x 

dQ     d^ 
dK     d\i 


=  o. 


Si  Ton  met  en  évidence  les  coefficients  de  U  et  de  U',  cette 
équation  devient 

r  =  (Grt//-^a'),  3(ac'-ca'), 

ad'—da'-^ibc'—Zch',  3{bd'-db'),  6(c^/'— rfc')ÏX,  fi)*=  o; 

et  si  Ton  désigne  par  S  et  T  Tinvariant  quadratique  et  rinvarîant 
cubique  de  la  forme  V,  on  a 

J  et  II  ayant  la  même  signification  que  dans  les  numéros  précé- 
dente. 

31.  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  passent,  comme  nous 
l'a\ons  vu,  quatre  courbes  du  faisceau.  Voyons  comment  on  peut 
déterminer  le  rapport  anharmonique  des  tangentes  à  ces  courbes 
en  ce  point.  Soit  A'  ce  rapport  anharmonique,  si  nous  posons 


z  sera  racine  de  l'équation 

S^[(z  -h  2)(a;;  -  5)»]  -  4.-^v  T«(;: 


-i)»=o; 
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S  et  T  désignant,  comme  précédemment,  Tinvariaut  quadratique 
et  Finvarianl  cubique  de  T. 

Si  Ton  remplace  S  et  T  par  les  expressions  données  ci-dessus, 
on  obtient  Téquation 

(3)  J«[(^-+-2)(2Z  — 5)»]  — 4(J»— 2R)«(-5  — I)»=0. 

32.  Si  nous  supposons  que  la  valeur  du  rapport  anharmonique  k 
soit  donnée,  l'équation  précédente  estTéquation  du  lieu  des  points 
tels  que  les  quatre  courbes  du  faisceau,  qui  se  croisent  en  ce 
point,  aient  un  rapport  anharmonique  donné. 

On  voit  que  ce  lieu  se  compose  de  deux  courbes  du  neuvième 
degré 

et 

J»(2^  — 5)/^4-2  — 2V^(^— I)»(J»— 2R)  =  0. 

Réciproquement,  toute  courbe  dont  l'équation  est  de  la  forme 

aR^pJ»=o, 

a  et  /3  désignant  des  constantes,  représente  une  courbe  telle  que 
les  quatre  courbes  du  faisceau,  qui  se  croisent  en  chacun  de  ses 
points,  ont  un  rapport  anharmonique  constant. 

Les  cas  particuliers  les  plus  remarquables  sont  les  suivants  : 

I**  Si  le  rapport  est  harmonique;  on  a  alors 

54-2  =  0, 

et  le  lieu  se  réduit  à  la  courbe  du  neuvième  degré,  dont  Téquation 

est 

J3— 2R  =  o; 

2^  Si  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  une  racine  imaginaire 
de  l'unité  négative  ;  on  a  alors 

z  — 1  =  0, 

et  le  lieu  se  réduit  à  la  courbe  du  troisième  degré,  dont  Téquation 

est 

J  =0. 

33.  Les  résultats  précédents  supposent  que  J  n'est  pas  iden- 
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liquement  nul.  Nous  avons  vu  que  ce  cas  se  présentait  lorsque  les 
courbes  du  faisceau  avaient  mêmes  tangentes  de  rebrou sseme ni. 
L'équation  ^3)  donne  alors 

-5=1. 

D'où  cette  conséquence  : 

5i  Ion  considère  les  courbes  de  troisième  classe  qui  ont  les 
mêmes  tangentes  de  rehroussementy  par  tout  point  du  plan 
passent  quatre  de  ces  courbes,  le  rapport  anharmonique  de  ces 
quatre  courbes  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du 
point,  et  égal  ù  une  racine  imaginaire  de  l'unité  négative. 

3i.  J'ai    montré   (2!2)   que  l'équation    du   lieu   des    points   de 

robroussement  des  courbes  de  troisième  classe,  qui  forment  on 

faisceau,  était 

R  — Jî  =  o. 

Cleci  suppose  toutefois  que  cette  équation  n'a  pas  lieu  identique- 
ment. Ce  cas  peut  elVectivemenl  se  présenter. 
Soit 

L'  =  ^<i.  b.  c\  </iX,  u  »*  =  o 

l'équation  mixte  d'une  courbe  de  troisième  classe  K^;  soient  Ç,  r^ 
les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan,  dont  l'équation  mixte  sera 

\ —  Y.  \    À.  ;JL  t'  =  o. 

si  l'on  pose  pour  abréger 

Y  =  y  —  T,         ei         \  =  X  —  ;. 

Considérons  le  faisceau  de  courbes  de  troisième  classe,  dont 
l'équation  est 

cl.  (k  t\  d\\.  :l^^—  =i—  Y>,  XY»,  —  X«Y.  X»î/.,  51)»  =  o, 

3  désii:nant  un  paramétre  arbitraire. 
Pour  abrés:er,  je  poserai 

lï.  b,  t'.  l/    A.  'X    *  =  f\  X.  'J.  '. 

•  •      •  • 
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hÇk^  [jl)  et  gÇk,  [jl)  sont,  comme  on  le  voit,  le  covariant  quadra- 
tique et  le  covariant  cubique  de  fÇk,  [»■)*,  (je  n'ai  écrit  que  le  pre- 
mier terme  de  leur  développement). 

Cela  posé,  on  voit  immédiatement  que  l'équation 

/(X,Y)  =  o 

représente  Tensemble  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  du 
point  (i,  "J^)  à  la  courbe;  que  R  et  J  sont  respectivement  égaux  à 
/»(X,  Y)  et  /(X,  Y);  la  relation 

est  donc  satisfaite  identiquement. 

Résultat  facile  à  prévoir,  car  Téquation  (2)  devient  dans  ce  cas 

(4)  D  +  2p^(X,Y)  +  p«[/(X,Y)p=o. 

Le  discriminant  de  cette  équation  (considérée  comme  étant  du 
quatrième  degré)  est  évidemment  nul,  puisqu'elle  a  deux  racines 
égales  à  l'infini;  d'autre  part,  on  sait  que  ce  discriminant  est  égal, 
à  un  facteur  numérique  près,  à 

R(R  — js)»; 

on  devait  donc  trouver  R  —  J'=  o. 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  discriminant  de  l'équation  (4)  (considérée 
comme  une  équation  du  second  degré),  on  obtiendra  l'équation  de 
Tenveloppe  des  courbes  du  faisceau.  Cette  enveloppe  ne  com- 
prendra pas  les  tangentes  communes  servant  de  base  au  faisceau, 
parce  que  les  courbes  les  touchent  en  des  points  fixes;  elle  se 
réduira  donc  au  lieu  des  points  de  rebroussement  qui  devra  être 
compté  trois  fois. 

Donc  le  discriminant  de  l'équation  (4)  est  un  cube  parfait;  et, 
en  effet,  il  a  pour  valeur 

^HX,Y)-D/«(X,Y), 

quantité  qui,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  M.  Caylej,  est 

égale  à 

-4/''(X,  Y). 

Le  lieu  des  points  de  rebroussement  est  donc  la  courbe  du  sixième 


3lG 


9  m 
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degré,  dont  l'équation  est 


/i(X,Y)  =  o. 


SECTION  III. 

PROPRIÉTÉS  DES  COIRBES  DE  QUATRIÈME  CLASSE. 

33.  Soit  une  courbe  de  quatrième  classe  FL*  et 

l-  =  ûi,  A,  r.  <-/,  c'a,  ,a)^—  o 

son  équation  mixte.  La  forme  U  a  deux  invariants  fondamentaux  S 
et  T,  dont  je  transcris  ci-dessous  les  valeurs, 

S  =  «r—  îA//-:-  Jr«, 

T  =  itce  -r-  'xhvtl —  ad^ —  eb^ —  c'. 

Ces  invariants  étant  respcclivement  d'un  poids  égal  à  4  et  d'un 
poids  é^al  à  (>,  les  équations 


S-ro 


cl 


T  =  o 


n*présenlonl  respect ivouienl  dos  courbes  du  quatrième  et  du 
sixicme  ordre.  Clos  courbe>,  que  j'appellerai  S*  et  t®,  jouissent  des 
propriétés  roman|ual)les  déjà  sij;iialées  par  iJ.  Clebsch  (*). 

Pt>ur  trouver  les  points  de  rencontre  de  -S*  et  de  K*,   faisons, 
dans  S,  //  et  b  égaux  à  zéro,  S  île  vient  alors  égal  à 


3(5: 


ootto  quantité   s'annule  pour  ('  =  0,  et  ne  s'annule  que  dans  ce 
cas.  Donc  la  courbe  s*  pa<so  par  les  24  points  de  rebroussement 
de  la  courbe  K*  et  no  coupe  la  courbe  qu'en  ces  points. 
IXins  lo>  mémos  livpolhéses,  T  se  réduit  à 


c*i 


d'où  cotlo  conséquence  : 

La  courbe  C'  loucbo  K*  on  oliacun  de  ses  24  points  de  rebrous- 
sement et  n'a  d'ailiours  aucun  point  commun  avec  elle. 

Ainsi  les  points  do  robroussomonl  de  K*  sont  les  points  d'inter- 
section vios  doux  courbes  5'  et  C*. 


\')  i'fUr  svmMis\\hc  IXz's:^:::.':^  iz.'^^traùchi'r  Formen  {Crelie.  t.  59). 
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36.  Par  chaque  point  M  du  plan,  on  peut  mener  quatre  tan- 
gentes à  K.*.  Cherchons  le  rapport  anharmonlqne  de  ces  tangentes. 
Soil  A:  ce  rapport  anharmontquc.  Si  nous  posons 

nons  voyons,  comme  au  n°  31,  que  z  est  racine  de  l'équation 

S  et  T  ayant  la  même  signification  qu'au  paragraphe  précédent. 
Li^équation 

OÙ  a  et  p  désignent  des  constantes  arbitraires,  représente  donc  le 
lieu  d'un  point  tel  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  K* 
forment  un  faisceau  ayant  un  rapport  anharmonique  donné. 
Les  cas  particuliers  les  plus  remarquables  sont  les  suivants  : 
1  ®  Quand  A*  =  o,  d'où  ^  =  oo  ;  on  obtient  alors 

S3_27T»=o; 

c'est,  en  coordonnées  cartésiennes,  Téquation  de  la  courbe  K^  ; 

2®  Quand  A"  =  —  i,  d'où  ^  =  2  ;  le  rapport  est  alors  anharmo- 
nique, et  l'équation  se  réduit  à 

la  courbe  G"  est  donc  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
menées  à  la  courbe  forment  un  faisceau  harmonique; 

3®  Quand  A"  =  p,  p  étant  une  racine  cubique  de  l'unité  néga- 
tive; on  a  alors  z  —  1  =  0,  et  l'équation  se  réduit  à 

S  =  o; 

la  courbe  S*  est  donc  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  anhar- 
monique des  tangentes  menées  à  la  courbe  est  égal  à  une  racine 
cubique  de  l'unité  négative. 

37.  Pour  étudier  les  points  doubles  de  la  courbe  K^,  considé- 
rons en  même  temps  une  autre  courbe  de  quatrième  classe  K'^, 
dont  l'équation  mixte  soit 


•ii8 
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Cl  posons 

I 
J 


rt^'_  i^bd:-\-  r»rc'—  4rf^'-+-  ea\ 

:  c'iac  —  />«)  —  -xffiad—  &c)  -+-  c'(atf  -4-  a6i/ —  3c« ) 
—  xh'ihc  —  cd)  ■+■  a' {ce  —  rf* ). 


I  et  J  sont  deux  invariants  des  formes  U  et  U'. 

Si  nous  égalons  à  zéro  le  nouvel   invariant   Û  =  2SJ — 3T1, 
comme  ret  invariant  est  d'un  poids  égal  à  lo,  l'équation 


(I) 


•jiri 


SJ  — 3TI  =  o 


représenlora  une  courbe  du  dixième  degré  al»'®. 

Pour  avoir  les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  K*, 
faisons 

a  =  o        ei        h  =  o. 

U  devient  alors 


fM'îi—3r2r'-i- 26' cr/ -*-«><?  — a'^) -h  3c»(6cc'—4</*'-+- <?«'). 


ou,  en  rôiluisant. 


Zc^a'ilce  —  ac/*). 


Cette  quantité  s*annule  : 
1^  ipKUul 


«  =  o: 


donc  ri**'  passe  par  les  i(>  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes au\  courbes  K*  et  R''; 

-.V'  quand  Ton  a 

<**=  o; 

donc   l"^  passe  par  les  -aS  points  de  rebroussement  de  K*,  chacun 
do  00s  points  comptant  pour  doux,  comme  on  le  savait  a  priori; 
y^  quand  l'on  a 

3iv  —  Jt/*  —  o, 

00  qui  a  lion  aux  points  doubles  de  R*  :  en  eHet,  pour  ces  points, 
IVquation 

r  =  o, 

outrt''  la  raoino  double  ô^alo  à  roro.  a  une  autre  racine  double  que 
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Von  peut  supposer  infinie,  ce  qui  revient  à  poser 

e  =  o,        rf  =  o, 

auquel  cas  l'expression  précédente  s'annule. 

Chacun    de  ces  28  points  doubles  doit  d'ailleurs  évidemment 
èlre  compté  deux  fois. 

On  a  aussi  tous  les  points  d'intersection  de  K*  el  de  Jl>*®,  car 
ces  points  sont  au  nombre  de  120,  et  Ton  a  bien 

120  =  16  H-  7.. 2^  ■+■  2.àS. 
D^où  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Étant  données  une  courbe  de  quatrième 
classe  K*  et  une  autre  courbe  arbitraire  de  même  classe  K'*, 
les  16  points  oà  les  tangentes  communes  à  ces  courbes  tou- 
chent K*  et  les  52  points  singuliers  de  K*  sont  situés  sur  une 
même  courbe  du  dixième  degré  X^^, 

38.  Les  120  points  d'intersection  des  courbes  X*®  et  K*  ne 
sont  pas  indépendants  entre  eux;  comme  on  le  sait, 

-^-52(1) 

sont  déterminés  par  les  autres. 

Des  16  points  d'intersection  distincts  des  points  singuliers 
de  K*,  i3  suffisent  donc  pour  déterminer  les  autres;  remarquons 
maintenant  que  les  i3  tangentes  en  ces  points  suffisent  pourdéter- 
miner  aussi  16  tangentes  communes  à  K^  et  à  un  faisceau  de 
courbes  de  quatrième  classe. 

De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Sif  par  les  62  points  singuliers  d'une  courbe  de  quatrième 
classe  K*,  on  fait  passer  une  courbe  quelconque  du  dixième 
ordre,  cette  courbe  rencontre  K'  en  16  points  distincts  des 
points  singuliers;  les  tangentes  menées  en  ces  16  points  à  K* 
touchent  une  autre  courbe  de  quatrième  classe. 

O  Cf.  Clebsch  et  Gordan,  loc.  cil. 
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39.  La  courbe  de  quatrième  classe  K'^  peut  se  décomposer  en 
une  courbe  de  classe  inférieure  et  en  un  point  ou  en  un  système 
de  points.  On  démontrerait,  comme  au  n^  13,  que  la  courbe  «^*® 
passe  par  ces  points. 

En  particulier,  si  K'^  se  résout  en  un  système  de  4  points,  on  a 
la  proposition  suivante  : 

Si,  par  4  points  (a),  on  mène  des  tangentes  à  une  courbe  de 
quatrième  classe  K*,  les  i6  points  de  contact  des  tangentes  et 
les  02  points  singuliers  de  la  courbe  sont  situés  sur  une  même 
courbe  du  dixième  ordre  X'",  qui  passe  par  les  ^points  (a). 

40.  Lorsqu'on  coupe  une  courbe  de  quatrième  classe  K^  par 
une  droite  A,  les  tangentes,  aux  12  points  de  rencontre  de  A 
avec  K^,  touchent  une  même  courbe  de  troisième  classe  K',  qui 
est  la  polaire  de  A. 

Adjoignons  à  cette  dernière  courbe  un  point  arbitraire  M;  l'en- 
semble de  K'  et  M  constitue  une  courbe  de  quatrième  classe. 

La  courbe  X^^  correspondante  passe  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  communes  à  K'  et  à  K*,  c'est-à-dire  parles  12  points 
de  rencontre  de  A  avec  K*  ;  elle  contient  donc  celte  droite  tout 
entière,  et  se  résout  en  la  droite  A  et  une  courbe  du  neuvième 
ordre  ill)®.  Cette  courbe  passe  d'ailleurs  parles  52  points  singuliers 
de  K*,  les  4  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  M  à  K*  et 
en  outre  par  le  point  M  (C/.  n®  39). 

On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  L  —  Si  d\in  point  M  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  quatrième  classe  K*,  on  mène  des  tangentes  à  la 
courbe,  les  4  points  de  contact  et  les  52  points  singuliers  de  K* 
sont  situés  sur  une  même  courbe  du  neuvième  ordre,  qui  passe 
en  outre  par  le  point  M. 

Théorème  II.  —  Si,  par  les  52  points  singuliers  d^une  courbe 
de  quatrième  classe  K*,  on  mène  une  courbe  quelconque  du 
neuvième  ordre,  cette  courbe  rencontre  K*  en  4  points  distincts 
des  points  singuliers,  les  tangentes  en  ces  points  à  la  courbe  K* 
se  coupent  en  un  même  point  M,  qui  se  trouve  sur  la  courbe 
du  neuvième  ordre. 
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M.  On  peut  choisir  la  droite  A  de  telle  façon  que  sa  polaire  se 
compose  en  une  conique  et  un  point  tu;  nous  prenons,  du  reste, 
point  M  arbitrairement  dans  le  plan.  La  courbe  X*®  se  compose 
^ors  de  la  droite  A  et  de  la  courbe  \)î>®  correspondante  au  point  M  ; 
^  après  ce  que  nous  avons  vu,  le  point  m  doit  se  trouver  sur  al>*®, 
^^1  comme  il  est  en  dehors  de  la  droite  A,  il  est  nécessairement 
Mtué  sur  ift)». 

On  trouve  dans  le  plan  21  points  tu,  qui  sont  évidemment  carac- 
térisés par  la  propriété  que  les  tangentes  que  l'on  peut  mener  de 
chacun  d'eux  à  K*  ont  leurs  4  points  de  contact  en  ligne  droite; 
ws  21  points  se  trouvent  donc  sur  la  courbe  ail)',  quelle  que  soit 
la  position  du  point  M. 

D^où  la  proposition  suivante  : 

Théorèîie.  —  Toutes  les  courbes  du  neuvième  ordre  qui 
passent  par  les  02  points  singuliers  d'une  courbe  de  quatrième 
classe  passent  en  outre  par  21  points  fixes;  ces  points  fixes 
iont  les  points  qui  jouissent  de  la  propriété  que  les  tangentes 
menées  de  chacun  d'eux  à  R^  ont  leurs  points  de  contact  en 
ligne  droite. 

42.  Je  m'arrête  ici  dans  l'élude  de  l'invariant  (*) 

2SJ— 3T1; 

les  théorèmes  auxquels  cette  étude  nous  a  conduits  comprennent, 
dans  leur  énoncé,  tous  les  points  singuliers  de  la  courbe. 

Pour  étudier  en  particulier  les  points  doubles  de  K*,  je  consi- 
dérerai le  covariant  du  sixième  ordre  de  U, 

V  =  (a«É?-»-  26* —  3a6c,  a*e  -h  labd —  gac*-*-  66*c, 
Sabe  —  1 5 ac<i -4- 10 6* rf,  lob^e  —  io<i'a, 
—  Sade  ■+■  îSbce  —  lobd^,  —  ae^ — 2bde  -H  c^ce* —  bcd^, 
Zcde  —  2rf»—  be^W  \Lf. 

Pour  que  l'équation 

U  =  o 


(')  Je  signalerai  cependant  encore,  en  passant,  le  cas  important  où  Tinvariant 
<I03dratique  I  est  identiquement  nul  ;  alors  la  courbe  il>'®  se  décompose  en  S^  et 
^^  Qne  courbe  du  sixième  ordre  ri^  sur  laquelle  sont,  dans  ce  cas,  situés  les 
^^  poiois  doubles  de  la  courbe  K*  et  les  38  points  doubles  de  K'^ 
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ait  deux  couples  de  racines  égales,  ii  faut  et  il  suffit  que  tous  les 
coefficients  du  covariant  V  se  réduisent  à  zéro. 

Le  poids  de  ce  covariant  étant  égal  à  9,  en  égalant  à  zéro  ses 
coefficients,  on  obtient  Téquation  d^autant  de  courbes  du  neuvième 
ordre,  qui  toutes  passent  par  les  28  points  doubles  de  la  courbe. 

43.  Considérons  en  particulier  le  coefficient  de  X'[x',  réquation 

représente,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  courbe  du  neu- 
vième degré  passant  par  les  28  points  doubles  de  K^. 

La  forme  remarquable  de  cette  équation  donne  lieu  à  d'impor- 
tantes conséquences;  on  voit,  eu  efiet,  facilement  que 

a  =  o 

est  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le 

point  x^  situé  à  Tinfini  sur  Taxe  des  x. 

De  même 

6  =  0 

est  l'équation  du  faisceau  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le 
point  y^  situé  à  l'infini  sur  l'axe  des  ^. 

Supposons  que  ces  points  soient  deux  points  doubles  de  la 
courbe;  alors  a  et  b  seront  deux  carrés  parfaits,  et  si  Ton  pose 

a  =  a*         et         b  =  ^*, 
l'équation  de  la  courbe  du  neuvième  ordre  deviendra 

équation  qui  se  décomposera  en  deux  autres 

oid  —  p6  =  o 
et 

ad-hj^b  =  o. 

Dans  ce  fait  analytique  se  trouve  l'origine  des  beaux  théorèmes 
donnés  par  Sleiner  sur  les  points  doubles  des  courbes  de  qua- 
trième classe  (*);  mais,    pour  en   développer  toutes  les  consé- 


(')  Il  est  presque  inutile  d'ajouter  que  Sleiner  les  a  énoncés  pour  les  tangentes 
doubles  des  courbes  du  quatrième  ordre. 


MÉMOIRE  DE  OÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE.  323 

quenceSy    il   est  nécessaire  d'étudier  plus  complètement  le  cova- 
TÎant  V. 

44.    Considérons,  en  même  temps  que  la  courbe  K^ ,  une  conique 
quelconque  K^  dont  l'équation  mixte  soit 

(A,B,GJX,iJi)«=o. 

De  cette  forme  et  du  covariant  V  on  déduit  l'invariant  suivant  ; 

1  =  {a'^d—  Zabc  -+-  263)G»—  (a»e  -H-  iabd—^ac^-ir  66»c)BC« 
i^abe  —  Zacd-^7.b^d)kÇ^-\-{^abe  —  iiacd-^%b^d)B^C 
6(ac^  — ^»«c)ABG-h4(aflr*  — ^»*tf)B»  — (arfe  — 36ce-f-26c?ï)A«G 

—  (4arfc  —  iibce  -H-  86rf«)AB»-h  (a««-+-  2  6c?«  —  ^c^e  -h  6cû?«  )BA« 

—  (6c«— 3crftf-+-2rf»)A«. 

Cet  invariant  étant  d'un  poids  égal  à  9,  l'équation 

1  =  0 

représente  une  courbe  du  neuvième  ordre  d^. 

1**  Lorsqu'on  fait 

a  =  o        et        6  =  0, 

I  se  réduit  à 

(•2rf«— 3ce)(3Bc--Arf)A»; 

cette  quantité  s'annule  pour 

e=  o        et        ûf  =  o; 

donc  la  courbe  d'  passe  par  les  a8  points  doubles  de  K^.  Elle 

s'annule  aussi  pour 

A«=o; 

donc  d'  touche  K^  aux  8  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes à  K^  et  à  K^. 

2°  Considérons  les  8  tangentes  communes  à  K^  et  à  K'';  ces 
droites  se  coupent  en  a8  points.  Pour  chacun  de  ces  points,  les 

équations 

(a,  6,  c,  c/,«JX,  |i)*=o 
et 

(A,B,GJX,,i)2=o 

ont  deux  racines  communes,  qu'on  peut  supposer  égales  respecti- 
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veinent  à  zéro  et  à  l'infini,  ce  qui  revient  à  poser 

a  =  o,        e  =  Of        A  =  o,        C  =  o; 

I  s'annule  dans  cette  hypothèse;  donc  la  courbe  d*  passe  par  les 
points  de  rencontre  des  8  tangentes  communes. 
De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Étant  données  une  courbe  de  quatrième 
classe  K*  et  une  courbe  de  seconde  classe  K*,  on  peut  construire 
une  courbe  du  neuvième  ordre  5',  qui  pa^se  par  les  ^8 points 
doubles  de  K*,  par  les  28  points  de  rencontre  des  8  tangentes 
communes  à  K'  et  à  K^,  et  qui  touche  R*  aux  points  de  content 
de  ces  tangentes. 

4o.  Pour  calculer  Téquation  de  la  courbe  d*,  nous  pourrons 
toujours  supposer  que,  par  une  substitution  linéaire  des  variables, 
on  ait  mis  le  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  Téquaiion  de  la 
conique  K^  sous  la  forme 

par  la  même  substitution,  le  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne 
Téqualion  de  la  courbe  de  quatrième  classe  K^,  deviendra 

La  valeur  de  Tinvariant  I,  relative  ausL  deux  formes  précédentes, 
est,  à  un  facteur  numérique  près, 

si  Ton  désigne  par  co  le  déterminant  de  la  substitution  employée, 
on  aura,  en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  invariants,  à 
un  facteur  numérique  près, 

Téquation  de  la  courbe  ^^  sera  donc 

16.  Supposons  la  conique  K'  composée  du  système  des  deux 
points  M  cl  M',  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 


'      r        ei        -'      t' 
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Posons,  pour  un  instant, 

Uéquatîon  de  la  conique  K-  (ou  de  Tensemble  des  deux  points) 

esl 

(_  YX  -^  X  II)  (—  Y'X  H-  XV)  =  o. 

Faisons  la  substitution  suivante, 

X  =X'X'— X{jl', 
[x  =  Y'X'— Yjjl', 

dont  le  déterminant  est 

io  =  XY~YX'. 

Par  cette  substitution,  l'équation  des  points  M,  M'  devient 

io*X[JL  =  o; 

si  Féquation  mixte  de  K^  est 

F(X,|ji)  =  o, 

cette  équation  devient,  après  la  transformation, 

F(X'X'— Xjji',  Y'X'-.Y|ji')  =  o, 

ou,  en  développant, 

[F(X',Y'),  *',  ...,*,  F(X,Y)JX,,ji)]S 

4>  et  ^  désignant  deux  polynômes  entiers  en  X,  \,  X',  Y',  dont 
on  peut  se  dispenser  d'écrire  la  valeur. 

Les  quantités  ^,  (vl>,  lib,  cd,  C  étant  ainsi  déterminées,   on  en 
déduit 

I=-l[F(X',Y')<ï>«-F(X,Y)*'î], 

expression  qui,  malgré  la  présence  de  co  en  dénominateur,  est  un 
poljnome  entier  en  X,  Y,  X'  et  Y'. 

Si  les  points  donnés  M  et  M'  sont  deux  points  doubles  de  la 
courbe,  comme  les  équations 

F(X,Y)  =  o, 
F(X',Y')  =  o 

représentent  respectivement  les  faisceaux  de  tangentes  menées  de 

L.  — IL  i5 
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ces  points  à  la  courbe,  les  polynômes  F(X,  Y)  et  F(X',  Y')  sont 
des  carrés  parfaits;  et,  si  Ton  pose 

F(X,Y)  =  W«, 
F(\',Y')  =  \V'«, 

rtM|iiation  de  la  courbe  ^^  devient 


i =Oj 

ou  bien 


(<I>\V'_W<I>')r*\V'-hW4>') 

=  o. 


eu' 


V*  se  décompose  ainsi,  comme  nous  le  verrons  toutàTheure,  en 
une  courbe  du  troisième  ordre  et  une  courbe  du  sixième  ordre. 

Remarque,  —  Il  est  clair  que,  si  la  courbe  K*  a  une  tangente 
double  pour  chacun  des  points  où  cette  tangente  coupe  la  courbei 

le  j)oljuomc 

F(\,Y) 

csL  un  carré  parfait;  on  peut  donc  appliquer  la  proposition  précé- 
dente, soit  à  un  couple  de  ces  points,  soit  à  un  de  ces  points  et  un 
|)oint  double. 

i7.  On  sait,  depuis  les  beaux  travaux  de  Steiner  et  de  M.  Hesse, 
qrTunc  courbe  de  quatrième  classe  peut  être  considérée  (et  cela 
df  soixante-trois  façons  difl'érenles)  comme  Tenveloppe  de  coni- 
ques qui  lui  sont  quadruplemcnt  tangentes. 

Si 

A  =  o        et        B  =  o 

ï)OiU  les  équations  tangcntielles  de  deux  coniques   d'un   de  ces 
groupes,  l'équation  de  la  courbe  K*  peut  se  mettre  sous  la  forme 

AH  =  es 
cil  désignant  par 


G  =  ( 


> 


l'équation  d'une  troisième  conique. 

Eu  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  au  n"  5,  on  voit  immédiatement 
que  c'est  aussi  la  forme  de  l'équation  mixte  de  la  courbe,  si  l'on 
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suppose  que 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o 

soient  les  équations  mixtes  de  trois  coniques. 
Soient  respectivement 

( '^)  olqX* -+-  'X  Po  X|Ji  -h  Yo  V-^  =  o, 

(3)  AoX*-4-'JiBoX;jL-f-  Go[x'=  o 

ces  équations  mixtes. 

Li^équation  mixte  de  Ja  courbe  de  quatrième  classe  K*  sera 

/,.  \  (aoX*-+-'2^>oX[JH-Co[i')(aoX»-h'2PoXHi-h  Yo(A^) 

^^^  \       =(AoX»H-2BoXîx-hGo[JL«)'; 

ou  bien  encore,  si  l'on  pose 

aX*  -+-  2^X[x  -f-  cjjL*  =  («oX'-f-  26oXfJi  H-  Cofi*) 

-f-  2  p  (  Ao  Xî  -^  2  Bo XfjL  -f-  Go  [1*  ) 
-+-pî(aoX«H-2poXiJi-hYoH^*), 

aX*  -+-2pXfji  -h  YjJi*  =  (aoX--H  26oX[A-h  Co[jl') 

-^20(AoX2-^-2BoXîJL-hGoHL2), 

-+-  02(aoX2-h  2poX[JL  H-  YoHi'), 

AX«-h2BXîJL-i-  G[jl'=  (aoX2-h2  6oXtjn-Co[JL') 

-f-  (p  -f.  0)  (AoX*H-  2BoXîJL  H-  Go  [!*) 

-^  pO  (  OLo  X*  -f-  2  po  Xjx  -+-  Yo  (A*  ), 

0  el  p  désignant  deux  paramètres  variables  arbitraires, 

(aX»-+-a^»Xfi-+-c|ji«)(aX«-h2?X|ji-hYp.»)  =  (AX«-H2BX|x4-GîJL»)». 

Les  équations 

(5)  aX*H- 2  6XfJL-i- cfjL*=  o 

et 

(  6 )  aX*  -f-  2  pX|x  H-  yk'  =  » 

représentent  deux  quelconques  des  coniques  du  groupe  quadru- 
plement  tangentes  à  K^  ;  les  8  tangentes  aux  8  points  de  contact 
des  deux  coniques  touchent  une  troisième  conique,  dont  l'équation 
est 

(7)  AX«-+-  2BX{JL  -+-  G{JL«  =  o. 


238  OÉOXÉTRIE. 

On  peut  donner  à  p  six  valeurs  telles  que  la  conique  représentée 
par  l'équalion  (i)  se  décompose  en  un  système  de  a  points;  ces 
points  sont  évidemment  des  points  doubles  de  la  courbe,  et  Toa 
obtient  ainsi  les  12  points  doubles  qui  appartiennent  au  groupe 
considtTé. 

48.  Ce  qui  précède  peut  être  présenté  d'une  façon  plus  nette  en 
employant  les  considérations  exposées  par  M.  Âronhold  dans  son 
Mémoire  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  (*). 

On  sait  qu'en  général  trois  courbes  de  seconde  classe  quel- 
conques peuvent  être  considérées  comme  les  polaires  de  trois 
droites  du  plan  par  rapport  à  une  certaine  courbe  de  troisième 
classe. 

Les  courbes  déterminées  par  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  sont 
ainsi  les  polaires  de  trois  droites  relativement  à  une  courbe  de 
troisième  classe  bien  déterminée  K^  (2). 

Soient 

p  =  O         TÏJ  =  o,  I*  =  o 

les  équations  de  ces  droites. 

La  conique  déterminée  par  Féq nation  (5)  est  la  polaire  de  la 

droite 

/>  -+-  2  0  1*  H-  p'tïj  =  o; 

toutes  les  droites  déterminées  par  cette  équation,  lorsqu'on  y  fait 
varier  p,  enveloppent  une  conique  C^  dont  l'équation  est 

Do  là  les  conséquences  suivantes  : 

i"  Toute  droite  tangente  à  la  conique  C^  a  pour  polaire,  par 
rapport  à  K^,  une  conique  quadruplement  tangente  à  K*  et  appar- 
tenant au  groupe  considéré. 

2"  Si  l'on  considère  deux  droites  tangentes  à  C",  leurs  coniques 
polaires  sont  quadruplement  tangentes  à  K^  ;  les  8  tangentes 
menées  aux  points  de  contacL  touchent  une  même  conique,  qui 


(  '  )  Comptes  rendus  mensuels  de  r Académie  de  Berlin,  juin  18G4. 
(  -  )   Voir  Heumite  :  Sur  le  résultant  de  trois  /ormes  quadratiques  ternaires 
{Journal  de  C relie,  t.  57). 
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est  la  polaire  de  la  corde  joignant  les  points  où  les  droites  tou- 
chent C*. 

3°  Les  six  couples  de  points  doubles  appartenant  au  groupe 
sont  les  coniques  polaires  des  tangentes  communes  à  C^  et  à  la 
hessienne  de  K'. 

49.  Je  vais  maintenant  démontrer  que,  si  la  conique  K^  «st  une 

des  coniques  données  par  l'équation  (7),  en  d'autres  termes,  si 

cette  conique  est  la  polaire  d'une  droite  du  plan  par  rapport  à  K', 

la  courbe  5*  se  décompose  en  une  courbe  du  troisième  ordre  et 

une  courbe  du  sixième  ordre. 

A  cette  effet,  posons 

B»  -  AG  =  A, 

et  effectuons  la  substitution 

X  =  (v/I-  B)X'  -h  (/Â-t-  B){ji', 
fji  =  AX* —  A(i', 

propre  à  réduire  à  un  rectangle  la  forme  AX^-f-  28X111  -f-  C[jl^,  et 
qui  a  pour  déterminant 

w  =  —  2  A  v^^. 
Soient 

aB'Xji, 

a'X«-H2  6'X;ji-f-c>«, 

a'X»-h2p'Xa-^YV2 

ce  que  deviennent  respectivement,  après  la  transformation,  les 
formes 

AX*-+-2BXjjn- C[JL*,        aX*-h  2  6Xjjt-i- c[JL*,         aX*-h  2pXfji-+- yî^'- 

Les  équations  mixtes  des  courbes  K^  et  K*  deviendront 

^B'Xjji  =  o, 
(a'X«-+.  26'Xfji -h  c>«)  (a'X«-t- 2  P'X'Jt -^  y'îjl»)  —  B'»XV' =  o, 

et  l'équation,  en  coordonnées  cartésiennes,  de  5®  sera,  d'après  ce 
que  j'ai  dit  plus  haut, 

OU  encore 

0)  9B'^{a'Y—c'oL'){b'ioL'Y—pa'c')  =  o. 


33o  uéOMÉTRIE. 

oO.  En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

=  A(2B?  —  Ca  — Ay). 


c 


Mettons  maintenant  l'équation  précédente  sous  la  forme  saivante 

Je  remarque  que  le  déterminant 

ABC 


abc 


1    s 


P     T 


est  un  invariant  des  trois  formes  (5),  (6)  et  (7);  on  a  donc 


Br  »      •  ». 

(a  Y  —  C2.  ï  =  — 


o 
a 

» 

3 


B' 


On  a  do  même 


?     V 


=  — eo» 


ABC 
abc 


»  ? 


V 

t 


»'Y' 


—  S's=toJix"— S») 


d'où 


et 


fl'c'— ^»'«=cD»(ac  — ô«); 


=  Aîio«[r>B6  — C«  —  A0H27  —  ,î2i  — (-jBS 

Remplaçons,  dans  Téquation  (8),  co,  B\ 
elle  deviendra,  toutes  réductions  faites. 


-Ca  — AY)(ac  — ô«)]. 
. .  par  leurs  valeurs  ; 


A    B    C 
a     h     c 


»     P     ï 


x[viB6  — Cfl  — Ao.îtav— îî.— v-^Bp  — Ca--AY)«(ac— 6«)]  =  o, 


oi.  Avant   d'examiner  la  relation  précédente,   il  est  bon  de 
revenir  sur  quelques  points  de  la  théorie  des  sections  coniques. 
Considérons  trois  coniques 

/>,    nt.    P, 
et  soient,  comme  ci-dessus, 

Vrt, /»,  ivX.  u^*=  o,        ,  *«  ?•  tI''*  ;"*^*=  ^*'        (A,  B.  CjX,  }i)'=  O 
leurs  équations  mixtes. 
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Les  invariants  fondamentaux  de  ce  système  de  formes  sont  : 
1^   Lies  discriminants 

ac  -  6«,        «Y  —  P«,        AC  —  B», 

qui  y  égalés  à  zéro,  donnent  les  équations  cartésiennes  des  coniques  ; 
là?   Les  invariants  simultanés  quadratiques 

AY-*-Ca  —  aBp,         Xc-hCa  —  iBb^        ay-hcv.  —  26(5. 

L^  équation 

AYH-Ca  — 9.B3  =  o 

représente  une  conique;  de  chacun  des  points  de  cette  courbe  les 
tangentes  menées  aux  deux  coniques  P  et  tïj  forment  un  faisceau 
harmonique. 

L'équation  des  tangentes  communes  à  P  et  à  tn  s'obtient  en  éga- 
lant à  zéro  le  résultant  des  formes 

(a,?,YÏX;jx)»        et        (A,  B,  CJX,  jx)». 

Diaprés  un  beau  théorème  de  M.  Boole,  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(AY-hCa  — 9.BP)«— 4(aY--pî)(AG  — B«)  =  o. 

Les  invariants  Ac  +  Ca  —  2B6  et  ay  +  ca  —  26^   ont   une 
signification  analogue  relativement  aux  systèmes  de  coniques  P,  p 

3**  L'invariant  gauche  G,  dont  la  valeur  est 


A    B 

G 

a      b 

c 

a      ? 

T 

G- 

0 

L^  équation 

représente  une  courbe  de  troisième  ordre;  c'est  évidemment  le 
lien  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  ces  points  aux 
trois  coniques  données  forment  un  faisceau  en  involution. 

Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  une  de  ces  coniques  par  une 
quelconque  des  courbes  dont  l'équation  est 

p( A,  B,  CÏX,  fx)»H-  6(a,  b,  c JX,  hl)«-+-  ?(a,  ?,  yJX,  ^i )«  =  o, 
p,  8  et  ©  désignant  des  constantes  arbitraires. 


î    -■  Cir'XïTRZT 


^.•?i!v  kouiÏ*:  joui!  JuD  crand  nombre  de  propriétés  remarqna- 
Mr*  -j'il  -!...•  r:t  «Jue».  f'Our  la  |jlu{<art.  à  M.  Cajley. 

-ti.  D'dprrs  le  ré^iilut  auquel  je  suis  par\*enu  dans  les  n^  49 
»ii  y^K  '*n  \oit  que.  dans  le  cas  cod sidéré,  la  courbe  d*  se  décom- 
|..i4«-  •  n  np<?  c  -iirhe  de  Iroiïirme  ordre  Q*,  dont  Féquation  est 

\    K    •: 

.]      (»      r      =  •». 


et  uijf  courlie  Je  sixième  ordre  i^*.  donl  l'équation  est 

.  ,1:/,  —  r./  —  \r  î.  7- _  i:   —  .  »?.  i  — Os  — A-')»rac— A«)r=o. 

0'{.  Kiudions  d'dkord  la  courbe  Q' :  pour  abréger  le  discours, 
j'fiiij»]" lierai  les  expressions  suivantes  : 

J\4{<|»eller<ji  ronn/ues  F-  les  ililFêrentes  coniques  qui  sont  les 
polaire^  des  droites  du  plan  relativement  à  la  courbe  de  troisième 
clas'^e  K':  le<  coniques  F-  forment  un  réseau. 

J  appollt'r.ii  conû/ue>  G-  les  coniques  qui  sont  les  polaires,  par 
rap[)Oil  à  k'.  des  droites  lani:enles  à  C-;  ces  coniques  G'  sont 
des  positions  particulit-res  des  coniques  F-,  chacune  d'elles  est 
quadruplenicnt  tangente  à  K^. 

lJ'a|)rês  ce  que  j'ai  dit  plus  liant,  on  voit  que  la  courbe  Q*  peut 
être  définie  par  les  propriétés  suivantes  : 

.SV  f'on  prenez  fl'unr  far  ou  quelconque  trois  coniques  F*,  le 
//>//  f/f 'S  points  d'où  l'on  voit  ces  coniques  suivant  un  faisceau 
en  in  solution  est  la  courbe  i^^ 

fêtant  don  m'es  deux  coniques  quelconques  F^,  les  points  de 
rencontre  des  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes  sont 
situés  sur  (^^. 

Etant  donnée  une  conique  quelconque  G-,  les  quatre  £an^ 
genfes  aux  points  oit  cette  courbe  touche  K*  se  coupent  en 
6  points  situés  sur  Q**. 

La  courbe  <^^  est  le  lieu  des  couples  de  points  qui  font  partie 
des  coniques  F-. 

Elle  passe  par  les  ii  points  doubles  de  K*  qui  appartiennent 
au  groupe  considéré. 
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La  courbe  Q^  est  la  corrélative  de  la  courbe  désignée  par  G  dans 
le  Mémoire  de  Steiner. 


S4.  La  courbe  Q',  qui  passe  par  les  12  points  doubles  du 
groupe,  est  complètement  déterminée  et  ne  dépend  pas  de  la 
conique  K*. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  courbe  Q*. 

La  courbe  5*,  qui  se  compose  des  courbes  Q'  et  Q°,  devant 
passer  par  les  28  points  doubles  de  la  courbe  et  Q'  ne  contenant 
que  1  2  de  ces  points,  les  16  autres  sont  situés  sur  Q^. 

L^équation  de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 

[(2B6  — Ca— Ac)«— 4(AG  — B«)(ac-^»«)](aY  — P') 
=  [(2B  p  —  Ga  —  Ay)«—  4(  AC  —  B») (av  —  ?«)]  {ac  —  />«). 

D^où,  si  l'on  se  reporte  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  (n^*  51),  les 
conclusions  suivantes,  qui  concordent  d'ailleurs  avec  ce  qui  a  été 
établi  généralement  pour  la  courbe  ^^  : 

Théorème.  —  Étant  données  deux  coniques  quelconques  p 
et  ra^  quadruple  ment  tangentes  à  K*  et  appartenant  au  groupe 
considéré,  les  quatre  tangentes  aux  points  de  contact  de  p 
rencontrent  les  quatre  tangentes  aux  points  de  contact  de  es 
en  16  points;  ces  16  points  et  les  16  points  doubles,  qui  n'ap- 
partiennent pas  au  groupe,  sont  situés  sur  une  même  courbe 
du  sixième  ordre,  qui  passe  en  outre  par  les  4  points  d^ inter- 
section des  coniques  p  et  m  et  touche  R*  aux  8  points  où  cette 
courbe  est  touchée  par  les  coniques, 

53.  Reprenons  l'équation  de  Q® 

(aB^*  — Ac  — Ca)»(aY—  ^«)  =  (2B  ^  —  A^  — Ca)î(ac  —  ^»î), 

et  supposons  que  chacune  des  coniques  p  et  vs  se  réduise  à  un 
couple  de  points  (qui  seront  des  points  doubles  du  groupe). 

On  aura  alors 

«Y  — ^»=  V«, 

V  étant  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  en  lesquels 


i 


a  3.^1  GKO.MKTniK. 

se  résout  la  conique  rv;  on  aura  de  même 
et  Fëquation  précédente  deviendra 

la  courbe  Q^  se  décompose,  dans  ce  cas,  en  deux  courbes  du  troi- 
sième ordre  analogues  à  Q'  et  dont  les  équations  sont 

(21B6  — Crt  — Ac)V-h(2B?  — C«  — Ay)W  =  o, 
(2B^»  — Ca  — Ac)V-(2Bp  — G«  — Ay)W  =  o. 

56.  Soient  d  et  d^  un  couple  quelconque  de  points  doubles 
d'une  courbe  de  quatrième  classe  K^  ;  ces  points  définissent  un 
groupe  de  12  points  doubles  (G),  dont  ils  font  eux-mêmes  partie, 
et  les  12  points  du  groupe  sont  situés  sur  une  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  de  Steiner. 

Soit  A  un  troisième  point  double  de  la  courbe;  je  supposerai^ 
pour  simplifier  la  démonstration,  que  d  et  d'  soient  respective 
ment  les  points  situés  à  Finfini  sur  Taxe  des  x  et  sur  l'axe  des  y 
et  que  A  soit  Torigine  des  coordonnées. 

Gela  posé,  Torigine  étant  un  point  double,  en   faisant  dani 
l'équation  mixte  de  K* 

X  =  o        et       j/-  =  o, 

le  résultat  doit  être  un  carré  parfait;  cette  équation  est  donc  de  h 
forme 

([la?  — X7)^-+-4(aX-+-P[x^((jia?  — Xj')»-f-6(aX«-+-2ÔXfi-»-c(x«)(fxa?  — X/)« 
-^  4( AX»-+- 3BXV -+- 3GX|ji«-^  D  jx») (lia:  —  Xj^)« 

(PX«-+-2QXix-+-R(x»)«  =  o, 


Vx^-\-  zÇ^xy  4-  Ky^=  o  étant  Téquation  des  tangentes  menées  à 
la  courbe  par  le  point  A. 

Les  points  situés  à  l'infini  sur  Taxe  des  ^  et  sur  l'axe  des  jr  étant 
des  points  doubles  de  la  courbe,  les  coefficients  de  X*  et  de  [jl* 
dans  l'équation  précédente  sont  des  carrés  parfaits,  et  l'on  peut 
poser,  par  exemple, 

(   )  ^  P'  — 4A^-^6ay«  — 4a73-h^*  =  (j^«— 2«j^-+-A)«, 

^  R«-f-4Dar-^6ca:»-t-4?a7»-+-a7^=(x»-+.2par-4-A:)», 
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d'où,  en  particulier,  on  déduit  la  relation  suivante, 
(lo)  PU»— R«/i«=o. 

Les  coefficients  de  4^'!^  ^^  ^^  4^1^')  dans  Téquation  mixte 
de  K*,  sont  respectivement 

PQ  —  3Bj^-+-  \x —  3aar^-+-  36^* —  Pj^'-I-  3ajr^»  —  y^x 
et 

RQ-+-  3Ca7  —  Dy  —  Zcxy-i-  3bx^-^ olx^  —  3^x^y  ^ x^y. 

Il  résulte  de  là,  et  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haur,  que  Féquation  de 
la  courbe  Q^  est 

X  (RQ  H-  3 Ca?  —  Dj^ -^Zcxy  -4-  36a7«-+-  aar»—  3  ^x^y  —  x^y) 
X  (PQ  —.3 B^  H-  Aar  —  Zaxy  ■+■  3by^—  ^y^-^-^oLxy^-^y^x)  =  o, 

et  Féquation  de  Q' 

(y*^iifiy-{-h) 

X  (RQ-+-3Cx  — D^  — 3cxx-h36a:«-4-aar»— 3par«/  — 37»^) 
—  (x«-4-îiPa7-4- A:) 

x(PQ  —  3By-^Xx'-'3axy-^3by^—^x*-^ZaLxy^—y^x)  =  o, 

Cette  dernière  équation  est  en  apparence  du  sixième  degré;  mais, 
en  vertu  des  relations  (9),  ce  degré  s'abaisse  au  troisième. 

57.  Les  premiers  membres  des  équations  précédentes,  quand 

l^on  y  fait 

X  =  o       et       ^  =  o, 

se  réduisent  respectivement  à 

Q(AR-+-A:P)        età        Q(/iR  — A:P). 

De  Féquation  (10)  il  résulte  que  Fune  des  quantités  précédentes 
est  nulle  (*);  le  point  A  se  trouve  donc  sur  la  courbe  Q'  ou  sur  la 
courbe  Q^. 

Il  est  clair,  d'après  ce  que  j'ai  dit  précédemment,  qu'il  se  trouve 


(*)  Je  suppose,  poar  abréger  la  discussion,  qu'aucune  des  quantités  F,  Q,  R  ne 
5oit  nulle;  c'est  évidemment  le  cas  général. 
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sur  Q'  s'il  fait  partie  du  groupe  (G),  et  sur  Q*  dans  le  cas  con- 
traire. 

Dans  le  premier  cas,  Ton  a 

or  c'est  là  la  condition  nécessaire  pour  que  les  six  droites  repré- 
sentées par  les  équations 

^* —  2 a^  -+-  /i  =  o, 
^r^-h^pT-h  A:  =  o, 
P  j-«  H- 2  Q  rrx -h  R j'* 

soient  tangentes  à  une  même  conique;  et,  d^ailleurs,  ces  droites 
sont  les  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  par  les  trois 
points  doubles  A,  B,  C. 

D'où  cette  propriété  due  à  Steiner  : 

Si  le  point  A  appartient  au  groupe  (G),  les  6  tangentes  que  Ton 
peut  mener  à  la  courbe  des  points  d^  d!  et  A  touchent  une  même 
conique. 

58.  Supposons  maintenant  que  le  point  A  n'appartienne  pas  au 

groupe  (G);  on  a  alors 

A  R  4-  A'  P  =  o  ; 

soit  F  l'une  quelconque  des  tangentes  menées  du  point  C  à  la 
courbe,  et 

son  équation  ;  l'équation  de  la  seconde  de  ces  tangentes  F'  sera 

Appelons  Fq  la  conjuguée  harmonique  de  F'  par  rapport  aux  deux 
axes  e/A  et  rf'A,  l'équation  de  cette  droite  sera 

l'ensemble  des  droites  F  et  F©  ayant  pour  équation 

L'égalité 

/iRh-/:P  =  o 
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exprime  précisément  la  relation  nécessaire  pour  que  les^roites  F 
et  Fo  6^  les  4  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  par  les 
points  d  e\.d!  touchent  une  même  conique. 

On  peut  donc,  en  groupant  ensemble  les  résultais  précédents, 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  pris,  sur  une  courbe  de  quatrième  classe,  2  points 
doubles  d  et  rf',  ces  2  points  déterminent  10  autres  points 
doubles  de  la  courbe  qui  forment,  avec  les  premiers,  un 
groupe  {G)  de  \  2  points  situés  sur  une  même  courbe  du  troi- 
sième ordre. 

Soient  A  un  point  double  de  la  courbe  différent  de  d  et  de  d\ 
et  F  et  F'  les  tangentes  menées  à  ce  point.  La  droite  F  et  les  tan- 
gentes menées  par  d  et  d!  déterminent  une  conique.  Cela  posé  : 

i®  Si  A  fait  partie  du  groupe  G,  la  droite  F'  se  confond  avec  la 
deuxième  tangente  que  Ton  peut  mener  du  point  A  à  la  conique; 

2°  Si  A  ne  fait  pas  partie  de  ce  groupe,  la  droite  F'  et  celte 
deuxième  tangente  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
droites  Aé/  et  Aéf. 


SUH  L'EMPLOI  DES  LMAGINA.IRES 

DANS  LA  GÉOMÉTRIE  DANS  L'ESPACE  <'>. 


Nouvelles   Annales   de   Matfiémaiiques;   1872. 


1.   —   GkNÊHALITKS  sir   les  Sl'RFACES   A   GÉNÉRATRICES  CIBCULAIRES. 

1.  On  snil.  clc[)uis  les  travaux  de  Poncelet,  que  tous  les  cercles 
trac(^s  dans  un  même  plan  passent  par  deux  points  fixes  imagi- 
naires situés  sur  la  droite  de  Tinlinî.  Je  désignerai  par  I  et  J  ces 
deux  points  renianjuahles  que,  dans  une  Note  publiée  dans  les 
Comp(rs  rr/n/us  t/r  l^Aratfrmr'r  tles  Sciences  (janvier  i865),  j'ai 
proposé  de  munnier  o/nlfiltcs  du  plan.  J'appelle  droite  isotrope 
toute  droite  du  plan  eonsidéré  qui  passe  par  l'un  des  points  I  et  J; 
Tenseudde  de  ees  droites  forme  deux  systèmes  bien  distincts,  l'un 
eonipOM'  de  droites  parallèles  entre  elles  et  passant  par  le  point  I, 
l'autre  de  droitt '^  également  parallèles  et  passant  par  le  point  J. 

l\(rtoul  point  d'un  plan  passent  deux  droites  isotropes  de  sjs- 
tèmes  dilVerents,  dont  l'ensemble  l'orme  un  cercle  de  rajon  nul. 
Mans  un  plan  réel,  toute  droite  isotrope  renferme  un  point  réel  et 
n'en  renl'erme  évidemment  qu'un:  c'est  le  point  où  elle  coupe  la 
droite  isotrope  qui  lui  est  imairinairement  conjuguée  (^). 


^    M  n.    No:,*  .loraulour.  >ur  Ii'  iiuino  sujet,  a  paru  dans  le  journal  LInstitut, 

\  .K*  »ii*  .ju*'  »iou\  points  <  mi:  im.i^iua.ri'mcaî  «.N*njui:aë>.  lo^5^]ue  leurs  coor- 
a.'iitx«^<^.  I'ii>*^  p.iv  ijpiv»i:  u  un  >\>:cui-*  ti\i\f>  ro  l>  quelconque,  soat  des  quan- 
»,i,*  im..^  .,.;..-  ,\'.i;vu',u.<.  l  «  p    ni  roi  :  e-i  ,1  lui-mènie  son  conjugué. 

tV«\   »,-,ni'.-  -^oi^i  luwiiîijorv' a::.:   Ovi.j'.:^Jtis.  I"r<que  les  équaiions  de  cha- 
,„„,.  ,i,:.,^  - ,«;s*-.e.  *.x-^  ..;i:a:;.  :-.>   io  i  a»i:rt^  en  changeant  le  signe  du  sym- 
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Si,  par  un  point  fixe,  réel  ou  imaginaire,  on  mène  divers  plans, 
chacuEi  de  ces  plans  conlienl  deux  droites  isotropes  passant  par 
le  point  fixe.  Les  droites  ainsi  obtenues  sont  situées  sur  un  même 
cône  du  second  degré,  que  l'on  peut  aussi  considérer  comme  une 
sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  fixe  et  qui  jouit  de 
toutes  les  propriétés  de  la  sphère.  Ainsi,  par  exemple,  toute  sec- 
tion plane  de  ce  cône  est  un  cercle,  et  le  centre  du  cercle  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  du  cône  sur  le 
plan. 

Je  désignerai  sous  le  nom  de  cône  isotrope  le  cône  ainsi  formé 
par  toutes  les  droites  isotropes  qui  passent  par  un  môme  point. 
Tous  les  cônes  isotropes  coupent  le  plan  de  l'infini  suivant  une 
lucnie  conique,  commune  à  toutes  les  sphères  tracées  dans  Tespace 
et  que  l'on  peut  appeler  Y  ombilicale. 

Par  une  droite,  on  peut  généralement  mener  deux  plans  tan- 
gents à  l'ombilicale;  j'appellerai  ces  plans  plans  isotropes.  Le 
couple  de  plans  isotropes,  passant  par  une  droite  donnée,  est 
coupé  par  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  suivant  deux 
droites  isotropies.  Par  une  droite  isotrope,  on  ne  peut  faire  passer 
qu'Hun  seul  plan  isotrope,  puisque  cette  droite  coupe  le  plan  de 
rinfini  en  un  point  de  l'ombilicale. 

2.    Ces  définitions  établies,   concevons  un  point  imaginaire  de 
Fespace  a,  et  le  point  a'  qui  lui  est  imaginairement  conjugué.  Par 
chacun  de  ces  points  passe  un  cône  isotrope;  les  deux  cônes  ainsi 
obtenus  se  coupent  suivant  un  cercle  réel  A,  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  imaginai- 
rement conjugués  a  et  a'  ;  le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  réel  O, 
qui  est  le  milieu  du  segment  aa',  et,  la  distance  Oa  étant  repré- 
sentée par  Ri,  son  rayon  a  pour  valeur  la  grandeur  réelle  R. 

Il  est  clair  que  les  deux  points  imaginaires  a  et  a'  déterminent 
complètement  le  cercle  A;  réciproquement,  étant  donné  le  cercle 
réel  A,  par  ce  cercle  on  ne  [)eut  faire  passer  que  deux  cônes  iso- 
tropes dont  les  sommets  sont  les  points  a  et  a'.  La  position  de  ce 
cercle  dans  l'espace  détermine  donc  complètement  ces  deux  points. 
Je  dirai  que  le  cercle  réel  A,  ainsi  déterminé,  est  le  cercle  repré- 
sentatif du  couple  de  points  imaginaires  a  et  a',  couple  que  je 
désignerai   par  la   notation   (A);    réciproquement,  le  cercle  A, 
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déterminé  comme  précédemment  par  les  deux  points  a  et  a',  sera 
désigné  par  la  notation  (a,  a'). 

Le  cercle  A  ou  (a,  a')  représente  ainsi  l'ensemble  des  deux 
points  imaginaires  conjugués  a  et  a';  dans  certaines  questions,  il 
est  nécessaire  de  pouvoir  distinguer  ces  deux  points  l'un  de  l'autre. 
A  cet  eflet,  on  peut  imaginer  que  le  cercle  A  soit  décrit  dans  un 
certain  sens  par  un  point  mobile;  le  sens  dans  lequel  il  sera  sup- 
posé décrit  déterminera  celui  des  deux  points  a  et  a!  dont  il  sera 
la  représentation.  Afin  de  fixer  les  idées,  supposons  que  dans  un 
système  de  coordonnées  quelconque,  mais  d'ailleurs  réel,  les 
coordonnées  d'un  point  m  soient  respectivement 

le  sens  dans  lequel  on  supposera  décrit  le  cercle  représentatif  du 
point  m  sera  tel  qu'un  spectateur,  ayant  l'œil  placé  à  l'origine  des 
coordonnées,  voie  le  point  mobile,  décrivant  le  cercle,  se  mouvoir 
dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre  ou  en  sens 
inverse,  suivant  que  la  quantité  aa  +  ôp-j-cy  est  positive  ou 
négative. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que,  si  cette  quantité  a  un  signe  donné 
pour  le  point  m,  elle  aura  le  signe  contraire  pour  le  point  imagi- 
nairement  conjugué  m',  dont  les  coordonnées  sont 

ar  =  a  —  a  t ,        y  —  b  —  ^  /,         -g  =  c  —  -^i, 

3.  Dans  la  plupart  des  recherches  de  géométrie,  on  a  à  consi- 
dérer, par  couples,  des  points  réels  ou  qui  ne  sont  pas  imaginat- 
rement  conjugués.  J'étendrai  à  ce  cas  les  notions  établies  précé- 
demment. Ainsi,  a  et  é  désignant  deux  points  quelconques  de 
l'espace,  je  désignerai  par  (^,  6)  le  cercle  qui  résulte  de  l'inter- 
section des  cônes  isotropes  ayant  pour  sommets  ces  deux  points; 
ce  cercle  sera  généralement  imaginaire  et  ne  deviendra  réel  que 
dans  le  cas,  examiné  précédemment,  où  les  points  considérés  sont 
imaginairemenl  conjugués.  De  même,  C  désignant  un  cercle  quel- 
conque de  l'espace,  je  dénoterai  par  le  symbole  (C)  les  deux  points 
qui  sont  les  sommets  des  cônes  isotropes  passant  par  ce  cercle. 

4.  Considérons  dans  l'espace  une  courbe  géométrique  quel- 
conque, réelle  ou  du  moins  (pour  le  moment  je  me  restreindrai  à 
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ce  cas  de  beaucoup  le  plus  intéressant)  définie  par  des  équations 
réelles;  c'est-à-dire  telle  que,  lorsqu'elle  passe  par  un  point  ima- 
ginaire, elle  passe  également  par  le  point  imaginairement  conjugué. 
Étant  donné  un  cercle  réel  de  Tespace,  ce  cercle  représente  un 
couple  de  points  imaginairement  conjugués;    et,    pour  que  ces 
points  appartiennent  à  la  courbe  donnée,  il  est  nécessaire  que  le 
cercle  satisfasse  à  certaines  conditions  déterminées  par  la  nature 
de  la  courbe  et  dont  l'étude  forme,  pour  ainsi  dire,  un  prolonge- 
ment géométrique  de  la  tbéorie  de  cette  courbe  elle-même.  Pour 
éclaircir  ces   considérations   générales   et   montrer   les   diverses 
questions  auxquelles  elles  se  rattachent,  j'en  ferai  tout  d'abord, 
et  avec  quelques  détails,  l'application  aux  courbes  gauches  qui 
résultent  de    l'intersection    d'une   sphère    et    d'une    surface   du 
second  ordre,  en  m'appuyant  sur  les  propriétés  connues  des  sur- 
faces anallagmatiques. 

5.   M.  Moutard  a  appelé  surfaces  anallagmatiques  du  qua^ 
trième  ordre  des  surfaces  qui  peuvent  être  regardées  comme  l'en- 
veloppe de   sphères  mobiles  qui  coupent  orthogonalement    une 
sphère  fixe,  tandis  que  leurs  centres  décrivent  une  surface  du 
second  degré;  dans  tout  ce  qui  suit,  je  les  désignerai  simplement 
sous  ie  nom  de  surfaces  anallagmatiques;  leur  degré,  qui  est, 
^"  S^néral,  le  quatrième,  peut  d'ailleurs  s'abaisser  au  troisième, 
lorsque  la  surface  lieu  des  centres  des  sphères  mobiles  est  un  para- 
"^loide,  et  même  au  second,  puisque  les  surfaces  du  second  degré 
sont  comprises  dans  la  famille  des  surfaces  anallagmatiques. 

*-*^  définition  donnée  ci-dessus  peut  être  légèrement  modifiée 

de  la  façon  suivante.  Étant  donnés  une  sphère  fixe  S  et  un  plan 

quelconque  P  coupant  cette  sphère  suivant  un  cercle  (],  on  peut, 

par  ce  cercle,  faire  passer  deux  cônes  isotropes.  Soient  p  et  /?'  les 

sommets  de  ces  cônes;  ces  deux  points,  qui,  d'après  ce  que  j'ai 

ûtlci-dessus,  pourraient  être  représentés  par  la  notation  (C),  sont 

récippQqygg  pg^j.  rapport  à  la  sphère  S;  pour  abréger  le  discours, 

]C  uirai  que  ces  deux  points  sont  associés  au  plan  P  et,  récipro- 

<l^emeiit,  que  le  plan  P  est  le  plan  associé  aux  points/?  et  /?'(*). 


^  )  Voir,  Bulletin  de  la  Société  philomathique  (mars  1868),  ma  Note  sur  les 
**ciions  circulaires  des  surfaces  anallagmatiques. 
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Cela  posé,  on  peut  définir  une  surface  anallagmalique  donnée  R 
comme  le  lieu  des  points  associés,  par  rapport  à  une  sphère  6xe  S, 
des  différents  plans  que  Ton  peut  mener  tangentiellement  à  une 
surface  du  second  degré  A.  L'intersectiou  des  surfaces  S  et  A  est 
une  biquadratique  F  qui  est  Tune  des  cinq  focales  de  la  surface; 
les  quatre  autres  focales  correspondent  aux  quatre  modes  de  géné- 
ration dont  la  surface  est  susceptible  (*).  En  chaque  point  m  de 
la  surface  anallagmatique,  la  normale  passe  par  le  point  où  le 
plan  associé  au  point  m  touche  la  surface  A. 

Soit  G  une  génératrice  rectiligne  de  cette  dernière  surface,  et 
soient  a,  a'  les  points  où  cette  génératrice  s'appuie  sur  la  focale  F. 
On  voit  facilement  que,  tandis  que  le  plan  mobile  qui  sert  à  décrire 
la  surface  se  déplace  le  long  de  la  droite  G  en  tournant  autour  de 
cette  droite,  les  points  associés  au  plan  tangent  dans  ses  diverses 
positions  décrivent  un  cercle;  et  ce  cercle  est  précisément  Tinter- 
section  des  deux  cônes  isotropes  ayant  pour  sommets  les  points  a 
et  a',  cercle  que  nous  pouvons  désigner  par  la  notation  (a,  a').  A 
chaque  génératrice  rectiligne  de  A  correspond  donc  une  généra- 
trice circulaire  de  R;  et,  comme  chacun  des  plans  tangents  à  la 
surface  A  passe  par  une  génératrice  rectiligne  de  même  système 
que  G,  on  voit  que  la  surface  anallagmatique  peut  être  considérée 
comme  engendrée  par  les  difl'érents  cercles  correspondant  aux 
génératrices  du  même  système  que  G.  Aux  génératrices  rectilignes 
de  A,  du  système  différent  de  celui  de  G,  correspond  un  autre 
système  de  sections  circulaires  de  R;  les  deux  systèmes  ainsi 
obtenus  forment  un  groupe  de  cercles  que,  pour  plus  de  clarté,  je 
dirai  appartenir  au  mode  de  génération  défini  par  la  focale  F,  ou 
simplement  à  la  focale  F.  A  chacun  des  quatre  autres  modes  de 
génération  de  la  surface  correspond  un  autre  groupe  de  cercles 
situés  sur  la  surface  et  appartenant  à  la  focale  définissant  le  mode 
de  génération  considéré.  On  peut  donc  définir,  de  la  façon  sui- 
vante, les  surfaces  anallagmatiques  au  moyen  de  leurs  sections 
circulaires. 

Étant  donnée  une  biquadratique  sphérique  F,  si  Ton  fait  passer 
par  cette  courbe  une  surface  du  second  degré  quelconque  et  si. 


Cj  Voir,  Bulletin  de  la  Société  philomathique  (janvier  1868),  ma  Note  sur 
quelques  propriétés  des  surfaces  anallaguialiqucs. 
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pour  chaque  génératrice  rectîligne  d^un  svslème  donné  de  celle 
surface,  on  construit  le  cercle  qui  résulte  de  rinlerseclion  des 
cônes  isotropes,  ayant  pour  sommets  les  points  où  celle  généra- 
trice s'appuie  sur  la  courbe,  le  lieu  des  cercles  ainsi  obtenus  est 
une  surface  anallagmatique  ayant  F  pour  focale;  et  le  système 
formé  par  ces  cercles  appartient  à  celte  focale. 

6.  Dans  ce  qui  précède,  je  n'ai  fait  aucune  hypothèse  sur  la 
nature  de  la  surface  A,  non  plus  que  sur  sa  position  relative  par 
rapport  à  la  sphère  S.  Les  génératrices  recti lignes  de  A  peuvent 
être  imaginaires,  ou  bien,  étant  réelles,  elles  peuvent  traverser  la 
sphère  et  la  couper  en  deux  points  réels.  Dans  ces  deux  cas,  les 
sections  circulaires  correspondantes  de  Tanallagmatique  sont  ima- 
ginaires. Pour  qu'un  cercle  C,  correspondant  à  une  génératrice 
rectiligne,  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  celle  géné- 
ratrice soit  réelle  et  extérieure  à  la  sphère;  elle  coupe  alors  celte 
sphère  en  deux  points  imaginairement  conjugués  de  la  focale  F, 
et  le  cercle  C  est  ce  que  j'ai  appelé  le  cercle  représentatif  de  ces 
deux  points. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsquiun  système  de  sections  circulaires  d^une  surface 
anallagmatique,  appartenant  à  une  focale  F  de  cette  surface, 
est  réely  les  points  imaginaires  représentés  par  ces  cercles  sont 
situés  sur  la  courbe  F. 

Si  l'on  imagine  toutes  les  surfaces  anallagmaliques,  qui  ont  pour 
focale  une  biquadratique  sphérique  donnée  F,  et  toutes  les  sec- 
tions circulaires  réelles  de  ces  surfaces  qui  appartiennent  à  F,  on 
obtiendra  les  cercles  représentatifs  de  tous  les  points  imaginaires 
de  la  courbe  F.  En  effet,  si  un  cercle  C  représente  uu  point  ima- 
ginaire de  F,  la  droite  réelle  qui  joint  les  points  imaginaires  (C), 
détermine  avec  la  courbe  F  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  cet 
hyperboloïde  détermine  une  surface  anallagmatique  ayant  F  pour 
focale  et  passant  par  le  cercle  C.  D'où  la  conclusion  suivante  : 

Pour  qu'un  cercle  réel  représente  un  couple  de  points  ima- 
ginaires situés  sur  une  biquadratique  sphérique  donnée  F,  // 
faut  et  il  sujfit  que  ce  cercle  soit  situé  sur  une  surface  anal- 
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IngmntiqHP  nyant  V  pour  focale  vt  qu'il  appartienne  au  mode 
(Ir  riescrtpiion  caractérisé  par  cette  focale. 

7.  Lu  façon  dont  j^ai  défini  au  n°  o  les  surfaces  anallagmatiqoes, 
au  niojen  de  leurs  sections  circulaires,  sVlend  d ^elle-même  au 
cas  où  ces  surfaces  ont  un  plan  de  symétrie;  dans  ce  cas,  l'une  des 
sphères  principales  se  réduit  à  un  plan,  ainsi  que  la  surface  da 
second  degré  correspondante,  et  les  définitions  que  j^aî  données 
précédemment,  la  détinition  comme  enveloppes  de  sphères  el  la 
défmition  par  points,  devienneni  illusoires.  Mais,  avant  d'aborder 
ce  sujet,  il  est  nécessaire  d'exposer  quelques  considérations  très 
simples  sur  la  transformation  des  figures  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

Ktant  donnés  un  point  quelconque  a,  réel  ou  imaginaire,  el  le 
cône  isotrope  ayant  ce  point  pour  sommet,  il  est  clair  que,  par  une 
transformation  (|uelconque  par  rayons  vecteurs  réciproques,  ce 
cône  isotrope  se  transforme  en  un  autre  cône  isotrope  ayant  pour 
sommet  le  point  qui  correspond  au  point  a.  Si  donc  on  a  deux 
points  quelconques  a  et  6,  au  cercle  [a^  b)  correspondra  après  la 
transformation  le  cercle  (a,  ji),  a  et  [i  <lésignant  les  points  qui  cor- 
respondent aux  points  a  et  6. 

Imaginons  une  surface  anallagmatique  comme  le  lieu  des  diffé- 
rents cercles  (a,  a'),  (&,  i'),  (r,  c'),  . .  .  déterminés  par  les  points 
où  les  génératrices  d*une  surface  du  second  ordre  aa',  bb'^  cd ^  . . . 
s'appuient  sur  une  hiquadratique  sphérique  F,  et  effectuons  sur 
cette  figure  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
La  courbe  F  se  transformera  en  une  autre  biquadratique  sphé- 
rique 4>;  sur  cette  courbe  4>,  aux  points  a,  a',  6,  6',  ...  corres- 
pondront des  points  a,  a',  p,  P',  .  .  . ,  et  la  surface  transfoi*niée  de 
la  surface  donnée  sera  le  lieu  des  cercles  (a,  a'),  (j5,  ^'),  .... 
D'où  l'on  peut,  en  passant,  tirer  cette  conséquence,  que  les 
droites  aa',  ^3',  yV,  . .  .  sont,  comme  les  droites  aa\  bh\  cc\  . . ., 
les  génératrices  d'une  même  surface  du  second  ordre. 

(Considérons  maintenant  une  biquadratique  sphérique  F  et  une 
surface  du  second  degré  (pielconque  A,  passant  par  celte  courbe. 
Toutes  les  génératrices  d'un  même  système  de  A,  telles  que  aa', 
peuvent  être  obtenues  en  choisissant  arbitrairement  une  généra- 
trice ss^  de  l'autre  système  et  en  menant  des  plans  par  cette  der- 
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oière  génératrice.  Ces  divers  plans  couperont  la  sphère  suivant 
des  cercles  passant  par  les  deux  points  tixes  s  et  s'  et  chacun  de 
ces  cercles  coupera  la  courbe  F  en  deux  points  variables  a  et  a 
silués  sur  une  nriéme  génératrice  de  A;  le  lieu  des  cercles  (a,  a') 
est  Panallagmatique  définie  par  la  surface  A  et  la  focale  F;  on 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si\  par  deux  points  fixes  s  et  s\  d'une  bif/uadratùiue  sphé- 
riçue  F,  on  mène  un  cercle  variable  rencontrant  la  courbe  F 
atiJtr  deux  points  a  et  a',  le  lieu  des  cercles  (a,  a')  est  une  sur- 
yîtïïCf*  cincillcigmatique  ayant  V  pour  focale, 

Xransformons  maintenant  la  figure  précédente  en  prenant  le 
pôle  de  IransCormation  sur  la  sphère  qui  contient  la  courbe  F;  la 
surface  anallagmatique  donnée  se  transforme  en  une  surface  anal- 
lagmaliqtie  a^ant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  qui  correspond  à 
la  sphère.  La  focale  F  se  transforme  en  une  anallagmatique  plane  4> 
sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  points  a*  et  a*'  correspondant  aux 
points  5  et  /;  et  Ton  obtient  la  proposition  suivante  : 

Si,  par  deux  points  fixes  o-  et  t  dUine  anallagmatique 
plane  4>,  on  mène  un  cercle  variable  coupant  la  courbe  4>  aux 
points  a  et  a',  le  lieu  des  cercles  (a,  a')  est  une  surf  ace  anallag- 
matique ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  de  la  focale  4>. 

Le  second  système  de  sections  circulaires  appartenant  à  la 
focale  ^  s'obtiendrait  facilement:  en  effet,  étant  mené  par  a*  et 
par  ^  un  cercle  quelconque  coupant  la  focale  en  deux  points  a 
et  ol' \  si,  par  ces  deux  points,  on  mène  un  cercle  variable  rencon- 
trant 4  aux  points  p  et  p',  les  différents  cercles  tels  que  (p,  p') 
constitueront  ce  second  système  de  sections  circulaires. 

Les  plans  des  différents  cercles  tels  que  (a,  a')  ont  pour  traces, 
sur  le  plan  de  la  focale  4>,  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  seg- 
ments aa'  en  leurs  points  milieux.  Toutes  ces  perpendiculaires,  il 
est  facile  de  le  voir,  enveloppent  une  conique  ayant  pour  foyers 
les  foyers  singuliers  deTanallagmatique  ^  (').  D'où  Ton  peut  con- 
clure que,  quand  une  série  de  surfaces  anallagmatiqucs  a  pour 


(  *  )  Voir,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (  janvi  er  i863), 
ma  Note  intitulée  :  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes,  etc. 
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locale  eommune  une  anallagmatique  plane,  les  traces  des  cvlindre 
enveloppés  par  les  plans  des  cercles  de  ces  surfaces  appartenant  à 
cette  focale,  sur  le  plan  de  symétrie,  sont  des  coniques  homof( 
cales  ayant  pour  foyers  communs  les  foyers  singuliers  de  la  focale 


8.  La  proposition  précédente  n^est,  du  reste,  qu'un  cas  parti- 
culier d'un  théorème  relatif  aux  anallagmatiques  eu  général  etqu< 
l'on  peut  établir  très  simplement. 

Considérons  une  surface  anallagmatique  quelconque  R,  ayani 
pour  focale  une  biquadratique  sphérique  F.  Les  plans  des  diversa 
cercles  de  la  surface,  appartenant  à  cette  focale,  enveloppent  un 
cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  S,  sur  laquelle  esL 
située  la  focale;  et  ces  plans  sont  perpendiculaires  aux  diverses 
génératrices  de  la  surface  du  second  degré  A  passant  par  la  focale 
qui  détermine  la  surface  R.  Pour  trouver  les  droites  focales  de  ce 
cône,  je  rappellerai   que  ces  droites  sont  les  intersections   des 
divers  plans  isotropes  qu'on  peut  lui  mener  tangentiellement.  Or, 
les  perpendiculaires  à  un  plan  isotrope  touchant  V ombilicale  en 
un  point  donné  o)  sont  les  diverses  droites  isotropes  passant  parce 
point  correspondant  aux  plans  isotropes  tangents  au  cône,  donc 
des  génératrices  isotropes  de  A,  et  réciproquement.  Une  généra- 
trice isotrope  de  A  doit  percer  le  plan  de  l'infini  en  un  point  de 
l'ombilicale,  et  aussi  en  un  point  de  la  trace  de  la  surface  A  sur  le 
même  plan.  Soient  Û  l'ombilicale  et  a,  6,  c,  ^les  quatre  points  où 
celte  courbe  rencontre  la  focale  F;  la  surface  A  passant  par  celte 
focale,  sa  courbe  d'intersection  avec  le  plan  de  Tinfini  est  une 
conique  passant  par  les  points  a,  6,  c  et  d^  et  il  est  clair  que  les 
génératrices  isotropes  de  A  sont  les  huit  génératrices  passant  par 
ces  quatre  points.  Les  traces,  sur  le  plan  de  l'infini,  des  quatre 
plans  qui  leur  sont  perpendiculaires  et  qui  passent  par  le  cenire  de 
la  sphère,  sont  les  quatre  droites  menées  tangentiellement  à  Tom- 
bilicale  par  les  quatre  points  a,  b,  c  et  d;  les  focales  du  cône  sont 
donc  les  six  droites  conjuguées  deux  à  deux  qui  joignent  le  centre 
de  la  sphère  aux  divers  points  d'intersection  p.  q,  r,  5,  t,  u  des 
quatre  tangentes.  On  voit  que  ces  focales  sont  complètement  déter- 
minées parla  focale  F  et  ne  dépendent  en  aucune  façon  de  la  sur- 
face particulière  A.  On  peut  donc  énoncer  cotte  proposition  : 

Si  Ion  considère  une  série  de  sur/aces   anallagmatiques 
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^oniofocaleSy  et  si,  pour  chacune  de  ces  surfaces,  on  construit 
£^  cône  enveloppe  des  cercles  appartenant  à  Vune  de  ses 
^f^cales,  tous  les  cônes  ainsi  obtenus  sont  homofocaux , 

J'ajouterai  que  les  focales  de  ces  cônes  ^onl  les  focales  singu- 

V.  îères  des  cônes  ajanl  pour  base  la  focale  de  la  surface  anallagina- 

9:.ique  considérée,  et,   pour  sommet,  le  centre  de  la  sphère  sur 

laquelle  cette  courbe  est  située.  Mais,  pour  abréger,  je  laisse  de 

•<rôté  la  démonstration  de  ce  point  de  détail  (*). 

9.  Je  reviens  maintenant  au  mode  de  description  des  surfaces 
^nallagmatiques  à  plan  de  symétrie,  donné  au  n'*  7,  pour  montrer 
comment  il  s'applique  aux  surfaces  du  second  ordre.  Ces  dernières 
s'obtiennent  lorsque  la  focale,  qui,  en  général,  est  une  courbe 
anallagmatique  plane,  se  réduit  à  une  conique.  Soit  donc  une 
conique  quelconque  C  réelle  (ou  du  moins  ayant  une  équation 
réelle)  et  a,  ce  deux  points  fixes  pris  sur  cette  conique.  Par  ces 
deux  points,  menons  un  cercle  quelconque  coupant  la  conique 
en  a  et  en  a';  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  le  lieu  des  cercles 
tels  que  (a,  a')  est  une  surface  du  second  ordre  ayant  pour  focale  C. 
D'après  un  théorème  élémentaire  bien  connu,  toutes  les  droites 
telles  que  aa'  ont  une  direction  fixe.  On  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  qu'il  serait  très  simple,  d'ailleurs,  d'établir 
directement  : 

Si  Con  mène  y  dans  le  pian  d^une  conique,  une  série  de 
droites  parallèles  à  une  direction  fixe  D,  en  désignant  par  a 
et  a'  les  deux  points  d* intersection  de  la  conique  avec  une 
quelconque  de  ces  droites,  le  lieu  des  cercles  tels  que  (a,  a') 
est  une  surface  du  second  ordre  ayant  pour  focale  la  conique 
donnée. 

Supposons  que  C  soit  une  ellipse;  imaginons  toutes  les  droites 
réelles  parallèles  à  une  droite  fixe  D  et  exlérieures  à  Tellipse; 
chacune  de  ces  droites  rencontre  l'ellipse  en  deux  points  imagi- 


(  *  )  Voir,  dans  ie  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  le  n*  4  de  tua  Com- 
muuication  du  aS  mar»  1807  :  Sur  les  courbes  résultant  de  l'intersection  d'une 
spfière  et  d'une  surface  du  second  degré. 
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nairement  conjugués,  représentés  par  un  cercle  réel;  tous  les 
cercles  réels  ainsi  obtenus,  quand  la  droite  se  déplace,  conslitoenl 
l'un  (les  systèmes  de  sections  circulaires  d^un  hyperboloïde  à  de ux 
nappes  ayant  pour  focale  Tellipse  donnée.  Si  le  système  des  droit^es 
considéré  était  parallèle  à  une  droite  D'  faisant  avec  le  grand  ame 
de  Tellipse  un  angle  supplémentaire  de  Tangle  que  fait  D  avec    <:e 
même  axe,  les  cercles  représentatifs  des  points  d^inlersection   <i^ 
rellipseavec  ces  diverses  droites  constitueraient  le  second  syslèc*»© 
de  sections  circulaires  de  rhyperboloïde  mentionné  ci-dessus. 

Si  nous  imaginons  Tinfinité  dMiyperboloïdes  à  deux  nappes  q^* 
ont  pour  focale   Tellipsc  C,    leurs    diverses  sections  circulai*"** 
représenteront  tous  les  points  imaginaires  situés  sur  cette  ellip^*' 
D'où  Ton  peut  conclure  le  théorème  suivant  : 

Pour  qii^un  cercle  réel,  donné  flans  V espace,  représente 
couple  de  points  imaf^i nairement  conjugués^  situés  sur  t^ 
ellipse  donnée^  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  soit  une  sect 
circulaire  d^ un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ayant  cette  elU/^ 
jtour  focale. 

De  même  : 

Pour  quUtn  cercle  réel,  donné  dans  Vespace,  représente  t^ 
couple  de  points  imaginairement  conjugués,  situés  sur  u^ 
hyperbole  donnée,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  soit  une  se^' 
tion   circulaire  dUui  ellipsoïde  ayant  cette   hyperbole  poU^ 
focale. 

10.  11  existe,  relativement  au  système  de  deux  cercles  situés  sur 
une  même  sphère,  une  propriété  très  simple,  qui  a  de  fréquentes 
applications  dans  la  géométrie  de  la  sphère  et  dans  la  théorie  des 
surfaces  anallagmatiques.  Je  vais  Texposer  brièvement,  en  en  sap- 
priinant  la  démonstration,  d'ailleurs  très  facile  à  suppléer. 

Soient  deux  cercles  C  et  D  situés  sur  une  même  sphère,  et  par 
con>équenl  se  coupant  en  deux  points.  Le  cercle  C  représente 
deux  points  de  l'espace  c  et  c',  qui  sont  réciproques  par  rapport  à 
la  sphère  et  que  Ton  pourrait  désigner  par  la  notation  (C);  le 
cercle  D  représente  de  même  deux  points  réciproques  d  et  d!. 
Les  quatre  points  c,  c\  d  et  d'  sont  d'ailleurs  dans  un  même  plan 
passant  par  le  centre  de  la  sphère.  Cela  posé,  par  les  deux  cercles 
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donnés,  on  peut  faire  passer  deux  cônes,  et  les  sommets  de  ces 
crânes  sont  les  deux  points  de  rencontre  respectifs  des  droites  cd 
t  d <t  et  des  droites  cd  et  c'rf. 
Supposons  les  cercles  C  et  D  réels;  supposons-les,  en  outre, 
Mécrils  dans  un  sens  déterminé,  en  sorte  que  chacun  d'eux  repré- 
»  ente   un  point  imaginaire  et  un  seul^  le  point  c,  par  exemple, 
tant  représenté  par  le  cercle  C  et  le  point  d  par  le  cercle  D.  La 
roîle  imaginaireccf  est  imaginairement  conjuguée  à  la  droite  d  d  \ 
?es  deux  droites  étant  dans  le  même  plan  se  coupent  en  un  point 
éel,  que  l'on  peut  définir  comme  étant  le  point  réel  situé  sur  cd\ 
l,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  ce  point  est  le  sommet  d'un 
rône  passant  par  C  et  D.  Mais  ici  l'on  peut  ajouter  qu'un  specta- 
teur,   dont  l'œil    serait   placé   au    sommet  du    cône,    verrait  les 
^.ercles  C  et  D  décrits  en  sens  inverse;  en  sorte  que,  si  le  mobile 
-jui  est  censé  décrire  l'un  d'eux  lui  paraît  se  mouvoir  dans  le  sens 
es  aiguilles  d'une  montre,  le  mobile  qui  est  supposé  décrire  l'autre 
l^ui  paraîtra  se  mouvoir  dans  l'autre  sens. 

Celte  dernière  remarque  est  souvent  utile  pour  fixer  le  sens  que 
M'on  doit  affecter  à  un  cercle  représentant  un  point  imaginaire. 

Considérons  maintenant  une  surface  anallagmalique  R,  définie 
j)ar  la  surface  du  second  degré  A  et  la  focale  F  située  sur  cette 
surface,  et  les  deux  systèmes  de  génératrices  circulaires  de  l'anal- 
Jagmatique  appartenant  à  cette  focale.  Soit  C  un  cercle  fixe  de 
l'un  de  ces  systèmes,  représentant  deux  points  c  et  d  de  la  focale  ; 
soit  D  un  cercle  quelconque  de  l'autre  système,  représentant  deux 
points  d  et  d  de  la  focale.  Les  cercles  C  et  D  sont  situés  sur  une 
même  sphère,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que  les  droites  cd  et  dd^  sont 
deux  génératrices,  de  systèmes  différents,  de  la  surface  A.  D'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  les  sommets  des  cônes  qui  passent  par 
les  cercles  C  et  D  sont  les  deux  points  r  et  5,  où  se  coupent  respec- 
tivement les  droites  cdE  et  d  d  d'une  part,  les  droites  cd  et  d  d* 
d'autre  part.  Le  lieu  décrit  par  les  sommets  de  ces  cônes,  lorsque, 
le  cercle  C  étant  fixe,  le  cercle  D  se  déplace  sur  la  surface  R,  est 
donc  l'intersection  des  deux  cônes  ayant  pour  base  la  focale  F  et 
pour  sommets  les  points  c  et  d  »  Ces  cônes  sont  du  troisième 
degré;  leur  intersection,  qui  est  du  neuvième  degré,  se  compose 
d'abord  de  la  génératrice  cd ^  de  la  focale  et  du  lieu  cherché;  ce 
dernier  est  donc  du  quatrième  ordre. 
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1)^011  Ton  peut  conclure  la  proposition  suivante  : 

Étant  pris  y  sur  une  surface  anallagmatique,  un  cercle  quel- 
conque appartenant  à  une  focale  F  de  cette  surface  y  par  ce 
cercle  et  par  un  cercle  quelconque  D  du  second  système  circu- 
laire appartenant  à  cette  focale,  on  peut  faire  passer  deux 
cônes;  le  lieu  décrit  par  le  sommet  de  ces  cônes,  lorsque,  le 
cercle  C  étant  fixe,  le  cercle  I)  se  déplace  sur  la  surface,  est 
une  courbe  du  quatrième  ordre  faisant  partie  de  V intersection 
des  deux  cônes,  qui  ont  pour  base  commune  la  focale  F  et 
pour  sommets  les  deux  points  de  cette  focale  que  représente  le 
cercle  C. 

H.  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  montré  comment  on  peul  déter- 
miner les  conditions  géométriques  auxquelles  un  cercle  doit  satis- 
faire pour  représenter  un  couple  de  points  situés  sur  une  biqua- 
dratique  sphérique  donnée,  en  groupant  deux  à  deux  les  divers 
points  de  cette  courbe  de  façon  qu'à  l'ensemble  de  tous  les  couples 
de  points  corresponde  l'ensemble  des  génératrices  circulaires  d'une 
surface  anallagmatique.  Chaque  mode  de  groupement  est  défini 
par  une  surface  du  second  ordre,  de  telle  sorte  que  deux  points 
quelconques  de  la  courbe,  qui  se  correspondent,  se  trouvent  sur 
une  même  génératrice  de  la  surface. 

Soit,  en  général,  une  courbe  gauche  géométrique  quelconque  G; 
imaginons  une  surface  réglée  V,  telle  que  chacune  de  ses  généra- 
trices s'appuie  en  deux  points  sur  cette  courbe.  Soient  oa',  bb\ 
cc\  ...  les  génératrices  consécutives  de  celte  surface;  les  cercles 
{a,  a'),  (ft,  b'),  (c,  c'),  .  . .  engendreront  une  autre  surface,  que 
je  dirai  dérivée  de  la  courbe  G.  D'une  même  courbe  donnée  on 
peut  ainsi  déduire  une  infinité  de  surfaces  à  génératrices  circu- 
laires, et  chacune  de  ces  surfaces  dérivées  correspond  à  un  certain 
mode  de  groupement  des  points  de  la  courbe,  défini  par  la  surface 
réglée  V. 

Lorsque  la  courbe  G  est  plane,  les  droites,  telles  que  aa\ 
bb\  ...,  qui  joignent  les  points  conjugués  de  celle  courbe,  ne 
forment  plus  une  surface  gauche,  mais  enveloppent  une  courbe 
.  plane,  qui  peut  aussi  servir  à  définir  le  groupement  des  points. 
Dans  ce  cas,  et  lorsque  la  courbe  G  est  d'un  degré  supérieur  à 
deux,  chacune  des  tangentes  à  l'enveloppe  plane  rencontrant  G  en 
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^m  p]us  de  deux  points,  il  est  nécessaire  de  fixer  ceux  des  points  de 
^m  rencontre  que  l'on  doit  grouper  ensemble.  Pour  éviter  cette  diffi- 
^m  culte,  il  est  alors  généralement  préférable  de  défmir  chaque  couple 
V  de  points  par  d'autres  considérations  ne  donnant  lieu  à  aucune 

W  ambiguïté,   comme?  je  Tai  fait  au   n'^  7.   en    traitant  des  surfaces 

f  anallagmatiques  à  plan  de  symétrie. 

On  peut  toujours,  d'ailleurs,  sauf  dans  le  cas  très  particulier  où 
ia  courbe  plane  G  est  un  cercle,  effectuer  une  transformation  par 
raj-ons  vecteurs  réciproques,  de  façon  que  cette  courbe  devienne 
^ne  courbe  gauche  sphérique  (  *  ). 

12.  D'une  courbe  gauche  donnée  on  peut,  comme  je  l'ai 
'Montré,  déduire  une  infinité  de  surfaces  à  génératrices  circulaires, 
déj-i  vées  de  cette  courbe. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  surface  quelconque  à  géné- 

'^••■"ioes  circulaires,  on  peut  toujours  la  considérer  comme  une  sur- 

^^^^    dérivée  d'une  certaine  courbe  gauche  G.  En  désignant  par  G, 

^  •»     Ci'',  . .  .  les  diverses  génératrices  circulaires  de  la  surface,  cette 

covii^lje  est  le  lieu  des  points  (G),  (G'),  (G"),   ...  ;  et  la  surface 

''^Sl^e  V,  qui  détermine  le  mode  de  groupement  des  points  de  la 

^^^^•"le,  est  le  lieu  des  axes  des  différents  cercles. 

*  3.  Parmi  l'infinité  de  surfaces  dérivées  d'une  courbe  gauche  G, 
^^  ^^ouve  en  particulier  la  dés^eloppable  isotrope,  circonscrite  à 
^^^  ^«courbe;  j'entends  par  là  la  surface  développable  circonscrite 
*  **^  fois  à  l'ombilicale  et  à  la  courbe  donnée.  Tous  les  plans  qui 
^ont  tangents  sont,  par  conséquent,  des  plans  isotropes,  et  ses 
oratrices,  comme  nous  allons  le  voir,  sont  des  droites  iso- 
{^es. 
oit  m  un  point  quelconque  de  G;  pour  construire  les  généra- 
*^^esde  la  surface  développable  isotrope  qui  passent  en  ce  point, 
noos  la  tangente  à  la  courbe  en  m,  et  soit  t  le  point  où  cette 
gante  perce  le  plan  de  l'infini.  Menons  par  t  les  deux  tangentes 
l^mbilicale  û  et  soient  a  et  b  leurs  points  de  contact.  Les  plans 


loi 


C)  Voir,  comme  application  de  ces  considérations,  mon  Étude  i^éomélrique 
**«^  la  cyclide  (journal  L Institut  et  Bulletin  de  la  Société  philomathif/ue, 
**OTcmbre  1871). 
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tma  et  tmb  sonl  deux  plans  isotropes  tangents  à  la  courbe  G,  el 
les  génératrires  correspondantes  de  la  déveioppable  sont  les  droites 
isotropes  ma  et  mb.  Remarquons  maintenant  que,  la  droite  ab 
étant  la  polaire  du  point  t  par  rapport  à  Tombilicale,  le  plan  mba 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  ml;  les  génératrices  de  la  déve- 
loppable,  qui  passent  au  point  m,  sont  donc  les  deux  droites  iso- 
tropes passant  par  ce  point  dans  le  plan  normal  à  la  courbe. 

J'imagine  maintenant  une  droite  passant  parle  point  m  et  par 
le  point  m',  pris  sur  la  courbe  G,  à  une  dislance  infiniment  petite 
de  m.  Les  cônes  isotropes  ayant  ces  deux  points  pour  sommets  se 
coupent  suivant  un  cercle,  dont  le  plan,  perpendiculaire  à  nim\ 
passe  par  le  milieu  de  ce  segment,  et  dont  le  rayon,  égal  à  mm! y 
est  par  conséquent  infiniment  petit.  Le  point  m'  venant  à  se  con- 
fondre avec  le  point  m,  le  plan  du  cercle  d'intersection  devient 
normal  à  la  courbe  au  point  m,  le  rayon  de  ce  cercle  devient  nul 
et  ce  cercle  se  réduit  à  deux  droites  isotropes.  Donc,  quand  une 
droite  est  tangente  à  une  courbe  gauche,  le  cercle,  correspondant 
aux  deux  points  de  la  courbe,  qui  sont  réunis  au  point  de  contact, 
se  compose  des  deux  droites  isotropes  qui  passent  par  ce  point 
daus  le  plan  normal  à  la  courbe. 

D'où  cette  conclusion  :  la  développable  isotrope,  circonscrite  à 
une  courbe  gauche,  est  la  surface  dérivée  de  cette  courbe,  lorsque 
la  surface  réglée,  qui  fixe  le  groupement  de  ses  points,  est  la 
développable  formée  par  les  tangentes  à  la  courbe. 

Appliquons  ces  résultats  à  la  recherche  de  la  focale  d'une  courbe 
sphérique  quelconque  H;  on  sait,  d'ailleurs,  que  cette  focale  est  la 
ligne  double  de  la  développable  isotrope  circonscrite  à  H. 

En  désignant  par  S  la  sphère  qui  contient  cette  courbe,  pour 
qu'un  point  donné  /n  soit  situé  sur  une  surface  S  dérivée  de  H,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  le  plan,  associé  au  point  m  par  rap- 
port à  la  sphère  (*),  coupe  la  courbe  H  en  deux  points  situés  sur 
une  génératrice  de  la  surface  réglée  y,  qui  détermine  le  groupe- 
ment de  points  correspondant  à  la  surface  S.  Si  Ton  considère  en 
particulier  la  développable  isotrope,  qui  correspond  à  la  dévelop- 
pable ayant  H  pour  arête  de  rebroussement,  pour  qu'un  point  m 


(  '  )  Sur  l'expression  «  plan  usâocié  k  uu  point  »,  voir  n*  5. 
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soit  situé  sur  celle  développable  isotrope,  il  faut  et  il  suffît  que*  le 
plan  associé  au  point  m  soit  rangent  à  la  courbe  H. 

Si  m  est  un  point  de  la  focale,  c'est-à-dire  de  la  li<;ne  double  de 
i^  développable  isotrope  circonscrite  à  H,  le  plan  associé  à  m  est 
doublement  tangent  à  H. 

On    peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 


ï*o„ 


Jocale  d'une  courbe  sphérique  est  le  heu  des  points  asso- 
cit^s    C    |)ar  rapport  à  la  sph«'*re  qui  contient  la  courbe)  aux  divers 
pierres  doublement  tangents  à  cette  courbe. 

^4--    En  particulier,  supposons  que  la  courbe  donnée  soit  une 

^■c|  ti  sidratique  sphérique;   on  a,  dans  ce  cas,  quatre  systèmes  de 

^    ^*^s    doublement  tangents  à  celte  courbe  et  qui  correspondent 

^^    cjualre  côïies  du  second  de^ré  sur  lesquels  on  peut  la  placer. 

cale  se  compose  donc  de  quatre  biquadratiques  sphériques. 

les  construire,  considérons  un  de  ces  cônes  K  et  son  som- 

^^       O;    la   biquadratique  correspondante  est  le  lieu  des  points 

^^^Ciiés  aux  plans  tangents  à  ce  cône.  Ces  plans  tangents  passant 

"     *^     l  «  point  fixe  O,  la  courbe  est  située  sur  la  sphère  ajanl  ce  point 

i,^^^^^    centre  et  coupant  orthogonalemenr  la  sphère  S,  et  elle  est 

*^  ^  ^rsection  de    celte  sphère    par  le    cône    supplémentaire    du 

'-^  ^  K  dont  le  sommet  est  le  centre  de  S. 

^^  ^   la  biquadratique  donnée  est  une  focale  d'une  surface  anallag- 

^  ^î  que,  les  quatre  autres  biquadratiques  que  Ton  en  déduit  ainsi 

^tituenl  avec  elle  la  focale  ordinaire  de  cette  anallagmalique. 

sait  d'ailleurs  que  ces  cinq  courbes  sont  situées  sur  cinq  sur- 

s  du   second  degré  hornofocales;    les    trois  coniques   focales 

I       ^^•r^munes  à  ces  surfaces  constituent  la  focale  singulière  de  Tanal- 

&*3ialique. 

Xo.  Remarques  sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs 

^^^iproques.   —   Lorsqu'une  surlace   passe   par   l'ombilicale,    sa 

^^ale  complète  se  compose  généralement  de  deux  courbes  dis- 

^^ctes  (dont  chacune  peut  elle-même  se  décomposer  en  plusieurs 

^^Ires).  Les  plans  isotropes  tangents  à  la  surface,  dont  le  point  de 

^^ntact  est  à  distance  finie,  enveloppent  une  développable  dont 

*^  ligne  double  est  W focale  ordinaire  de  la  surface;  la  dévelop- 
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pable  circonscrite  le  long  de  Tombilicaie  a  pour  ligne  double  la 
focale  singulière. 

Pour  prendre  [^exemple  le  plus  simple,  on  voit  que  la  focale 
ordinaire  d^une  anallagmatique  se  compose  de  cinq  biquadratiques 
sphériques  qui  ont  entre  elles  les  relations  que  j'ai  indiquées  plus 
haut,  et  que  sa  focale  singulière  se  compose  de  trois  coniques. 

Une  surface  du  second  degré  n'a  généralement  pas  de  focale 
singulière  et  sa  focale  ordinaire  se  compose  de  trois  coniques;  une 
sphère  n'a  qu'une  focale  singulière  qui  se  réduit  à  son  centre. 

Quand  on  transforme  une  surface  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, on  voit  facilement  que  la  focale  ordinaire  de  la  transformée 
est  la  transformée  de  la  focale  ordinaire  de  la  surface  primitive. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  relativement  à  la  focale  singulière. 
Pour  voir  ce  qui  a  lieu  dans  ce  cas,  je  ferai  remarquer  que  tout 
point  (réel  ou  imaginaire)  de  l'espace  situé  à  distance  finie  est 
représenté  par  un  cercle  de  l'espace  dont  le  rayon  est  fini  et  dont 
le  centre  est  situé  également  à  distance  finie. 

Généralement,  un  point  situé  à  l'infini  n^est  pas  susceptible  de 
mode  de  représentation,  le  cercle  qui  le  représenterait  étant  alors 
rejeté  entièrement  à  l'infini;  il  faut  le  définir  par  l'une  quelconque 
des  droites  qui  s'y  croisent. 

Lorsque  le  point  considéré  dans  le  plan  de  l'infini  se  trouve  sur 
l'ombilicale,  le  cercle  qui  le  représente  se  réduit  à  une  droite  dont 
la  direction  seule  est  déterminée.  Un  point  de  l'ombilicale  n'a 
donc  pas,  à  proprement  parler,  de  représentation;  mais  si  on  le 
considère  comme  appartenant  à  une  nappe  d'une  surface  donnée, 
la  droite  qui  le  représente  est  alors  déterminée;  c'est  la  droite 
réelle  du  plan  tangent  à  la  nappe  de  la  surface  au  point  considéré. 

Une  sphère  ajant  une  nappe  unique,  on  voit  que  chaque  point 
de  l'ombilicale  (considéré  comme  appartenant  à  la  sphère)  est 
représenté  par  une  droite  unique  passant  par  le  centre  de  cette 
sphère,  si  l'on  suppose  ce  centre  réel,  en  sorte  que  tous  les  points 
de  ronibilicale  seront  représentés  par  le  système  de  toutes  les 
droites  qui  rayonnent  autour  de  ce  point. 

Une  surface  anallagmatique  ayant  deux  nappes  qui  se  coupent 
suivant  Tombilicale,  chaque  point  de  cette  courbe  est  représenté 
par  deux  droites  réelles;  l'ensemble  de  toutes  les  droites  que  l'on 
obtient  ainsi  forme  une  congruence  qui  représente  Tombilicale. 
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is  considérations  qui  précèdent  permettent  d'établir  facilement 
fst     f>xoposjtion  suivante  : 


d  Von  transforme  une  surface  S  en  S'  par  une  transforma- 
^tc^^-^   par  rayons  vecteurs  réciproques;  au  moyen  d'une  sphère 
^^^iT ^^ite  autour  d'un  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  égal 


^ 

■   *^   La  focale  ordinaire  de  S  a  pour  transformée  la  focale 
Suaire  de  S'; 

*  Pour  obtenir  la  focale  singulière  de  S'  considérons  le 

*  isotrope  ayant  pour  sommet  le  point  O  ;  il  coupe  S  sui- 
^"^^^  ^'^  ^    une  courbe  à  double  courbure,  à  laquelle  on  peut  cir- 
^^^"^"^-^Cf-ire  une  infinité  de  plans  doublement  tangents  envelop- 
P^^^^^  ^   u,ne  surface  développable  S. 

-^^  ^at    courbe  polaire  réciproque  de  cette  surface,  par  rapport 

^      ^-*-^-'     sphère  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  —jz  comme 


J^ 


,  est  la  focale  cherchée. 

•    Si,  en  particulier,  on   considère  une   surface   anallagma- 
^  ^-*  ^    S,  le  cône  Isotrope  a^^ant  pour  foyer  le  point  O  coupe  Tanal- 
^  "         s^tique  suivant  une  biquadratique.  La  développable  double- 
'     circonscrite  à  cette  courbe  se  compose  de  trois  cônes  du 
d  degré,  qui  ont  pour  polaires,  relativement  à  la  sphère  dont 
ns  de  parler,  les  trois  focales  singulières  de  S'. 


—  Propriétés  dbs  normales  aux  surfaces  anallagmatiquës  (})* 

Proposition  fondamentale. 

.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  notions  importantes  rela- 
aux  surfaces  anallagmatiques. 

peut  définir  une  surface  anallagmatique  21  comme  le  lieu  des 
ts  associés,  par  rapport  à  une  sphère  fixe  S|,  des  divers  plans 
ouchenl  une  surface  du  second  degré  (ou  quadrique)  A^. 


No"^^^^^^         Voir,  à  ce  sujet,  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  janvier  1868,  nia 

Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  anallagmatiques. 
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L^interscction  de  S|  et  de  A|  est  une  biquadratique  sphérîque  F, 
qui  conslilue  l'une  des  focales  ordinaires  de  S. 

On  sait,  diaprés  M.  Moutard,  que  la  même  surface  est  suscep- 
tible de  quatre  autres  modes  de  génération  semblables,  au  moyen 
de  quatre  autres  quadriques  Aj,  A3,  A4,  A5,  et  de  quatre  sphères 
correspondantes  S-j,  S3,  S4,  S.-,. 

Les  quatre  biquadratiques  Fs,  F3,  F4,  Fs  suivant  lesquelles  se 
coupent  respectivement  ces  quadriques  et  ces  sphères,  constituent 
avec  F|  la  focale  ordinaire  complète  de  S,  et  toutes  ces  courbes 
sont  reliées  entre  elles  de  la  façon  que  j*ai  indiquée  dans  le  Cha- 
pitre précédent. 

Des  nombreuses  relations  qui  ont  lieu  entre  ces  diverses  sur- 
faces, je  rappellerai  seulement  les  suivantes,  dont  j'aurai  besoin 
dans  ce  qui  suit. 

En  désignant  respectivement  par  0|,  O2,  Os,  Oj|  et  O3  les  cinq 
cenires  des  sphères  : 

I"  Quatre  quelconques  d'entre  eux  fqrment  un  télraèdre  con- 
jugué par  rapport  à  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  cinquième  point 
et  par  rapport  à  la  quadrique  correspondante;  ainsi  le  tétraèdre 
O1O3OSO4  est  conjugué  par  rapport  à  Ss  et  à  A5. 

D'où  il  suit  que  O3  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
tétraèdre  0|  O2O3O4,  ou  encore  que  la  droite  O4O5  est  perpen- 
diculaire au  plan  O1O2O3. 

2**  Deux  quelconques  des  cinq  sphères  se  coupent  suivant  un 
plan  (|ui  contient  les  centres  des  trois  autres.  Ainsi,  le  plan  radical 
des  sphères  S|  et  Sa,  que  je  désignerai  par  la  notation  P,2,  est  le 
plan  O3O4O5. 

L'axe  radical  des  trois  sphères  S|,  S2  et  S3,  que  je  désignerai 
parla  notation  D45,  est  la  droite  O4O5. 

18.  Ceci  posé,  soient  S,  et  Sy  deux  sphères  principales  de  Tanal- 
lagmatique  ]£,  et  A/,  Ay  les  quadriques  correspondantes. 

M  désignant  un  point  quelconque  de  S  et  (M)  le  cône  isotrope 
dont  ce  point  est  le  sommet,  le  plan  associé  à  M  par  rapport  à  S/ 
louche  A|  en  un  point  m,  que  l'on  peut  appeler  le  point  corres- 
pondant de  M  sur  A/;  ce  plan  est  d'ailleurs  le  plan  radical  de  S, 
et  de  (M)  considéré  comme  une  sphère  de  rayon  nul.  De  même, 
le  plan  associé  à  M  par  rapport  à  Sy  touche  Ay  en  un  point  nij  cor- 
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respondant  aussi  à  M,  et  ce  plan  est  le  plan  radical  de  Sy  etde  (M). 

D'après  un  théorème  connu,  ces  deux  plans  radicaux  se  coupent 
sur  le  plan  radical  Pij  des  deux  sphères  S;  et  Sy. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  désigne  par  m/  et  mj  deux  points 
correspondants  sur  les  quadriques  Ai  et  Ay,  les  plans  tangents 
en  ces  points  se  coupent  suivant  une  droite  E  située  dans  le 

j>lan  Pij.  La  droite  mintj  est  normale  à  Vanallagmatique  S,  et 
/e  pied  de  la  normale  est  situé  dans  le  plan  mené  par  Dijj 

y^crpendiculairement  à  E. 

Comme  l'on  a  dix  plans  P/y,  on  voit,  d'après  le  tlioorème  pré- 
cédent, que  le  système  des  normales  à  une  anallagmatique  donnée 
peut  être  engendré  de  dix  façons  différentes,  au  moj'en  de  deux 
quadriques  homofocales.  De  là  résultent  encore  d'autres  modes  de 
g^^nération  de  ces  droites,  au  moyen  de  trois  ou  de  quatre  qua- 
driques. 

Ce  sont  ces  diverses  conséquences  que  je  me  propose  d'étudier 
^t.  de  développer  dans  les  paragraphes  qui  suivent. 

énération  du  système  des  droites  normales  à  une  même  surface 
anallagmatique  au  moyen  de  deux  quadratiques  homofocales, 

19.  De  la  proposition  qui  précède  on  déduit  facilement  le 
l:iéorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Étant  données  deux  quadriques  homofo^ 

-^les  A|  et  A2  et  un  plan  arbitraire  P,,,  si,  de  chaque  droite  E 

ce  plan  on  mène  des  plans  tangents  aux  deux  quadriques, 

t  si  r on  joint  deux  à  deux  les  points  de  contact  appartenant 

des  surfaces  différentes,  toutes  les  droites  ainsi  obtenues 

ont  normales  â  une  même  surface  anallagmatique  S. 

J'ajouterai  que  la  surface  S  est  te  lieu  des  points  d^intersec- 

ion  de  chacune  des  normales  avec  le  plan  mené  par  la  droite, 

ui  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  P|2  par  rapport  aux  surfaces 

homofocales  à  A|  et  K^^  perpendiculairement  à  la  droite  E  cor- 

Respondant  à  la  normale.  On  a  ainsi  un  mode  simple  et  direct  de 

L.  —11.  17 
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génération  de  la  congruence  de  droites  formée  par  les  normales  à 
une  anallagmatique;  et,  comme  je  l'ai  Tait  remarquer,  cette  con- 
gruence peut  être  engendrée,  de  la  même  façon,  de  dix  manières 
différentes. 

Tout  ceci  se  rattache  à  l'étude  de  deux  complexes  de  droites 
remarquables,  que  l'on  peut  déGnir  ainsi  qu'il  suit  : 

Étant  données  arbitrairement  deux  quadriques,  et  m,  nt!  dési- 
gnant deux  points  pris  respectivement  sur  chacune  de  ces  surfaces, 
le  premier  complexe  est  composé  des  droites  mw!  telles  que  les 
plans  tangents  en  ces  points  se  coupent  sur  une  droite  fixe.  Le 
deuxième  complexe  (réciproque  du  premier)  est  composé  des 
droites  d'intersection  des  plans  tangents  en  m  et  en  nt!  quand  la 
droite  mnJ  s'appuie  sur  une  droite  fixe. 

20.  La  construction  précédente  donne,  pour  chaquie  point  17? 
de  A|,  deux  des  normales  à  £  qui  s'y  croisent;  comme  ces  deux 
droites  doivent  être  symétriques  par  rapport  au  plan  tangent  à  ce 
point,  on  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  5/,  par  une  droite  D,  prise  arbitraire- 
ment  dans  Vespace,  on  mène  des  plans  tangents  à  deux  qua- 
driques  homofocales  A| ,  A2,  et  qui  la  touchent  respectivement 
en p^^  qs  et  /?2,  72»  Ici  normale  menée  en  p^  à  la  quadrique  A, 
est  dans  le  plan  des  deux  droites  p^p^  ^^  p\  q^i  et  fait  avec  elles 
des  angles  égaux. 

Si  Ton  considère  le  quadrilatère  pxqip^q^i  on  voit  que  deux 
côtés  consécutifs  quelconques  de  ce  quadrilatère,  p\q\  et  q\p% 
par  exemple,  sont  également  inclinés  sur  la  normale  en  ^i,  et  que 
leur  plan  contient  cette  normale  ;  d'où  cette  conséquence  curieuse  : 

Théorème  IV  (*).  —  Etant  données  deux  quadriques  homo- 
focales quelconques)  si  un  rayon  lumineux,  mené  d'une  façon 
quelconque  dans  V espace,  se  réfléchit  une  première  fois  sur  la 
première  surface,  une  seconde  fois  sur  la  deuxième,  une  troi- 


(>)  Il  est  bien  clair  que  l'on  doit  choisir  d'une  façon  convenable  les  points  de 
réflexion  ;  de  plus,  on  peut  remarquer  que  deu\  des  rayons  réfléchis  sont  virtuels. 
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sième  fois  sur  la  première ,  et  enfin  une  quatrième  fois  sur  la 
deuxième,  après  ces  quatre  réflexions,  il  reprend  la   même 
t^oute,  en  sorte  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  réflexions  ana- 
logues qu'il  éprouve^  il  parcourt  constamment  les  quatre  côtés 
du  même  quadrilatère. 

En  s'appuyant  sur  la  ihéorie  bien  connue  des  caustiques,  on 
rféduit  de  là  la  proposition  suivante,  qui  s'applique  également 
3W  coniques  homofocales  (*)  et  donne  alors  comme  cas  particu- 
'ier  la  propriété  focale  qui  sert  de  définition  à  l'ellipse  et  à  l'hy- 
perbole. 

THéoRfeME  V.  —  Étant  données  deux  quadriques  homofo- 
cales quelconques,  si,  par  une  droite  prise  arbitrairement  dans 
^  ^^J>€xce,  on  mène  des  plans  qui  touchent  respectivement  ces 
^^f^fcices  aux  points  /?«,  /?2  et  gr,,  gra,  la  somme  de  deux  côtés 
^^^sécutifs  du  quadrilatère  formé  par  ces  quatre  points  est 
^g^lc  à  la  somme  des  deux  autres,  en  sorte  que  l'on  a 

^1  •  Aux   propositions  précédentes   se   rattache   un   mode  de 

^''Hnsformation  de  droites  dans  l'espace,  qui  mérite  d'être  signalé. 

t.tant  données  deux  quadriques  homofocales  A  et  B  et   une 

droite  quelconque  D,  considérons  un  des  points  où  cette  droite 

^'^Contre  A,  et  soit  a  ce  point;  soit  de  même  b  un  des  points  où 

^  droite  coupe  B,  les  plans  tangents  en  a  et  en  6  se  coupent  sui- 

^*^t  une  droite  par  laquelle  on  peut  encore  faire  passer  un  plan 

^Ogent  à  A  et  un  plan  tangent  à  B;  A  désignant  la  droite  qui  joint 

^^rs  points  de  contact,  je  dirai  que  D  et  A  sont  des  droites  cor- 

^Spondantes  conjuguées. 

A  une  droite  quelconque  de  l'espace  D  correspondent  quatre 
^^oiles  A;  si  un  rayon  lumineux  est  dirigé  suivant  la  droite  D, 
^près  s'être  réfléchi  successivement  sur  chacune  des  deux  qaa- 


(*)  11  est  presque  inutile  de  dire  que  tous  les  théorèmes  énoncés  dans  ce 
Mémoire  s'appliquent  également  aux  anallagmatiqucs  et  aux  coniques  planes, 
^însi  qu'aux  courbes  sphériques  analogues. 
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driques,  sa  direction  coïncidera  avec  celle  d^une  des  droites  con- 
juguées A,  et  Ton  obtiendra  ces  quatre  droites  en  choisissant,  de 
toutes  les  façons  possibles,  les  points  où  se  fait  la  réflexion. 

Du  théorème  de  Malus  il  résulte  d^ailleurs  que  si  un  svstème  de 
droites  D  est  normal  à  une  même  surface,  il  en  est  de  même  des 
systèmes  des  droites  conjuguées. 

2!2.  Le  système  des  droites  normales  à  une  anallagmatique  S 
étant  défini  comme  je  l'ai  fait  dans  le  n®  19  au  moyen  des  deux 
quadriques  homofocales  Â|  et  A2  et  du  plan  fixe  P12,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  tous  les  autres  éléments  qui  définissent  £. 

En  conservant  les  notations  du  n^  SO,  si  Ton  désigne  en  outre 
par  Ky  la  conique  suivant  laquelle  le  plan  P/y  coupe  la  quadrique  A/, 
on  obtiendra  facilement  les  propositions  suivantes  : 

Les  centres  0|  et  O2  des  sphères  correspondant  aux  qua- 
driques A|  et  A2  sont  respectivement  les  pôles  du  plan  P12  par 
rapport  à  ces  surfaces.  Les  centres  des  trois  autres  sphères 
sont  les  points  de  rencontre  des  diagonales  du  quadrilatère 
complet  formé  par  les  quatre  points  dHntersection  des  coni- 
ques K*  et  KJ. 

Si  Von  circonscrit  une  surface  développable  à  la  qua- 
drique A|  et  à  la  conique  KJ,  les  trois  autres  coniques  doubles 
de  cette  surface  sont  les  coniques  KJ,  K*  et  KJ,  et  la  dé{?elop- 
pable  est  circonscrite  à  la  sphère  S| . 

De  là  résulte,  en  particulier,  une  construction  très  simple  des 
diverses  quadriques  At,  A2,  A3,  . ..,  lorsque  la  surface  anallag- 
matique est  définie  par  Tune  d'elles  et  la  sphère  correspondante. 

Théorème  VI.  —  Une  surface  anallagmatique  étant  définie 
par  une  surface  du  second  degré  et  une  sphère,  la  dévelop'^ 
pable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces  a  quatre  lignes  doubles 
qui  sont  des  coniques.  Diaprés  un  théorème  dû  à  M.  Chas  les, 
par  chacune  de  ces  coniques  on  peut  faire  passer  une  qua- 
drique homo focale  à  la  première;  les  cinq  quadriques  ainsi 
déterminées  sont  précisément  celles  au  moyen  desquelles  on 
peut  engendrer  la  surface. 


SUR  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  géométrie  dans  l'espace.        361 

23.  Le  système  des  normales  à  une  surface  anallagma  tique  £ 
peut  éire  en  général  engendré  de  dix  manières  différentes  par  le 
mode  de  construction  que  j'ai  indiqué  ci-dessus. 

Si  la  surface  a  un  plan  de  symétrie,  quatre  de  ces  modes  de 
génération  ne  peuvent  être  généralement  appliqués  et  deviennent 
ii/usoires. 

On   peut,  en  effet,  définir  cette  surface  au  moyen  d'une  qiia- 
drique  el  d'une  sphère  S  ayant  son  centre  dans  un  des  plans  de 
symétrie  H  de  cette  quadrique;  les  centres  des  autres  sphères 
pnncipales  de  Tanallagmatique  sont  les  sommets  des  cônes  pas- 
sant par  l'intersection  de  la  quadrique  et  de  la  sphère  S.  Dans  le 
^s  considéré,  l'un  de  ces  centres  étant  à  l'infini,  la  sphère,  la 
9uadric|ue  et  le  plan  fixe  correspondant  se  confondent  tous  les 
ïfois  avec  le  plan  de  symétrie  H;  la  proposition  fondamentale  ne 
peut  donc  plus  s'appliquer,  et  il  est  nécessaire  d'étudier  directe- 
Aient  Oc  cas  spécial. 
**^îs  avant   d'aborder  cette  élude,   je   dois  encore  faire  une 
"^^'^cjue   sur   un  cas  singulier  qui   semble   présenter    quelque 


Les  normales  à  une  surface  anallagmatique  ayant  trois  plans 
^y  ODiétrie  peuvent  être  considérées  comme  le  lieu  des  diverses 
^'^^s  qui  joignent  les  points  de  deux  quadriques  homofocales 
P      ^"^     lesquels  les  plans  tangents  sont  parallèles. 

^^^risidérons  maintenant  deux  quadriques  homofocales,  et  soit  H 

^^  leurs  plans  de  symétrie;  prenons  une  droite  quelconque  E 

^^  dans  ce  plan,  et  menons  par  cette  droite  des  plans  tangents 

.     ^^    deux  surfaces;  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact 

^^s  sur  l'une  des  surfaces  aux  points  de  contact  situés  sur  l'autre 

.         ^  toutes  normales  à  une  même  série  de  surfaces  parallèles  pour 

^  M  elles  on  saura  même  déterminer  les  lignes  de  courbure. 

^^^ns  le  cas  général  (celui  où  le  plan  H  n'est  pas  un  plan  de 

^^^Irie),  on  sait  que,  parmi  ces  surfaces  parallèles,  se  trouve  une 

^«lagmatique;  dans  le  cas  singulier  que  je  considère,  celle  anal- 

S^^alique  est  rejetée  à  l'infini. 

*■  ^  remarque,  en  effet,  que  le  lieu  des  pôles  du  plan  H,  par  rap- 

*^   ^'^  aux  quadriques  homofocales   aux  quadriques  données,  est 

^^"^  Oj5  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  H;  les  points  de 


aGs  OÉOXÉTRIE. 

contact  des  plans  menés  par  E  aux  deux  quadriques  sont  situé«  sur 
un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  E,  et,  par  conséquent, 
parallèle  au  plan  mené  par  Os,  perpendiculairement  à  cette 
droite.  11  en  résulte,  d'après  la  construction  donnée  dans  le  n"  16, 
que  tous  les  points  de  Tanallagmatique  sont  rejetés  à  l'infini. 


SUR   LES    FORMULES    FONDAMENTALES 


DE   LÀ 


THÉORIE   DES    SURFACES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;   1873. 


1. 

Les  beaux  travaux  de  MM.  Bonnet,  Bour  et  Codazzi  ont  nota- 
blement perfectionné  la  théorie  des  surfaces;  les  formules  fon- 
damentales de  cette  théorie  me  paraissent  pouvoir  être  exposées 
d'une  façon  assez  simple .... 

Je  suppose  les  différents  points  de  la  figure  rapportés  à  trois 
axes  rectangulaires  Oar,  O^,  Oz,  et  les  coordonnées  des  points  de 
la  surface  exprimées  en  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes u  et  V. 

Soient  lu)  et  {v)  les  courbes  de  la  surface  obtenues  en  donnant 
respectivement  kuelk  v  des  valeurs  constantes. 

Imaginons   un    trièdre   trirectangle   il/X,  J/Y,    il/Z,    qui   se 

déplace  de  façon  que  son  sommet  M  décrive  la  surface,  l'arête  MTj 

lui  étant  normale;  les  deux  arêtes  Jl/X  et  MY  sont  constamment 

situées  dans  le  plan  tangent  en  M^  mais  leur  mouvement  reste 

indéterminé. 

Soient 

cosa,     cosp,     cosy, 

cosj,     cosu,     cosÇ, 

cosX,     cosfx,     cosv 

les  cosinus  que  font  respectivement  les  axes  il/X,  if/Y,  MTj  avec 
les  axes  fixes  Oxj  Oy^  Oz. 
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Si  Ton  passe  d'un  point  quelconque  («/,  v)  de  la  surface  à  an 
point  infiniment  voisin  {u-{-dUj  i'-f-rft'),  d'après  une  formule 
bien  connue  sur  le  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  inva- 
riable (*),  on  a  les  neuf  relations  suivantes  : 

û^cosa  =-+-(M£/m-+-  N</p)cosÇ  -+-(P£/a+  S^p)cosX, 

û? cos  Ç  =  —  ( M  du  -h  N  dv)cosoL  — ( Rdu-^Q  dv)  cosX, 

(i)  [  c?cosX  =  — (P  du -h  S  </p)cosa-+-(R</a-4-Q€/i')cosÇ, 

rfcos^  =-H(MrfM-+-Nrfv)cosu-+-(P£/a-^S  dv)cos\L^ 


Je  n'écris  que  les  quatre  premières  de  ces  relations,  les  autres 
s'en  déduisant  immédiatement;  M,  N,  P,  Q,  R  et  S  désignent 
six  fonctions  données  de  u  et  de  r. 


II. 


Comme  les  développements  qui  suivent  s'appuient  surtout  sur 

les  formules  données  (2)  par  M.  Serret  pour  les  lignes  à  double 

courbure,  je  transcrirai  ici  ces  formules. 

Soient 

cosa,     cos6,      cosc, 

cosa?,    co»^,     cos-5, 

cos/,     cos/n,     cos/i 

les  cosinus  des  angles  que  font  respectivement,  avec  les  axes 
fixes  Ox^  Oy  et  O2,  la  tangente  à  la  courbe,  la  normale  princi- 
pale et  l'axe  du  plan  osculuteur. 

Désignons  de  plus  par  ds  un  élément  infiniment  petit  de  la 
courbe,  par  /•  le  rayon  de  courbure  et  par  t  le  rayon  de  torsion  en 
ce  point. 

J^es  formules  de  M.  Serret  sont  contenues  dans  le  Tableau  sui- 


(»)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a»  série,   t.  VI,   la  Note  de 
M.  Picart  :  Nouvelle  théorie  du  déplacement  continu  d'un  corps  solide,  ^.  160. 
(5)  Voir  Calcul  différentiel  de  Lacroix,  t.  II,  p.  284  et  299. 
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vaut  : 


^  dcosa  =  cosa?  — > 

r 

dcoso  =  cos^ — 9 
,  ds 

dCOSC  =  COSZ  — y 

r 


a  cosi    =  cosa?---» 

a  cos  m  =  cos  y  --  > 

•^    t 

ds 
dcosn  =  C08-5  ---; 


(») 


j  ds  ,  ds 

acosx  =  —  cos  a cos«   — > 

r  f 

,                           ,  ds  ds 

d  QO%y  =  —  cos  b cos  m  —  > 

I  ,  ds  ds 

\  acos«  =  —  cosc cos/i  —-• 

■  r  t 

% 

Elles  sont,  on  le  volt  facîlemenr,  contenues  dans  les  formules 
géDërales  (i). 

Je  suppose  maintenant,  en  conservant  toutes  les  notations  pré- 
cédentes, que  la  ligne  considérée  soit  tracée  sur  la  surface  donnée. 

La  droite  MTj  étant  normale  à  la  surface,  en  désignant  par  i 
TaDgle  que  fait  la  courbe  avec  Taxe  A/X,  et  par  xs  l'angle  que  fait 
la  normale  principale  de  la  courbe  avec  la  normale  à  la  surface, 
les  formules  d*Euler  donnent  le  système  de  formules  suivant  : 

cos  a  cosa-f-  cos  6  cos^  -+-  cosc  cosy  =  cosi, 

cos  a  cos  Ç -4- cos  6  cosu  h- cosc  cosîj  =  sini\ 

cos  a  cosX  -4-  cos  b  cos  \l  -+-  cos  c  cos  v  =  o  ; 

cosa"  cosa-f-  cos^  cos^  -+-  cus^  cos  y  =  sinm  sini, 

cos  a?  cos  Ç  -h  cos^  cosu  -+-  cos  5  cosÇ  =  —  sint»  cost, 

cosa?cosX-+-  cos  y  cos(ji-+-  cosz  cosv  =  cosw, 

cos/  cos  a  H-  cos  m  cos^  -h  cosn  cos  y  =  —  cos©  sint, 

cos  /  cos  \  -H  cos  m  cos  u  ■+■  cos  n  cos  Ç  =  cos  m  cos  t, 

cos  /  cos  X  -h  cos  m  cos  \l  -+-  cos  n  cosv  =  sin  xs. 

Si  maintenant  nous  difTérentions  ces  neuf  équations  en  tenant 
compte  des  relations  (i)  et  (2),  nous  obtiendrons,  après  quelques 
réductions  faciles,  le  Tableau  suivant  : 

ds 


(A) 


sin  w  =  rfi  -h  M  rfw  -h  N  dv^ 


ds 


—  cosw  =  {V  du-^-Sdv)  cos  i  —  (  R  û?a  -h  Q  rft'  )  sin  *\ 
r 

ds 

—  rfnj-f-  --  =  —  {V  du-^S  dv)^\ni  —  (Kdu-\-Çldç)  cos  i 
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qui   donne  les   trois   premières   équations   fondamentales  de  la 
théorie  des  courbes  tracées  sur  les  surfaces. 

Les  quantités  ^cosa,  dcos^^  ...  étant,  par  leur  définition 
même,  des  différentielles  exactes,  en  exprimant  que  cette  condi- 
tion est  remplie,  on  obtiendra  les  trois  relations  contenues  dans 
le  Tableau  suivant  : 

(B)  .g_g=MQ_RN. 

^  _  ^  =  NP  _  MS. 
dv        du 


III. 

Supposons  maintenant  que  les  courbes  (u)  et  ((^)  déterminent 
sur  la  surface  un  réseau  orthogonal,  et  que  les  axes  AflL  et  MY 
soient,  en  chaque  point,  tangents  aux  deux  courbes  qui  s'j  croi- 
sent à  angle  droit. 

En  désignant  par  ds  un  élément  linéaire  quelconque  de  la  sur- 
face, soit 

d'où 

ds  cos  t  =  E  dUf        ds  sin  ï  =  G  dv^ 
et 

ds  cosa  =  Edu  cos  a  -hGdv  cosÇ, 

ds  cosb  =  Edu  cos  ^  -4-  G  rfp  cosu, 

ds  cosc  =Edu  cos  Y  -h  G  dv  cos  Ç. 

Je  remarque,  avec  M.  Bonnet  (*),  que  par  définition  ces  trois  der- 
nières quantités  sont  des  dilTérenlielles  exactes;  exprimant  ces 
conditions,  en  tenant  compte  des  équations  (i),  nous  obtiendrons 
les  relations  contenues  dans  le  Tableau  suivant  : 

4^=  — GM,        ESh-GR  =  o, 

dG       „_.  ^        ,       Gdv 

5^-=  EN,        lang.=  g^- 


(  •  )  Mémoire  sur  la  théorie  des  sur/aces,  etc.  {Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, XLII*  cahier^  p.  35). 
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J^aî   introduit  dans  ce  Tableau  la  valeur  de  tangi,  en  fonction 
de  u  et  de  v. 

On   a    ainsi,   en  A,  B,  C,   toutes  les  formules   fondamentales 
relatives  au  cas  où  les  courbes  [u)  et  (r)  sont  orthogonales. 

Il  resterait  à  prouver  que,  si  les  fonctions  M,  N,  P,  Q,  R,  S, 
E,  G  satisfont  aux  équations  aux  difTérences  partielles  contenues 
dans  les  Tableaux  (B)  et  (C),  ces  fonctions  déterminent  effective- 
ment   une    surface;   pour  cette   démonstration,  je  renverrai   au 
Mémoire  de  M.  Bonnet,  déjà  cité. 


IV. 

Considérons  maintenant  le  cas  général;  soit  2  0)  l'angle  sous 
lequel,  en  un  point  quelconque  de  la  surface,  se  coupent  les 
courbes  (a)  et  (p)  qui  se  croisent  en  ce  point. 

Nous  choisirons  les  axes  J/X  et  MY^  de  telle  sorte  qu'ils  coïn- 
cident avec  les  bissectrices  de  cet  angle. 

En  désignant  par  ds  un  élément  linéaire  quelconque  de  la  sur- 
face, posons 

ds^=  E*rfa'-i-  aEG  cosita.du  dv  -+■  G^dv^, 
d'où 

dscosi  =  (Edu-h  Gdv)costi>,        ds  s'in i  =  (E  du  —  Grft')sinu>, 
et 

dscosa  =  (Edu-h  G  dç)  costo  cosol  -{-  {Edu  —  G  dv)  sinwcosÇ; 

je  ne  transcris  pas  les  valeurs  de  dscosb  et  dscosc. 

Si  nous  exprimons  que  ces  trois  dernières  quantités  sont  des 
diflTérenti elles  exactes,  nous  obtiendrons  les  relations  contenues 
dans  le  Tableau  suivant,  où  j'ai  transcrit  la  valeur  de  tang£, 

\dv        rftt/tang(D~~  \  dv  /  \  du/^ 

(f.f)„.,„=-E(N.^).0(.,-g), 


(C) 


(GR  -+-  EQ)  sino)  =  (ES  —  GP)  coso), 

.       Edu  —  Gdv 
^        Edu-^Gdv       ^ 
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Les  Tableaux  (A),  (B),  (C)  renferment  tontes  les  formules  fon- 
damentales relatives  an  cas  le  plus  général. 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que  les  considérations  précé- 
dentes s^appliqnent,  sans  modiBcation,  an  cas  de  Tespace,  lors- 
qu'on en  détermine  les  points  par  les  intersections  successives  de 
trois  séries  quelconques  de  surfaces. 

Je  reviendrai  sur  ce  sujet. 


SUR   LES   PROPRIÉTÉS  DES  SECTIONS  CONIQUES 

QUI   SE   RATTACHENT 

A   L'INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  DEULER. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  1872. 


1.    Tous  les  géomètres  connaissent^  depuis  les  découvertes  de 

Poncelet  et  de  Jacobi,  les  liens  étroits  qui  rattachent  entre  elles  la 

théorie  des  fonctions  elliptiques  et  les  propriétés  des  polygones 

qui  sont  à  la  fois  inscrits  dans  une  section  conique  et  circonscrits 

à  une  autre  conique. 

Bien  que  cette  question  soit  maintenant  parfaitement  connue,  je 
crois  cependant,  pour  les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales,  devoir 
la  développer  dans  tous  ses  détails. 

2.  Étant  donnée  une  conique  dont  Téquation  soit 

j^appelle  puissance  d'un  point  par  rapport  à  cette  conique  la  valeur 
que  prend  le  poljnome/(d:,  ^),  quand  on  substitue  à  a?  et  ky  les 
valeurs  des  coordonnées  de  ce  point;  et  je  m'appuierai  principa- 
lement sur  les  deux  lemmes  suivants,  dont  le  premier  est  une  con- 
séquence immédiate  d'un  théorème  bien  connu  de  Newton,  sur  les 
transversales  des  courbes  algébriques. 

Lemhe  I.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  situés  dans  le  plan 
d'aune  conique,  et  a,  p  les  deux  points  où  la  droite  MM'  coupe 
la  conique;  cela  posé,  les  puissances  des  points  M  et  M',  relati- 
ventent  à  cette  courbe,  sont  proportionnelles  aux  produits 

Ma.Mp    et    M'a.M'^. 
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Lemme  If.  —  Soient  M  et  W  deux  points  situés  dans  le  plan 
d^une  conique;  si,  par  ces  deux  points,  on  mène  un  cercle 
quelconque  qui  coupe  la  conique  en  a,  6,  c,  d,  les  puissances 
des  points  M  et  M',  par  rapport  à  la  conique,  sont  proportion- 
nelles aux  produits 

Ma.M6.Mc.Me/    et    Wa.WbM'c.Wd  i^). 

3.  Cela  posé,  considérons  un  cercle  et  une  conique  se  coupant 
aux  points  a,  b,  c  et  d.  Imaginons  une  tangente  mobile  qui  roule 


sur  la  conique;  soit  T  le  point  où  elle  touche  cette  conique,  et  M, 
M' les  deux  points  où  elle  coupe  le  cercle. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  le  rayon  du  cercle 
pris  pour  unité,  et  nous  fixerons  la  position  de  chaque  point  du 
cercle  par  Pangle  que  fait  la  droite,  joignant  le  point  donné  à  un 
point  fixe  O  pris  sur  le  cercle,  avec  la  tangente  Oa>  menée  au 
cercle  en  ce  point. 

La  tangente  mobile  occupant  une  certaine  position,  déplaçons-la 

infiniment  peu;  cp  et  cp'  désignant  les  angles  qui  fixent  les  positions 

des  points  M  et  M', 

2  û?<p    et    2  ef <p' 

mesureront  les  arcs  décrits  par  ces  points,  et  Ton  aura  évidemment 

d^  _  do' 

MT  ~  IvrT' 


(»  )  Voir,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  janvier  i865,  ma  Note 
Sur  les  propriétés  générales  des  courbes  algébriques,  cl,  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  s*  série,  t.  IX,  p.  i88,  une  Note  de  M.  Grant  intitulée  : 
Démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie, 
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gnons^  pour  un  instant,  par 

7r(M)     et    ir(M') 

les  puissances  des  points  M  et  M'  relativement  à  la  conique;  on  a, 
en  vertu  du  lemme  I, 

ir(M)       "MT* 

d'aulrejpart,  en  vertu  du  lemme  II, 

iziM)         Ma,Mb.Mc.Md 


7r(M')       M'a.M'b.M'c.M'd* 
d'où  l*on  déduit 

MT  _    \/MaMbMcMd 
M'T  ""  y/M'a.M'bM'cM'd' 

et,  par  conséquent, 

(1)  ^y       -=         ^?^ 

/Ma.Mô.Mc.Mrf       )/M'aM' bM'cM'd 

4.    Désignons  par 

a,     P»     ï»     5 

les   angles  qui  fixent  les  positions  des  points  a,  6,  c,  t/  sur  le 
cercle  ;  nous  aurons 

Ma=asîn(ç  —  a),        M'a  =  28in(ç' — a),         ...; 

et    réquation  précédente  deviendra,  en  développant  et  divisant 
par  cos^f, 

dt&ngf 


^(  tangcp  —  langa)  (iang(p  —  tang^)  (tangç  —  tangY)(tang9  —  tangS) 

rftangy' 

|/^(ung<p'— tangGi)(tang<p'— tangP)(tang9'— tangY)(tang<p'— iang8)' 

OU  encore^  en  posant  pour  abréger 

tangos  a:,        tang<p'  =  ^,        tanga  =  A,        tangP=B,         ..., 

dx 


<'^  <  dy 


•a-A)(^-B)(^-G)Cr-D) 
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c'est  TéquatioD  difTéreDlielle  dont  Tétade  sert  de  base  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques^  et  qui  a  été  intégrée  pour  la  première 
fois  par  Euier. 

5.  Les  considérations  géométriques  qui  précèdent  donnent 
immédiatement  cette  intégrale.  On  satisfait  évidemment,  en  effet, 
à  Téquation  précédente  [ou  à  Téquation  (i)],  si  l'on  suppose  que 
les  angles  (p  et  o'  correspondent  à  deux  points  M  et  M',  tels  que  la 
corde  MM'  enveloppe  une  conique  passant  par  les  points  a,  6,  c 
et  d;  comme  Téquation  des  coniques  qui  passent  par  ces  points 
renferme  une  constante  arbitraire,  on  voit  que  Ton  a  l'intégrale 
générale  de  Téqualion. 

Considérons  trois  points  quelconques  a,  b,  c  communs  au 
cercle  et  à  la  conique;  on  sait  que,  MT  désignant  une  tangente 
quelconque  à  cette  conique,  et  (a),  (b),  (c)  désignant  les  dislances 
à  celte  droite  des  points  a,  b,  c,  on  a,  quelle  que  soit  la  tangente, 
la  relation 

où  X,  [JL,  V  désignent  des  quantités  constantes  pour  la  même 
conique,  mais  qui  renferment  une  quantité  arbitraire,  si  Ton  con- 
sidère toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  a,  6,  c  et  d. 
Joignons  aux  points  M  et  M' les  points  a,  b  et  c;  les  aires  des 
triangles  MaM',  M6M',  McM',  ajant  même  base,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs 

les  aires  de  ces  triangles,  dont  les  angles  aux  sommets  sont  égaux, 
sont  entre  elles  comme  les  produits 

aM.aM',    bM.bM\    cM.cW; 
on  a  donc 

(g)       _       (b)      _      (c) 
aM.aJVr  "  bM.bM  ~  cM.cM'' 
D'où 

X  /aM.aM'-+-  ^x  y/bWJW-^  v  v/cM.cM'  =  o, 

et  nous  avons  là  l'intégrale  générale  des  équations  (i)  et  (i'  ). 
En  introduisant  les  angles  ç,  ^',  a,  ...,  ou  plutôt  leurs  tan- 


SUR  LES  PROPRIÉTÉS   DES  SECTIONS   CONIQUES.  ^73 

gentes  j^,  a:,  A,  . . . ,  elle  prendra  la  forme  connue  (  '  ) 
X  •(r-A)(ar  — A)-+-  fx  v/(^-B)(ar  -  B)  4-  v  /(  j  ^  G)(a:-G)  =  o. 

6.  La  forme  précédenle  de  Fintégrale,  bien  qu^élégante,  a  le 
défaut  de  ne  pas  mettre  en  évidence  la  constante  arbitraire  qui  y 
entre  et  de  ne  pas  contenir  symétriquement  les  quantités  Â,  B, 
C,  D. 

Pour  trouver  une  autre  forme  de  l'intégrale,  je  prendrai  pour 
point  de  départ  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soit  une  conique  passant  par  quatre  points  a, 
ùj  c  et  d  d^un  cercle;  une  tangente  mobile  roule  sur  cette 
conique.  Si  Von  désigne  par  M  et  M'  les  deux  points  où,  dans 
une  de  ses  positions,  cette  tangente  coupe  le  cercle,  et  si  Con 
partage  d'une  façon  quelconque  en  deux  groupes  a  et  i, 
c  et  d^  les  quatre  points  communs  au  cercle  et  à  la  conique,  le 
rapport  

MM' 

reste  constant,  lorsque  la  tangente  se  déplace  tangentiellement 
à  la  conique. 

Il  résulte  de  là  que,  K  désignant  une  constante  arbitraire,  Tiiité- 
grale  de  Téquation  d'ËuIer  est 

^yiaMbM'cM'd^  /Mc.Mrf.M'a.M'6  =  K.MM', 
ou  encore,  en  introduisant  les  quantités  a:,  ^,  A,  B,  . . . , 

—  v/C^'-AX^— B)(a7— G)(;r-D)  =  K(a:-^). 

7.   Le  résultat  précédent,  qui  est  peut-être  nouveau,  peut  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Étant  donnée  V équation 

dx     ^     dy 


(  »  )  Darboux,  Recherches  sur  les  sur/aces  orthogonales  (Annales  scientifiques 
de  i  'École  N or  maie  i  t.  II  ). 

L.  —  II.  i8 
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OÙ  f{x)  représente  un  polynôme  du  quatrième  degré  enx,  si 
l'on  décompose  d'une  manière  arbitraire  le  polynôme  f{x)  en 
deux  facteurs  du  second  degré,  en  posant 

/(ar)  =  e(ar)<p(ar), 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

x-^y  * 

K  désignant  une  constante  arbitraire. 


SUR  LA  SURFACE  DE  STEINER. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique  ;  1872. 


Les  lignes  asymp touques  de  la  surface  de  Steiner  ont  été 
données  par  M.  CIcbsch*,  on  en  déduit  facilement  les  lignes  asjmp- 
toliques  de  la  surface  de  troisième  ordre  à  quatre  points  nodaux 
qui  en  est  la  réciproque. 

En  étudiant  récemment  cette  dernière  surface,  j'en  ai  retrouvé 
les  lignes  asymptotiques  sous  une  forme  qui  paraîtra  peut-être  pré- 
senter quelque  intérêt,  même  après  les  recherches  dont  je  viens 
de  parier. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  cubique  à  quatre  points 
nodaux;  d'après  la  propriété  fondamentale  de  cette  surface,  le 
cône  circonscrit  à  la  surface,  qui  a  pour  sommet  le  point  M,  se 
décompose  en  deux  cônes  du  second  degré  dont  chacun  touche 
la  surface  suivant  une  cubique  gauche. 

Cela  posé,  les  deux  surfaces  développables,  qui  ont  ces 
cubiques  pour  arêtes  de  rebroussement,  coupent  la  sur- 
J'ace  suivant  les  deux  lignes  asymptotiques  qui  se  croisent  au 
point  M. 

Soit  tracée  sur  la  surface  une  ligne  asymptotique  quelconque  Z; 
de  chacun  des  points  de  cette  courbe  on  peut  mener  deux  cônes 
du  second  degré  circonscrits  à  la  surface.  La  cubique  gauche,  qui 
est  la  courbe  de  contact  d'un  de  ces  cônes,  est  l'arête  de  rebrous- 
sement d'une  surface  développable  passant  par  Z. 

Je  dirai  que  cette  cubique  appartient  à  l'asymptotique  Z.  Toutes 
les  cubiques  qui  appartiennent  à  Z  passent  par  les  quatre  points 
nodaux;  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  suivant  ces  courbes  ont 
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leurs  sommets  sur  Z  ;  les  surfaces  développables  dont  elles  sont 
les  arêtes  de  rebronssement  contiennent  cette  courbe. 

Deux  quelconques  d^entre  elles,  indépendamment  des  quatre 
points  nodaux,  se  coupent  en  un  cinquième  point  qui  est  le  som- 
met d'un  cône  du  second  degré  passant  par  ces  deux  cubiques. 


SUR  LA 

REPRÉSENTATION  DES  FORMES  BINAIRES 

DANS  LE  PLAN  ET  DANS  L'ESPACE. 


Bulletin  de  la  Société  philomathique  ;  1873. 


On  peut  représenter  une  forme  binaire  sur  une  ligne  droite 
par  n  points  de  cette  droite  correspondant  aux  racines  de  Tëquation 
que  Ton  obtient  en  égalant  la  forme  à  zéro.  On  peut  dans  ce  but 
employer  aussi  une  courbe  quelconque^  plane  ou  gauche,  de 
genre  zéro,  et  un  grand  nombre  de  propriétés  du  système  de 
points  situés  sur  cette  courbe,  que  j'appellerai  courbe  fondamen- 
tale, se  déduiront  immédiatement  de  celles  des  formes  quUls  re- 
présentent. 

La  courbe  fondamentale  étant  choisie,  on  pourra  aussi  d'une 
façon  plus  simple  représenter  des  groupes  de  points  (ou  des  formes) 
par  un  certain  nombre  d'élén>ents  (points  ou  droites)  qui  pourront 
les  déterminer;  ce  mode  de  représentation  variera  d'ailleurs  sui- 
vant la  nature  de  la  courbe  choisie. 

Étant  données  deux  formes  du  même  degré /et  ç,  j'appellerai, 
pour  abréger,  faisceau  de  ces  formes  l'ensemble  des  formes  com- 
prises dans  l'expression  y*  +  X  cp;  un  faisceau  est  évidemment  dé- 
terminé quand  on  connaît  deux  des  formes  qu'il  contient. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  prenons  une  conique  H  pour 
courbe  fondamentale  ;  une  forme  quadrique  sera  déterminée  par 
deux  points  de  cette  conique,  ou  bien,  si  l'on  veut,  par  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points.  C'est  ce  dernier  mode  de  représentation 
que  nous  emploierons  {voir  à  ce  sujet  un  remarquable  article  de 
M.  Weyr,  sur  Vinvolution  de  degré  supérieur,  Crelle,  t.  72). 
Cela  posé,  on  voit  que  toutes  les  formes  quadratiques  d'un  faisceau 
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sont  représentées  par  des  droites  concourant  en  un  même  point, 
qui  représentera  ce  faisceau.  D^où  Ton  déduit  immédiatement  que 
la  propriété  connue  de  Thexagone  de  Pascal  peut  s'énoncer  algé- 
briquement de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnée  une  équation  du  sixième  degré  f  {x)  =  o  dont 
les  racines  soient  a/,  si  Von  pose  pour  abréger 

^kh  =  (^  —  «a)  (a?  —  atjt), 

on  pourra  déterminer  six  facteurs  numériques\  jx,  X',  jx',  X'  et 
^  de  telle  sorte  que  Von  ait  identiquement 

X  Au-4-  p.A4j=  X'Ajj-+-  |i'Ase  =  X''As4-+-  \>.'^\%. 

Cetle  propriété  de  six  points  d'une  droite  appliquée  à  une 
conique  donne  le  théorème  de  Pascal;  appliquée  à  une  cubique, 
elle  fournit  à  la  fois  des  propriétés  de  six  points  quelconques  de 
cette  courbe  (et  par  conséquent  de  six  points  quelconques  de 
l'espace)  et  des  propriétés  de  sept  points  quelconques  situés  sur 
cette  cubique. 

Dans  ce  qui  suit,  je  considérerai  spécialement  une  cubique 
gauche  fondamentale  K.  Une  forme  quadratiqne  sera  déterminée 
par  deux  points  de  cette  courbe  et  représentée  par  la  sécante  qui 
joint  ces  deux  points.  Les  droites  représentatives  d'un  faisceau  de 
formes  quadratiques  sont  les  génératrices  (sécantes  de  la  cubi- 
que) d'une  quadrique  passant  par  K;  une  telle  surface  représen- 
tera donc  un  faisceau  de  formes  quadratiques. 

Cela  posé,  la  propriété  que  je  viens  d'énoncer  relativement  aux 
racines  de  l'équation  du  sixième  degré  donnera  immédiatement  la 
proposition  suivante  : 

Étant  pris  sept  points  1 ,  2,  3,  4?  5,  6,  7,  sur  K,  il  y  existe  une 
droite  D  (sécante  de  la  cubique)  qui  rencontre  les  neuf  droites 
contenues  dans  les  deux  tableaux  suivants  : 

^  l  3    (1-2)    (54)  I     (23)    (56)  2    (34)    (16) 

i  6    (12)    (54)  4     (23)    (56)  5    (34)    (16) 

F 7    (12)    (54)  7    (23)    (56)  7    (34)    (16) 

La  droite  D  rencontre  donc  les  six  droites  contenues  dans  le 
tableau  E,  ce  qui  fournit  une  propriété  de  six  points  quelconques 


coa 


AEPRSSENTATION  DES  FORMES  BINAIRES  DANS  LE   PLAN  ET  DANS   L'eSPAGE.      ^79 

^c  l'espace  (celte  propriété  se  rattache  d'ailleurs  à  de  belles  pro- 

/'ositîons  données  par  M.  P.  Serret  sur  les  cubiques  gauches)^ 

L^^    tableau  F  montre  en  outre  que  la  droite  D  ayant  été  déter- 

^int^^    au  moyen  des  points  i,  a,  3,  4>  5  et  6,  tout  plan  sécant 

^ewm^    par  D  rencontre  les  côtés  de  l'hexagone,  dont  ils  sont  les 

^oiiCMrx-M  cls,  en   six  points  situés  deux  à  deux  sur  trois  droites  con- 

:Kntes. 

point  de   concours  décrit,  lorsqu'on  fait  varier  le  plan,  la 
^"*^^  ^=^  '^e  gauche  déterminée  par  les  six  points. 

"■-^^^  :mis  ce  qui  précède,  3  (12)  (54)  désigne  la  droite  qui,  passant 
par    -1^^     point  3,  rencontre  les  droites  12  et  54;  les  autres  notations 

Yie  signification  analogue, 
peut  énoncer  ces  résultats  de  la  façon  suivante  : 

n  hexagone  étant  inscrit  dans  une  cubique,  par  la  courbe 

aque  couple  de  côtés  opposés  de  l'hexagone  on  peut  faire 

P      ^^^-^  une  quadrique;   les  trois   quadriques  ainsi  obtenues  ont 

énéralrice  commune  qui  est  une  sécante  de  la  cubique.  » 


ODt. 

o 

et     ^ 


un 


pr 

soc:- 

mi 


e  forme  cubique  est  déterminée  par  trois  points  de  K;   les 

^       ^^  ^  osculateurs  de  la  courbe  en  ces  points  passent  par  un  point 

j         ^  ^^é,  comme  on  le  sait,  par  un  beau  théorème  de  M.  Chasles, 
da  ^"^  _^ 

^  ^     le  plan  P  qui  contient  les  trois  points.  Je  dirai  que  le  point 

.        ^    le  plan  P  sont  associés;  si  le  point/?  parcourt  une  droite,  le 

*^      P  tourne  autour  d'une  autre   droite   qui  est  associée  à  la 

ière.  Je  représenterai  une  forme  cubique  par  le  point  as- 

au  plan  qui  contient  les  trois  points  de  K  qui  la  déter- 

sit. 

oe  forme  cubique  représentée  par  un  point  p  est  déterminée 

p  les  trois  points  de  contact  a,  6,  c  des  plans  osculateurs  que 

^^       peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe.  Si  l'on  prend  les  conju- 

j  ^      harmoniques  de  chacun  des  points  a,  6,  c  par  rapport  aux 

j^  ^^^^C  autres,  on   obtient  un  autre  système  de  trois  points  qui 

'^mine  le  covariant  cubique  de  la  forme  ;  les  plans  osculateurs 

^s  points  se  coupent  en  un  point/?' représentatif  du  covariant. 

,     ""^""^^la  posé,  les  deux   points/?  et/?'  sont  situés  sur  une  même 

ite  de   la  cubique  et  partagent  harmoniquement  le  segment 

cep  té  par  la  courbe  sur  cette  sécante.  Je  dirai  que  les  deux 

ts  se  correspondent  par  rapport  à  la  cubique. 
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Le  faisceau  de  la  forme  représenlé  parle  point ^  est  représenlé 
par  la  sécante  qui  passe  par  ce  point. 
J'ajouterai  la  remarque  suivante  : 

((  Le  plan  polaire  d'un  point  donné  relativement  à  la  surface 
développable  S,  dont  K  est  l'arête  de  rebroussement,  est  le  plan 
associé  au  point  correspondant.  » 

Etant  données  deux  formes  cubiques  représentées  par  les  points 
p  et  q,  les  dilTérentes  formes  contenues  dans  le  faisceau  qu'elles 
déterminent  sont  représentées  parles  différents  points  de  la  droite 
pq.  Une  droite  dans  l'espace  représentera  donc  un  faisceau  de 
formes  cubiques. 

Si  une  droite  rencontre  une  génératrice  de  S,  leur  point  de  ren- 
contre représente  une  forme  cubique  ayant  un  facteur  carré.  D'où 
cette  conséquence  : 

«  Une  droite  (représentant  un  faisceau)  rencontre  quatre  gé- 
nératrices de  S;  les  quatre  points  où  ces  droites  touchent  K  re- 
présentent le  Jacobien  du  réseau.  » 

Étant  donnée  une  forme  biquadratique  F  représentée  par  quatre 
points  de  K,  menons  les  tangentes  en  ces  points.  Ces  quatre 
droites  n'étant  jamais  sur  une  même  quadrique,  il  n'y  a  que  deux 
droites  D  et  D'  qui  les  rencontrent  toutes. 

Donc  F  est  le  Jacobien  des  deux  faisceaux  de  formes  cubiques, 
lesquels  sont  représentés  par  les  droites  D  et  D'. 

Ces  deux  droites  sont  associées  par  rapport  à  la  cubique.  Je  re- 
présenterai la  forme  F  par  ces  deux  droites  ou  simplement  par 
l'une  d'entre  elles,  puisque  par  là  même  l'autre  sera  déterminée. 


RECHERCHES  ANALYTIQUES 

SUR   LA 

SURFACE  RÉaPROQUE  DE  U  SURFACE  DE  STEINER. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  187a  et  1873. 


I.   —  Détermination  des  lignes  asympto tiques  de  la  surface  (*). 

« 

1.  La  théorie  de  cette  surface  se  rattache  intimement,  comme 
je  me  propose  de  le  faire  voir  dans  cette  Note,  à  la  théorie  des 
formes  bi quadratiques  simultanées. 

Soient  a,  6,  c^dele  cinq  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
cartésiennes  Xy  y  et  z;  nous  pouvons  considérer  les  valeurs  que 
prennent  ces  fonctions  en  un  point  de  l'espace  comme  les  coor- 
données (pentaédriques)  de  ce  point;  il  est  clair  d'ailleurs  qu'entre 
ces  coordonnées  d'un  point  existe  une  relation  linéaire,  satisfaite 
identiquement,  et  que  je  mettrai  sous  la  forme 

(i)  ae  —  4^o-h6cy  —  ^d^->[- eci  =  o^ 

a,  p,  y,  8  et  e  désignant  les  constantes  numériques  que  je  ratta- 
cherai au  polynôme  du  quatrième  degré 

en  posant 

u  =  a^^-4-46f»-h6c<»-f-  idt-he, 


(*)  Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de  Steiner  (qui  sont  réciproques  des 
lignes  que  nous  étudions  ici)  ont  été  trouvées  pour  la  première  fois  par  M.  Clebsch 
{Journal  de  Borchardt,  t.  LXVIII,  p.  1). 

Sar  la  relation  qui  a  lieu  entre  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  et  celles 
de  la  réciproque,  voir  une  Note  de  M.  Mannheim  {Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques, t.  I,  p.  198). 


a8a  GéoM^TRiB. 

on  voit  que  la  relation  précédente  exprime  que  l'invariant  qua- 
dratique simultané  des  formes  i/  et  co  est  égal  à  zéro. 

2.  L'équation  u  =  o  (*),  si  Ton  y  considère  t  comme  un  para- 
mètre variable,  représente  un  plan  mobile  qui  enveloppe  une  sur- 
face du  sixième  ordre,  dont  Téquation  est 

(2)  i*—iyj*=o, 

si  l'on  représente  respectivement  par  i  eij  l'invariant  quadratique 
et  l'invariant  cubique  de  la  forme  </.  Les  équations  de  son  arête 
de  rebroussement  sont 

1  =  0       et       y  =  o. 

La  surface  que  je  me  propose  d'étudier  est  la  surface  du  troi- 
sième ordre  DC,  dont  l'équation  est 


J  = 


abc 
b  c  d 
c    d    e 


=  o. 


Si  l'on  désigne  par  S  la  surface  du  second  ordre  (ou  qiiadrique) 
représentée  par  l'équation 

i  =:  ae  —  4  ^d  -+-  3  c'  =  o, 

on  voit,  en  considérant  l'équation  (2),  que  la  surface  développable 
dont  j'ai  parlé  plus  haut  touche  OC  tout  le  long  de  l'intersection  de 
cette  surface  avec  S,  c'est-à-dire  tout  le  long  de  son  arête  de 
rebroussement. 

D'où  la  conséquence  suivante  : 

La  cubique  DC  est  coupée  par  la  quadrique  S  suivant  une  de 
ses  lignes  asympto tiques, 

3.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  réalité  les  considérations  précé- 
dentes nous  conduisent  à  la  détermination  complète  des  lignes 
asymptotiques  de  OC. 


(')  Voir  Cayley  :  On  a  certain  sextic  développable  {Quarierly  Journal, 
t.  IX  )  ;  Note  sur  quelques  tores  sextiques  (  Annali  di  Matematica,  a«  série, 
t.  II). 
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Considérons  le  système  linéaire  numérique 

p     q     r 
P      9      r  , 

P'    9'    '•' 

dont,  pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  le  déterminant  égal  à 
Tuniié,   et  le  système  composé  suivant 


p  p'  p' 


abc  P  q 
q  q'  ^  X  b  c  d  X  p*  q' 
r      r*     r^        c    d    e        p"    q" 


a'    b'     c' 


r'  =  b' 

»         ^1 


d' , 


r 


d 


Si  Ton  choisit  les  nombres  Pi  q^  r^  ...   de  telle  sorte  que  Ton 
ait  cT  =  d  y  il  est  clair  que  l'on  aura 


a! 

b' 

c' 

a 

b 

c 

6' 

d 

d 

= 

b 

c 

d 

d 

d 

e 

c 

d 

e 

et  Véquation  de  DC  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  l'une  ou  l'autre 
de  ces  deux  expressions;  mais  l'on  n'aura  pas  en  général 


c'est-à-dire 


a'e'— 46'cr-4-3c'»=atf  —  46rf-+-3c*, 


L'équation  i=o  représentera  donc  une  nouvelle  quadrique 
coupant  DC  suivant  une  de  ses  lignes  asymptotiques,  et  la  question 
qui  s'offre  à  nous  est  la  suivante  : 

Les  nombres  />,?,/*,  ...  étant  choisis  de  telle  sorte  que  la 
relation  <?=&  soit  satisfaite,  trouver  les  différentes  valeurs  que 
peut  prendre  l'expression 

4.  J'emploierai  dans  la  suite  de  ce  Chapitre  les  notations  dont 
je  me  suis  servi  dans  mon  Mémoire  sur  le  calcul  des  systèmes 
linéaires  (*);  une  grande  lettre  représentera  un  système  linéaire, 


(•)  Journal  de  V École  Polytechnique,  t.  XXV. 

Pour  écUircir  ces  notations  par  quelques  exemples,  soit 

«    P    r 

A  =  a'     P'     y' 

a*     Jj"     y' 
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la  même  lettre  aflectée  de  Tlndice  zéro  ou  de  rindice  i  le  système 
réciproque  ou  le  système  inverse,  et  la  caractéristique  A  la  valear 
du  déterminant  du  système  linéaire  qu^elle  précède. 

Cela  posé,  en  calculant  les  quantités  c'  et  d^  on  trouve  que, 
pour  qu'elles  soient  égales,  on  doit  avoir  la  relation 

H)     )  ^^^  "^  ^pr'-^  ^P')^  -+-  U^i^-^  rp'-^  r'p')c  H-  {p'r^-h  r^p')d'^p'r^e 

cette  relation  doit  être  identique  et  elle  ne  peut  différer  que  dans 
la  forme  de  la  relation  (i).  On  en  déduit,  p  désignant  une  certaine 
quantité  numérique,  la  série  d'égalités 

p  _/?/•  —  7*  __  pr'  ->r  rp' — iqq'  __  pr^ H-  rp'  -^  p' r'  —  2  qq'  —  y** 
_  p'r^-^r'p'^'iq'q"  __  p' r^  —  y '« 


—  IS  a 


Si  Ton  pose 

001  e       —  20        Y  P      9     ^ 

1=0    —  20,        yi=  —  28       4y       —  ^P        ^'        H=/>'     q*     r\ 
100  Y        —  1^        a  P'    ^    ^ 

on  déduit  facilement  des  égalités  précédentes  l'équation 

(4)  HIH,  =  pyl4-0I, 

9  désignant   une  autre   quantité   numérique   dont   il   est  inutile 
d'écrire  la  valeur. 

Réciproquement,  si  le  système  II  est  choisi  de  telle  manière 
que  le  produit  HIH,  soit  de  la  forme  p/1  +01,  p  et  0  désignant 
des  constantes  (systèmes  simples),  les  relations  (3)  sont  satis- 


et  a  la  valeur  du  déterminant  de  ce  sy>témc  linéaire;  on  aura 

da  da  da 

a    a'    a-  di  'dû'  d^ 

A.=  p    r    r       et       A.=  g  ^  |L; 

Y     y'     y 

^     ^      ^  da  da  da 

d-x  dy'  df 
d'oiiy  par  suite, 

AoA=:a  =  A(A). 
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faîtes;  et  si  nous  faisons 

abc 
A  =  6     c    d  ^ 
c     d     e 
et  posons 

II,AH  =  A', 

on  voit  que  les  systèmes  A'  et  A  sont  de  la  même  forme. 

La  recherche  des  systèmes  de  transformation  que  nous  devons 
employer  est  donc  ramenée  à  la  résolution  de  Téquation  (4)» 
où  A  et  I  désignent  des  systèmes  donnés  cl  où  Tun  des  nombres  p 
et  Q  peut  être  choisi  arbitrairement. 

Ces  deux  nombres  sont  reliés  entre  eux  par  une  relation  que 
Von  établira  facilement  en  égalant  les  déterminants  des  deux 
membres  de  Téquation  (4). 

On  trouve  ainsi 

2  =  A(p^-h6I)  =  4yoP*— 2«op'6-H2e3, 

d'où 

(4')  2yo?»-«op*e-+-e»  =  i. 

Telle  est  la  relation  qui  relie  les  nombres  p  et  0;  Jq  et  Îq  dési- 
gnent respectivement  Finvariant  cubique  et  l'invariant  quadratique 
de  la  forme  co. 

5.  La  valeur  du  déterminant  que  j'ai  transcrite  ci-dessus  se 
déduit  immédiatement  de  la  formule  suivante,  facile  à  vérifier,  et 
dont  je  me  servirai  dans  ce  qui  suit, 

Dans  cette  identité,  où  Xj  y,  z  désignent  des  quantités  arbitraires, 
j'ai  écrit,  pour  abréger, 

et 

—  A:  =  4(«c  —  6»)( ye  _  8«)  —  (arf  —  bc)(  ^e  —  yo)  -h . . . , 

/r  désignant  l'invariant  quadratique  simultané  des  hessiens  de  u 
et  de  (I). 


•j8G 


GEOMETRIE. 


6.  Ayant  choisi  riinc  quelconque  des  solutions  de  Féquation  (4), 
où  les  nombres  p  et  0  satisfont  à  la  relation  (4/9  on  en  déduira  un 
système  A'  de  même  forme  que  le  système  A. 

Les  coordonnées  «',  b\  c\  ...  qui  entrent  dans  ce  nouveau 
système  sont  reliées  par  une  identité  de  la  forme 

et  je  me  propose  d'abord  de  déterminer  la  valeur  des  constantes 
qui  entrent  dans  cette  relation,  ou  encore  le  système  A'  que  ron 
peut  former  avec  elles  et  qui  est  analogue  à  A. 

A  cet  clTet,  je  remarque  que  l'on  a,  d'après  l'équation  (5), 

i{\A  —  5)  =  —  -5» -H  A  5  -H  4yyoi 

et  que,  si  le  second  membre  de  cette  relation  ne  contient  pas  de 
ternie  en  c',  c'est  précisément  en  vertu  de  l'identité  (i). 

Pour  trouver  A\  il  faut  donc  le  déterminer  parla  condition  que 
le  développement  de  Texprcssion 

manque  du  terme  en  z^. 

11  suffit  pour  cela  de  déterminer  deux  quantités  X  et  p.,  de  telle 
sorte  que  l'expression 


y|'=Ho(X.-l  -hjiDH 


01 


ait  la  même  forme  que  A  (c 'est-à-dire  que  le  terme  du  milieu  soit 
le  quadruple  de  chacun  des  termes  de  la  diagonale  secondaire  du 
svstème). 

En  eiFel,  en  remplaçant  respectivement  A'  et  A'  par  leurs 
valeurs,  on  a  identiquement 

expression  dont  la  valeur,  en  vertu  de  la  formule  (5),  manque 
bien  du  terme  en  c'-. 

7.  Les  nombres  p,  0,  \  et  u  avant  été  déterminés  comme  ie  l'ai 
dit  ci-dessus,  en  désignant  par  /',  /i',  A*',  ...  les  quantités  ana- 
logues à  I,  /i,  A-,  . . . ,  mais  relatives  aux  systèmes  A'  et  A'j  la  for- 
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mule  (5)  donne  la  relation 

le  déterminant  qui  précède  devient,  si  Ton  remplace  dans  son 
expression  A'  et  A'  par  leurs  valeurs 


OU,  en  efifectuant  les  calculs, 

A(Xa7H,A^Hoi-4-fxarH,AIHoi-h^H,AHI— 4;), 

OU  encore,  en  multipliant  à  droite  par  H|  le  système  compris  sous 
le  signe  A  et  en  le  divisant  ensuite  à  gauche  par  Hi, 

A(XarH,  A^  -h  [ixXl  -+-j^AHIH,-^  a), 

ou  encore,  en  vertu  de  la  formule  (4); 

a{ A[(X^ -t-  py)A  -+-  (fia?  -h  ^y)l]  —  z\. 

Si  l'on  développe  ce  déterminant  au  moyen  delà  formule  (5), 
on  obtient  l'expression 

.  J  — ^•-+--5[*(Ht'^-+-6/)'-4-îi^(Xa?-t-pj^)(fia?-+-0j^)  4- A:(Xar-f-p/)* 

(        -Hy[4yo(X3?-+-p^)>  — 2io(Xa?-hpj^)«(HLa?-f-ej^)-+-2(fiar-H0^)«. 

8.  Les  polynômes  (7)  et  (6)  doivent  être  identiques,  quelles 
que  soient  les  variables  Xy  y^  z;  en  identifiant  ces  deux  expres- 
sions, on  obtient  les  relations  contenues  dans  le  Tableau  suivant  : 


(1) 


(^) 


Tableau  A. 

ay'oP* —  «op'ô  -+-6«=  I, 

6  /oXp*  —  l'o  p'  }x  —  2 1*0 Xp6  -+-  3  }jl6*  =  o  ; 

^/o  =  ••*yoX'—  t'oX»  fi  -+-  fi», 
1*^=  toX*0  -f-  2ioXp}jL  —  ôy'oX'p  —  3fi*6; 

e  ==6»t-4-2pO/i-h  p»A-, 
(3)  {  A'=fiet-4-(X0-hpHL)A-+-XpA:, 

k'  =  fjL*i-+-2X}jLA-+-X*A:. 

Je  laisse  momentanément  de  côté  ces  relations,  sur  lesquelles 
j'aurai  à  revenir  plus  tard;  je  me  contenterai  de  faire  observer 
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que  la  première  des  équations  (3)  du  Tableau  précédent  donne  U 
solution  de  la  question  principale  que  je  m^étais  proposée. 
Toutes  les  quadriques  fournies  par  Téquation 

Tïsô'jH-tipOA  -hp'A:  =  o, 

où  le  rapport  ^  peut  varier  d'une  façon  arbitraire,  coupent  dC  sui- 
vant une  de  ses  lignes  asjmptotiques;  et  comme  par  chacun  des 
points  de  celte  surface  passent  deux  de  ces  quadriques,  on  obtient 
ainsi  le  système  complet  des  asymptotiques  cherchées. 


II.  —  Propriétés  des  lignes  asymptotiqucs. 

9.  Considérons  une  ligne  asymptotique  quelconque  Z  de  la  sur- 
face DC  ;  celte  ligne  est  Taréte  de  rebroussement  de  la  surface 
enveloppée  par  le  plan  dont  Téquation  est 

t'.'z  désignant  un  paramètre  variable. 

Lorsqu'on  donne  à  ce  paramètre  une  valeur  déterminée,  Péqua- 
lion  précédente  représente  un  plan  osculateur  de  Z  et  tangent  à  dC, 
que  j'appellerai  simplement />/^/i  (/).  J'appellerai  tangente  (l)  la 
tangente  à  Z  au  point  où  le  plan  (^)  lui  est  osculateur;  ses  équa- 
tions sont 


du 
dt 


=  o 


et 


du 
dz 


=  o. 


Knfin  j'appellerai  point  (t)  le  point  de  contact  de  cette  tangente; 
<os  équations  sont 

6/* -h  ac/T  -i-  dz^=  o. 
c/*  -T-  'idi'z  -r-  e-»  =  o. 

Je  dirai  indifféremment  que  /  :  t  (ou  t)  est  le  paramètre  de  ce 
point,  de  la  tanj^onte  en  ce  point  à  Tasymptotique  et  du  plan 
osculateur  dont  cette  tangente  est  la  caractéristique. 

Les  relations  précédentes  et  féqualion  (i)  permettent  d'expri- 
mer les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Z  en  fonction  de 
son  paramétre:  on  obtient  ainsi  le  Tableau  suivant  : 
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Tableau  B. 

a  = — 4a/»T*— l'ifi^^T* — V7.^t  X* — 40x8, 
b=      3a/*x«-4-   8{i/»x3-h   67/»x*— ex«, 
c  =-  aa<»x  —   4p/*x2H-   45/Sx^-+- '2£/x5, 
<i=         a/6      -    ÔY/^x»—   8o/3x'— Ser'x*, 

10.    Étant  donné  un  point  M,  dont  les  coordonnées  soient  a', 
&',  c',  d'  et  e',  posons  pour  un  instant 


a 
6 
c 


Xo'  A-hX6'  c-^Xc' 
X6'  c-kXc'  d->r\d! 
\c'     d-\-\d'    e-i-le' 


=  y^_Xy,-4-XV'-4-X»/  (»); 


diaprés  la  méthode  donnée  par  Joacliimsthai,  on  obtient  Féquation 
du  cône  circonscrit  à  ^  et  ayant  pour  sommet  le  point  M,  en 
égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  forme  cubique  contenue  dans 
le  second  membre  de  Tégalité  précédente.  Si  le  point  M  est  sur  Z, 

on  a 

/=o, 

et  Inéquation  du  cône  circonscrit  devient 

y?  —  4  Jjo  =  o. 

On  peut  dans  cette  équation  exprimer,  en  employant  les  formules 
du  Tableau  B,  les  coordonnées  du  point  M  en  fonction  de  son 
paramètre  /,  et  je  ferai  remarquer  qu^après  la  substitution  les 
invariants  j\y  y,  j'^  deviendront  des  covariants  des  jormes  u 
et  co. 

Comme  un  covariant  est  déterminé  par  son  terme  du  degré 
le  plus  élevé  en  /,  il  me  suffira,  pour  calculer  chacun  des  cova- 
riants  dont  je  viens  .de  parler,  de  supposer  a',  6'  et  c'  égaux  à 
zéro,  et  de  remplacer  respectivement  d'  et  d  par  OLt^  et  41^^*«  H 
viendra  ainsi 


7*0=  [4  ?(«c  -  6*)  —  2a(arf  -  bc)\  t^ 


•  •  •  > 


(*)  Pour  éiritcr  toute  confusion,  je  ferai  remarquer  qu'ici  j\.  y',,  j  n'ont  pas  le 
même  sens  que  dans  le  paragraphe  précédent. 

L.  —  II.  19 


#  • 
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d\m  Ton  voit  queyo  est  égal  k  —  2J0,  J«  désignant  le  jacobien 
de  (o  el  du  hessien  de  u^  en  sorte  que 

Jo=  (a(arf  —  6cj  —  x^iac  —  6*)J<«-h 

On  obtient  de  même 

y'i  =  —  aa'a''-4-. . ., 
d'où 

par  suite,  Téqualion  du  cône  circonscrit  à  dC  et  ajant  pour  sommel 

le  point  {t)  est 

JJ-h  ti)*ya  =  o. 

11.  Le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  dans    le    covarianl 

JJ-h  iii'^ju  est 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

t'^iac  —  6»)(  a*(  a<?  —  c*>  —  4ap(arf—  6c)  -+-  4P«(  ac  —  6«)]. 

Si  Ton  désigne  par  H  le  hessien  de  //  et  par  G  le  covarîant 

on  voit  que  Ton  a  identiquement 

d^où  il  suit  que  Je  cône  circonscrit  se  décompose  en  deux  cônes  du 
second  ordre,  propriété  caractéristique  de  ta  sur  face  réciproque 
de  la  surface  de  Steiner  (  *  ). 

Remarque.  —  Les  deux  cônes  ainsi  obtenus  se  distinguent  très 

nettement  par  la  forme  de  leur  équation;  je  dirai  que  le  cône 

doni  Téqualion  est 

H  =  o 

appartient  à  Vasymptotique  Z,  et  je  le  désignerai  par  la  nota- 


(')  Sur  la  surface  de  SU'iner.  voir  Borchardt,  l.  LXIII  :  Cremona,  Sur  la 
surface  du  quatrième  ordre  y  etc.,  p.  3i5  et  suiv.  —  Borchardt,  t.  LXIV  :  Kum- 
MER.  Ueber  die  Fldchen  des  vierten  Grades;  Weierstrash.  Note  zur  vorstehen- 
den  Abhandtung;  Schroter,  Ueber  die  Steiner'sche  Floche. 
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lion  Xi",  il  est  clair  que  le  second  cône  appartient  à  la  deuxième 
ligne  as^mptotique  qui  passe  par  le  poinl  (t). 

12-    Soient  (l)  el  (<')  deux  points  de  l*asymplolique  Z;  consi- 
dérons le  premier  émanant  de  a, 

\  C  =  <(ar'»-+-36/'»T'-h3c/'T'«-4-e/T'3) 

L'équation  C  =  o  représente  un  plan  passant  évidemment  par  la 
tangente  (f);  si,  laissant  ie  point  (/)  fixe,  on  fait  varier  le  point  (/'), 
ce  plan  enveloppe  une  surface  du  quatrième  oidre  ayant  pour 
arête  de  rebroussement  une  cubique  gauche. 

L^équation  de  cetle  surface  s^obtient  en  égalant  à  zéro  le  discri- 
minant de  C  (par  rapport  à  t'  et  r);  comme  ce  discriminant  est  un 
covariant  de  u  et  de  ct),  il  suffit  de  calculer  son  terme  du  degré  ie 
plus  élevé  qui  est 

[4(ac— 6«)(M  — c«)  — (arf— 6c)«J/S 
ou  encore 

[aj  —{ac  —  b^)i]t^, 

I..*équation  de  la  surface  développable,  que  j'appellerai  S^,  est 

donc 

j'u  —  e'H  =  o. 

13.   Pour  tous  les  points  de  Taréte  de  rebroussement  de  S/,  on 

doit  avoir 

a/  -f-  6x  _  bt  -\-  cz  __  et  -\-  dx 
bt  -^  Cl  ~'  et  -\-  dx        dt  -h  ez 

ou  encore 

Î{ac  —  b*)t*-h{ad-'bc)t-:-h  (bd—  c^)z^  =  o, 
(ad —  bc)t^-\-  {ac  —  c*)/t  -+-  (6e  — rfc)x«=  o, 
(bd—  c*)t^-{-{be  —cd)tz-h{ce  —  e/*)'u«=  o. 

Le  déterminant  de  ces  trois  équations  est  égal  ày^,  ainsi  qu'il  est 
facile  de  le  vérifier;  comme  il  est  nul  par  les  points  de  la  courbe, 
il  en  résulte  qu'elle  est  située  sur  la  surface  dC. 

Elle  est  également  située  sur  le  cône  5C^;  Téquation  de  ce  cône 
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peut  en  elTel  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

t*[(ac—b*)t*'i-(ad—hc)t':-^(hd~-c*)z*\ 
-h  t-zliad -^  bc)t*-h  {ne  —  c^)ti  -^{be  —  c</)t«] 
-r-  T*  |(  bd  -^  rM/'-4-  (6tf  —  cd)lz  -^{ce  —  6^)t«J  =  o. 

D'où  celle  conclusion  : 

IJnrrtr  de  rebroussemeni  de  In  développable  £f  est  la  cubique 
gauche,  suii'ant  laquelle  la  surface  .'X  est  touchée  par  le  cône 
circonscrit  à  la  surface^  appartenant  à  l'asymptoUçue  Z,  et 
ayant  pour  sommet  Ip  point  i  t). 

De  là  on  déduir»  facilenienl  les  propositions  suivantes  : 

Théorkme  I.  —  Les  cônes  du  second  degré  circonscrits  à  DC, 
avant  leur  sommet  sur  une  ligne  asvmptotique  Z  de  cette  sur- 
face et  appartenant  à  cette  ligne  asymptotique,  touchent  tK 
suii'ant  des  cubiques  gauches.  Les  sur/aces  déi'e/oppabies, 
dont  ces  cubiques  sont  les  arêtes  de  rebroussementy  coupent  DC 
suivant  la  lii^ne  Z. 

Thkoiikmf.  il  —  Etant  pris  un  point  M  sur  la  surface  ÏK^  ie 
cône  y  circonscrit  à  la  surface  et  dont  ce  point  est  le  sommet,  se 
compose  de  deux  cônes  du  second  ordre.  Chacun  d'eux 
touche  cK  suivant  une  cubique  gauche;  les  surfaces  dévelop- 
pablesy  dont  ces  cubiques  sont  les  arêtes  de  rebroussementy 
coupent  tK  suivant  les  deux  lignes  asymptotiques  qui  se  croi- 
sent  au  point  M. 

I  i.  Los  cônes  du  second  degré  circonscrits  à  iX'  et  qui  appar- 
tiennent à  ra.Nvniplolii|ue  Z  touchent  cette  surface  suivant  des 
oiibiipies  gaurhes  que  je  dirai  aussi  appartenir  à  l'asymptotique. 

TduIos  les  cul)i(|ues  appartenant  à  relte  asvmptotique  passent 
par  le>  (jualre  points  satisfaisant  aux  équations 

?  ~  c  ~  7/  ^  7  * 

ces  points  >oiU  d'ailleurs  les  points  de  rebroussement  de  Lasjmp- 
totiiiue  et  les  points  coniques  de  OC;  leurs  paramètres  sont  les 
racines  de  Téq nation  lo  =  o. 


SUR  LA  SURFACE  RÉCIPUOQUE  DK  LA  SURFACE  DK  STEINKR.         298 

Indépendaïuiiieiil  de  ces  quatre  points,  deux  cubiques  apparte- 
nant à  rasvnriptoti(|ue  Z  se  coupent  en  un  cinquième  point. 

Ce  point  est  le  sommet  d'un  cône  du  second  degré  qui  con- 
tient les  deux  cubiques. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  m'appuierai  sur  le  lemme 
suivant  que  l'on  ëtabHra  facilement  : 

Une  surface  développable  du  quatrième  ordre  [ayant  pour 
arête  de  rebroussemeni  une  cubique  gauche)  étant  considérée 
comme  l'enveloppe  d'un  j  lan  mobile 

/(X)=o, 

fÇk)  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré  en  X,  les  dif- 
férents cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  l'arête  de 
rebroussement  sont  donnés  par  l'équation  que  l'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  le  covariant  quadratique  de  fQ^), 

Cela  posé,  la  cubique  gauche,  suivant  laquelle  la  surface  cX  est 
touchée  par  le  cône  du  second  ordre  ayant  le  point  (/)  pour  som- 
met et  appartenant  à  rasvinploti(|ue  Z,  est  l'enveloppe  du  plan 
mobile  défini  par  Téquation  (8)  (^  étant  considérée  comme  la 
variable).  L'équation  générale  des  cônes  du  second  ordre  passant 
par  cette  cubique  sera  donc,  en  vertu  du  lemme  précédent, 

at-^hi     bt-^-cz     et -^  di 
bt -^  cz     et -\- dz     dt  -{- ez 


=  o, 


ou,  en  elFectuant  les  calculs, 

/  t!^[{ac-'b^)t^  ■h{ad—bc)tz  -f-(M— c*)x*J 
(lo)        I       -^t'z'yiad—  bc)t'^-\-(ae—  c*)tx-{-{be  —  ce/)x«] 

'       -+-  r'«  [(bd—  c^)t*-r'(be  —  cd)tz-\-{ce  —d'^)'^]  =  o. 

Je  remarque  maintenant  que  cette  équation  est  symétrique  par 
rapport  à  /  et  ^;  d'où  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  III.  —  Si  de  deux  points  (t)  et  (t')  situés  sur 
l'usympto tique  Tj^  on  mène  les  cônes  du  second  ordre  circon- 
scrits  à  OC   e<  appartenant   à   cette  asymptotique,   les  deux 
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cubiques  gauches  de  contact  sont  situées  sur  un  même  cône  du 
second  ordre,  dont  le  sommet  est  le  point  d'intersection  des 
deux  cubiques  distinct  des  quatre  points  nodaux  de  .*X. 

Remarque,  —  Ce  cône  est  défini  par  Téquation  (lo). 

Théorème  IV.  —  Étant  donnée  une  cubique  quelconque  pas- 
sant par  les  quatre  points  coniques  de  tK,  la  surface  dévelop- 
pablèy  dont  cette  cubique  est  C arête  de  rebroussement,  coupée 
suivant  une  de  ses  lignes  asymptotiques  Z. 

Si  l'on  considère  les  divers  cônes  du  second  degré  qui  con- 
tiennent cette  cubique,  ils  coupent  DC  suivant  les  diverses 
cubiques  appartenant  à  Z,  en  sorte  que  les  développables  dont 
elles  sont  les  arêtes  de  rebroussement  contiennent  toutes  Z,  et 
que  les  développables  circonscrites  àd(.  le  long  de  ces  cubiques 
sont  des  cônes  du  second  ordre  dont  /^s  sommets  sont  situés 
sur  Z. 

15.  Il  esl  facile  dViendre  les  résullats  précédents  à  une  asymp- 
totique  quelconque  Zp  résultant  de  Tintersection  de  dC  avec  la 
quadrique 

A  cet  effet,  j'établirai  d'abord  une  formule  très  simple  el  que  j'aurai 

souvent  l'occasion  d'employer. 

Soit,  en  conservant  les  notations  du  §  I,  le  système  linéaire 

gauche 

o         ;*       t-z 

d'oii 

T*  O      O  T*       —  /X       /* 

Uo=  — t'z    O    O  X    O        O        o; 
/*       o    o         o        o        o 

le  produit  HUH|  est  aussi  un  système  gauche  que  je  ferai  égal  à  (') 

o         X      y 
V  =  — X      o       z  , 

—  y     —z    o 


(  '  )  Il  esl  iniporlanl  de  ne  pas  confondre  ici  le  sysième  linéaire  H  avec  le  hes- 
sïtn  de  u  que  j'ai  désigné  par  la  même  lettre. 
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en  sorte  que  l'on  aura 

zoo        z     — y    X 
Vo=  — y    o    o  X  o       o       o, 
ar       o    o        o       o       o 
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et  par  suite 


Hoi  X  —  tz  =  —  V  . 


De  Téquation  (4)  od  déduit 


d'où 


H(lH-U)H,=  pA-hei4-V. 
A{I-4-U)  =  A(pAH-0l4-V). 


Représentons,  pour  abréger,  par  o(:r,  y,  z)  la  forme  quadratique 

aa?*-+-  i'^y^'h  e-5*-+-  ^^zy  -+■  4  ^y^  -+-  'J^y^z; 

développant  la  relation  précédente,  on  obtiendra  Péquation 

p®(a?,  y,  «)  -h  26(3?^  —y*)  =  o, 


en  sorte  que,  quand  le  rapport  1 1  t  prend  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, les  variables  x,y,  z  restent  constamment  liées  par  la  rela- 
tion (1  i)- 

16.  Cela  posé,  diaprés  ce  que  j*ai  démontré  plus  haut,  inéqua- 
tion générale  des  cônes  circonscrits  appartenant  à  l'asymptotique  Z 
s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  hessien  de  u\  on  peut  donc  l'écrire 
de  la  façon  suivante  : 

abc  X*       — z^t      T*^* 

h     c    d  -i x»/      -z^t^      —  T/» 

c     d    e  T«/*      —  T/'        t* 


=  o. 


OU    simplement 


A(A-4-Uo)  =  o. 


s  cônes  circonscrits  appartenant  à  l'asymptotique  Zp  auront  par 
ite  pour  équation 

A(  A'-^- Uo)  =  A(H,  AH -f- Uo)  =  A(A  H- HioUoHo)  =  o. 
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OU  encore 


A»  A  -4-  Vo)  =  o, 


OU  enfin  en  développant 


y  =  (  rtr  —  />'  )x*  -r-  iae       r*  )y^ -\-  {ce 
-^  àihe  -  -  cd)yz  -f-  jK  bd —  c^)zx 


liad —  bc)xy  =  o. 


Telle  est  r  équation  f(énérale  des  cônes  du  second  ordre  cir- 
conscrits à  *K  et  appartenant  à  i'asymptotique  Zp,  les  varia- 
bles X,  y,  z  étant  assujetties  à  salis/aire  à  Inéquation  (11)- 

17.  L'équation  générale  des  cônes  du  second  ordre  qui  conlien- 
nenl  les  cubiques  gauches  appartenant  à  rasjinptotique  Z  (C/, 
n"  1  i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


-1 


o     o 


-'t     _•:'/'     /'* 


A  -t-  —  -/     u     0x0  o 

t^        f»     o  o  o 


I 


o    .'  =  o. 
o 


LVquation  analogue  pour  les  cubiques  appartenant  à  l'asjmpto- 
li(jue  Zp  sera 

Ti       o    o        •:'«  —  T/'  /'* 

A    I  HiAH-i T/     00x0  o  o 

/<       o    o          o  o  o 
O     o 


\ 


-1   _-'^'   /'î 

=  A    .   A  -h  Hoi    --  T/     o     o    X     o  o  o    X  IJo     ) 

f  /*       00000  / 


ou  encore,  en  vertu  des  relations  que  j^ai  établies  plus  haut. 


„i 


i  z        n     o         z      —y      X    . 

A  «    A  -r-   --   y     o     o  X    o        o         o    •   =  o. 
»  X       o     Ki         000' 

D\>ii  la  conclusion  suivante  : 

Si  l'on  di-si*:ne  par  x,  r,  z  et  x\  y,  z'  deux  systèmes  de 
variables  satisfaisant  respectivement  à  l'équation{i  1),  l'équa- 
tion irént'rale  des  cônes  du  second  ordre  qui  contiennent  les 
cubiques  appartenant  à  V asympto tique  Zp  est 

•'  i  ^^      9  . —     *  ,-      —    O. 


dx 


1/» 


dz 
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Je  désigne  ici  pary*  la  même  forme  quadraliqiie  que  dans  le  numéro 
précédeni. 

Lies  équations  des  cubiques  gauches  elles-mêmes  sont 

{ac  —  b^)x  -hiad  —  bc)y  -\- (bd  —  c*)-5  =  o, 
{cul —  bc)x  -h  (ae  —  c^)y  -\-  (be  —  cd)z  =  o, 
( bd  —  c^)x  -¥  (be  —  cd)y  -^  (ce  —  d^)z  =  o. 

IS.  Je  ferai  encore  quelques  remarques  sur  les  propositions 
précédentes. 

Par  tout  point  M,  pris  sur  la  surface  IK,  passent  deux  cubiques 
appartenant  à  Tasvmplotique  Z;  ces  deux  courbes  définissent  par- 
faitement le  point  M,  dont  on  peut  ainsi  fixer  la  position  sur  la 
surface  par  les  valeurs  des  paramètres  t  et  t'  des  points  de  Z  qui 
sont  les  sommets  des  cônes  touchant  la  surface  suivant  les  cubiques 
considérées. 

lin    un  point  (t,  t')  de  rK,  Téquation  du  plan  tangent  est 

Co=  t'*(at*-+-  ibtz  -f-  CT«)  -4-  it'i'{bt*-\-  ict-z  -f-  dz'^) 

-f-    t'*  (c<* -h -i^^T-h  ex»)  =  o; 

on    voit  ici  apparaître  l'émanant  principal  de  u\  les  deux  autres 
émanants 

et 

C  =  t(an-h  3A<'«t'—  3c/'T'«-f-  rfc'»)  -4.  T(6/'3-h  3c/'«T'-f-  ^dt'z'*-h  ex') 


présentent,  comme  nous  Tavons  vu,  les  plans  passant  par  le 
point  (^,  /')  et  les  tangentes  (/)  et  (/'),  ou  encore  les  plans  oscu- 
lateurs  des  cubiques,  appartenant  à  Tas^^mptotique  Z,  qui  se 
croisent  au  plan  considéré. 

Le  plan  tangent  au  point  (t,  t')  passe  évidemment  par  les  deux 
points  (t)  et  (/'). 

Il  serait  facile  d'exprimer  en  fonction  des  paramètres  t  et  t' les 
coordonnées  du  point  (/,^');  mais  je  laisse  de  côté  cette  recherche, 
qui  me  serait  inutile  en  ce  moment. 
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III.  —  Sur   les    Hf;ne$   nodules    des   surfaces    déveioppahies 
dont  les  asymptoliques  sont  les  arêtes  de  rebroussement  (*  ). 

\\),  La  surface  développahie  (0,  dont  la  sextique  Z  esl  l'arête 
i\v  rehroiisseinent^  a  pour  ligne  nodale  une  quartique  -TG  dont  il 
esl  facile  d\)bl<Mnr  les  équations. 

Pour  loul  poiiil  de  celte  courbe,  IVquation 

a  deux  couples  de  racines  égales;  elle  est  donc  définie  par  le  sys- 
lème  (Féqualions 

ac       />*        (id —  bc.        (ic  -*-  Oibd  —  ir*        be  —  cd        ce  —  d^ 
a  '}.b  ()c  'id  e 

d'où  Ton  déduit,  en  verlu  de  Tidentilé, 

a  £  —  \bri  -^  6c-i  —  ^d^ft  -^-  ea  =  o^ 

i  { (ic  —  />*  )  —  2  0  <  ad       bc)  -*-  ^\  ae  -^  nbd  —  3  c') 

-  'i^6{be  —  cd)  -hOLice  -^-  d^  )  =  o. 


(  '  )  On  sait  (  t*ot/*  Oam.ky,  toc.  cit.)  que  ces  lignes  nodales  sont  des  courbes  du 
quatrième  ordre  et  de  seconde  espèce  (cVst-à-dire  par  lesquelles  on  ne  peut  faire 
passer  qu'une  seule  surface  du  sei'ond  ordre):  dans  tout  ce  qui  suit,  je  les  appel- 
lerai«  pour  abrt'^er.  simplement  guartigues,  en  réservant  le  nom  de  àiquadra' 
titfues  aux  courlves  du  quatrième  ordre  qui  résultent  de  rinterseclion  de  deux 
surface*^  du  second  ordrt\  J'ap|>ellerai  de  même  stxtigues  les  courbes  du  sixième 
ordre  el  de  quatrième  classe  qui  sont  les  asymptotiques  de  la  surface  réciproque 
de  la  surface  de  Sleiner  Le«  seitiques  sont  le<  récipntques  des  surfaces  dévelop- 
pables  qui  ont  de>  quarliquo  p*»ur  arêtes  de  rebroussement. 

I.e>  paragraphes  qui  suivent  peuvent  être  considérés  comme  un  chapitre  partiel 
de  la  théorie  des  quariiques  et  des  sextiques. 

\  ce  ^u'icl.  il  ne  sera  peut-ètn^  pas  inutile  d*iiidii|uer  le  sens  géométrique  des 
deux  e\]ualionN 

*  —  «•         et        j  ■=  i». 

Uela(i\ement   ji  la  surface  de  St«  mer.  elles  donnent   lieu  aux  deux  propositions 
suivantes  : 

K  ytitnt  domm^  unr  guartigur^  l'eiix^loppe  des  plans  gui  coupent  cette 
coui^  tn  ^Mul/y  /kmm/j  rgtéiharmomigues  est  ta  sur/ace  du  second  ordre  que 
i\^  fwmt  iHemtr  /mr  ta  guKfrttgue, 

IL  A^HtiMl  ii%mner  Mir  guAtrUgue,  l'en\>eloppe  des  pians  gui  coupent  cette 
C«M«Hk  fn  ffmttt^  points  harmonigues  est  la  sur/ace  de  Steiner  dont  cette 
fmirftfM»  tfti  mmt  as%  mptottgue. 
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Telle    est    Tëquation    de  la  quadrique  ^^   qui    contient   la  ligne 
nodale;     en    conservant  les  notations  du   §   I,  on  voit  que  cette 

équation  est 

h  =  o. 

D'après  le  Tableau  A,  Téqualion  générale  des  quadriques  ^p, 
contenant  les  nodales  relatives  aux  diverses  asj'mptotiques  de  la 
snrfiii!e,  sora  donc 

le  rapport  {jl  I  X  étant  lié  au  rapport  p  :  6  par  la  relation 

t  =  ?p(3yop--  iqO) 

X         ,opt-3e, 

Toutes   ces  quadriques,  ainsi  que  les  quadriques  8p,  sont  com- 
prises dans  le  réseau  (i,  A,  k). 

20.  On  peut,  par  um*  quartique  donnée  >)L,  faire  passer  une 
infinité  de  surfaces  réglées  du  troisième  ordre.  Prenons,  en  eflfet, 
arbitrairement  une  corde  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  une  droite 
s'appnjant  sur  elle  en  deux  points;  tout  plan  passant  par  cette 
corde  Gxe  rencontre  de  nouveau  la  courbe  en  deux  points.  Le  lieu 
des  cordes  mobiles  qui  les  joignent  est  évidemment  une  surface 
réglée  du  troisième  ordre  a^ant  la  corde  fine  pour  ligne  double. 

Il  est  facile  d^obtenir  Téqualion  de  cette  surface. 

A  cet  effet,  je  considérerai  le  covariant  du  sixième  degré  de  u 

L  =  (rt«rf-h  365— 3flr6c)/«-f-. . . 

{on  sait  que  tous  ses  coefficients  s'annulent  pour  les  points  de  la 
ligne  nodale)  et  Témanant  principal  de  L 

dt*  at*ch  dtdx^  dz^ 

Téquation 

Lu  =  <> 

représente  une  surface  du  troisième  ordre  qui  contient  la  quar- 
tique 01^;  il  est  facile  de  voir  que  cette  surface  est  réglée. 
On  a,  en  effet,  en  conservant  les  notations  précédentes  et  en 
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posant,  pour  abréfçer, 

Tidentilé  suivante 

d'où  l'on  voit  (|ue  IVquaïion  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

équation  d'une  surface  réglée  dont  les  diverses  génératrices  sont 
données  par  le  système  simultané  d'équations 

011  A  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

21.   Les  équations  de  la  droite  double  de  cette  surface  sont 

»:*  =  o        et         C  =  o, 

et  telle  est  l'équation  générale  (renfermant  deux  paramètres  arbi- 
traires t  et  /')  des  cordes  de  la  quartique. 

La  seconde  directrice  rectiligne  de  cette  surface  a  pour  équations 

u  =  o        et         //'—  o. 


(  '  )  Sur  retle  identité,  voir  {Bulletin  de  la  Société philomaihigue  et  journal 

L'Institut,  mars  1873),  nia  Note  Sur  les  covariants  doubles  des  /ormes  binaires, 

Lii  proposition  fondamentale  relative  aux  covariants  doubles   peut    s^énoncer 

ainsi  : 

Ktant  (tonné  un  système  quelconque  S  de  formes  binaires,  tout  covariant 
double  de  ce  système  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(A)-+-(B)u>-t-(C)u>=-H...; 

(A),  (IJ),  ...  désignant  des  émanants  des  formes  A,  B,  et  ces  formes  étant 
elles-mêmes  des  covariants  du  système  S;  w  représente  le  covariant  double 
général 

jcy'  —  yx'. 

Depuis  la  publication  de  la   Note  dont  je  viens   de   parler,  j*ai    reconnu  que 
M.  Clebsch   s'était  appuyé  sur  la   même  proposition  dans  son  Ouvrage  sur  les 
formes  hinajres;  je  crois  toutefois  pouvoir  faire  remarquer  à  ce  sujet  que,  dès 
iWJo,  je  l'avais  communiquée  à  M.  Hermite  en  lui  faisant  connaître  les  premiers 
principes  d'une  nouvelle  théorie  des  formes  binaires  qui  est  restée  inédite. 
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Si  l'on  (convient  d'appeler  droite  appartenant  à  une  dévelop- 
pable  les  droites  qui  résullenl  de  l'inlerseclion  de  deux  plans  tan- 
gents à  celte  développable,  on  peut  donc  (énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Xh^ob^ème  V.  —  Etant  donnée  une  quartique  quelconque  y 
cette  courbe  est  la  ligne  nodale  d'une  surface  développable 
du  siœième  ordre  et  de  la  quatrième  classe;  par  toute  droite 
appcir tenant  à  cette  surface  développable  et  la  quartique ^  on 
peut  fcLire  passer  une  surface  réglée  du  troisième  ordre. 


Li^équation  générale  des  surfaces  réglées  du  troisième  ordre 
passant  par  la  quartique  ^  peut  se  mellre  encore  sous  une  autre 
forme  remarquable,  et  qui  résulte  de  l'identité 

(/x— /'T)Lo=aH'— //'H; 
d^où   réqnation 

aH'— m'H  =o 

et  la  conséquence  suivante  : 


courbe  d'intersection  fie  deux  cônes  quelconques  appar- 
tenant à  V asymptotique  Z  et  la  quartique  )î)  sont  situées  sur 
une  même  surface  réglée  du  troisième  ordre. 

Celle  même  surface  réfçlée  contient  aussi  la  courbe  du  dixième 
ordre  qui  est  Tintersection  (partielle)  des  surfaces  dévcloppables 
dont  les  arêtes  sont  les  deux  cubiques  suivant  lesquelles  la  sur- 
face <K  est  touchée  par  les  deux  cônes  dont  je  viens  de  parler. 
Ces  deux  surfaces  (t;o«r  n"  12)  ont,  en  effet,  pour  équations 

ju  —  i  H  =  o        et        ju'  —  /  H'  =  o  ; 

en   éliminant  j  et  «,   on   obtient   l'équation    précédente,  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

^.  Lorsque  Ton  fait 

l'    —     ty 

les  deux  directrices  reclilignes  des  surfaces  du  troisième  ordre  se 
confondent,  et  l'on  obtient  les  variélés  singulières  signalées  par 


3(>j 
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M.  Cayley  (voir  Salmojn  :  Analytic  Geomelry  of  three  dimen- 
sions y  §  ii7). 

L'<'qnation  de  ces  surfaces  est  L  =  o. 

!2i.  Par  la  sextique  Z  et  la  qiiarlique  'Ki,  on  peut  faire  passer 
une  infinilé  de  surfaces  du  quatrième  ordre  dont  réqiiation  est 

3ya  —  'je  H  =  o. 

Je  ferai  remarquer  encore,  et  je  reviendrai  plus  tard  sur  ce 
sujet,  que  la  ligne  nodale  X  est  située  sur  la  surface  de  Steiner  6, 
qui  est  la  polaire  réciproque  de  «X  par  rapport  à  la  quadrique^. 


IV.  —  Sur  les  polygones  que  Von  peut  circonscrire 

à  une  sextique  gauche. 

25.  Soit  une  sextique  gauche  Z,  définie  comme  l'arête  de 
rehroussenient  de  la  surface  enveloppée  par  le  plan  variable 

Supposons  que  les  tangentes,  en  deux  points  (/)  et  (f^)  de  cette 
courbe,  se  rencontrent  en  un  point  M  (qui  appartient  nécessai- 
rement à  la  nodale  •)b). 

Les  équations  de  ces  langenles  sont 

at^  -¥■  'ibt*z  -+-  Sctz*  -+■  ez*  =  o, 
6/5  H-  3c/*T  -h  3r//T*  ■+-  eT»  =  o, 
a/'3  -h  36/'*T'-h  ^ct'z'*  H-  ^t'3  =  o, 
ht'^  -f-  Zct'^z'  -{-  Sdt'z'^-i-  cz'i  =  o. 

Ces  quatre  équations  et  Péquation  identique 

ae  —  4^^^  "^  ^*^ï  —  4^û  -T-  eoL  =  o 

(levant  être  satisfaites  pour  les  coordonnées  du  point  M,  on 
obtiendra  la  relation  qui  lie  entre  eux  les  paramètres  t  et  t'y  en 
égalant  à  zéro  le  déterminant  de  ce  système  d'équations. 

La  valeur  de  ce  déterminant  peut  s'obtenir  immédiatement  en 
remarquant  que  c'est  un  covariant  double  de  (u,  du  premier- degré 
par  rapport  aux  coefficients  de  ce  polynôme,  et  du  sixième  degré 
par  rapport  aux  variables  /,  t  et  aux  variables  ^,  V;  en  se  reportant 
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à  la  Note  qui  précè^de  le  paragraphe  précédent,  on  voil  immédia- 
tement que  ce  déterminant  a  pour  valeur 

^^  désîgnanl  l'émanant  principal  de  o> 

en    sorte   que  la  relation  qui  existe  entre  les  paramètres  t  et  t'  est 

,fo  =  o. 

l^es  coordonnées  du  point  M  s'expriment  facilement  en  fonction 
des  paramètres  t  et  l' ^  et  sont  données  par  le  système  d'équations 

€t  la  ()C  id  e 

26.     L'équation 

donne  lieu  à  une  remarque  importante. 

C'est   IMntégrale  de  Téquation  d'Euler  qui  sert  de    base   à   la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

D*où  la  proposition  suivante  : 

Th^.orème  VI.  —  Si  Von  peut  circonscrire  un  polygone 
gciuche  à  une  sextique,  on  peut  lui  circonscrire  une  infinité 
de  polygones  du  même  nombre  de  côtés. 

Remarque.  —  Il  est  clair  que,  pendant  que  les  côtés  du  poly- 
gone roulent  sur  la  sextique,  ses  sommets  décrivent  la  quartique  ^. 
On  a  ainsi  un  polygone  mobile  dont  les  sommets  se  meuvent 
sur  une  quadrique,  tandis  que  ses  côtés  enveloppent  une  courbe 
tracée  sur  une  autre  quadrique;  c'est  un  point  particulier  d^ine 
question  digne,  je  crois,  dMntérét,  et  sur  laquelle  je  reviendrai.  Je 
me  suis  déjà  occupé  du  problème  général  dans  une  Communica- 
tion faite  à  la  Société  philomathique,  en  m^appuyant  sur  l'extension 
à  l'espace  de  la  théorie  de  Jacobi  relative  aux  courbes  planes  du 
second  ordre,  extension  que  j'ai  fait  connaître  dans  une  Note  pré- 


(*)  Ici,  pour  simplifier  récriture,  j'ai  fait,  comme  je  le  ferai  souvent  dans  la 
suite,  T  =  t'=  I. 
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semée  h  rinslltiit  surV Intégration  d'une  certaine  c/asse  d'équa- 
tions différentielles, 

27.  En  particulier,  si  Ton  peut  circonscrire  un  triangle  à  une 
sexli(|ue  Z,  on  peut  en  circonscrire  une  infinité;  en  d^autres  termes, 
si  Ton  peut  mener  un  plitn  tritangent  à  la  sextique,  on  peut  lui  ea 
mener  une  infinih'. 

Si  l'on  se  rcporle  \\  la  relation 

on  verra  facilement  (]ue  ce  cas  se  présente  quand  on  a 

'o  =  o. 

Comme  l'a  remarqué  M.  Cremona(*),  cette  relation  signifie  que 
les  quatre  points  cuspidaux  de  Z  sont  en  rapport  équiharmonique. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quand  les  quatre  points  cuspidaux  d'une  sextique  sont  en 
rapport  équiharmonique  y  on  peut  mener  à  cette  courbe  une 
infinité  de  plans  tritangents. 

Je  montrerai  plus  loin  que,  dans  ce  cas,  la  sextique  est  située 
sur  un  cAne  du  second  defçré. 

28.  La  considération  de  l'équation  Jj,=ro  montre  aussi  facile- 
ment que  la  condition,  pour  que  l'on  puisse  circonscrire  à  la  sex- 
tique Z  un  quadrilatère,  est 

y'o  =  o. 

D'où,  en  se  reportant  aux  observations  déjà  citées  de  M.  Cremona, 
la  proposition  suivante  : 

Quand  les  quatre  points  cuspidaux  d'une  sextique  sont  en 
rapport  harmoniquCy  on  peut  lui  circonscrire  une  infinité  de 
quadrilatères  gauches, 

(')  Voir  les  Notes  de  M.  Cayley  Sur  les  torses  sextiques  déjà  citées. 


SUR    LA   SURFACE   RÉCIPROQUE   DE   LA   SURFACE   DE   8TEINER.  3o5 

M.  Cayley  a  remarqué  (*  )  que,  quand  Ton  dij\=Oj  la  sexlîque 
csl  Tarête  de  rebroussement  d'une  surface  développable  circon- 
scrite à  deux  quadriques  se  touchant  d'un  conlacl  simple. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  deux  quadriques  ont  entre  elles  un  contact  simple, 
on  peut  circonscrire  une  infinité  de  quadrilatères  gauches  à 
U  are  le  de  rebroussement  de  la  surface  développable  circon- 
scrite à  ces  deux  quadriques. 


V.  —  Digression  sur  les  covariants  doubles  des  formes  binaires. 

29.  Comme,  dans  tout  ce  qui  suit,  les  covariants  doubles  des 
formes  u  et  eu  se  présentent  très  fréquemment,  les  considérations 
suivantes,  quoique  très  simples,  ne  paraîlronl  peut-élre  pas  inu- 
tiles. 

Soient  les  formes  u{x^y)  et  iu(a7,j^),  dans  lesquelles  j'ai,  pour 
un  instant,  substitué  aux  variables  t  et  t  de  nouvelles  variables  x 

cl  Y' 

On  a  évidemment,  en  conservant  les  notations  précédentes, 

u{tx  -^  i'y,'zx 'h'z'y)=  ux*-+-  :iC'x^y  -¥-  6CoX^y*-h  ^Cxjr*-¥-  u y^^ 

et  de  même 

c«>(  rar  -4-  t* y^  -zx  -\-  t' r  )  —  wx^  -+-  4  ^'x^y  -+-  6.fo^*J^*  -H  4  ^opy^  h-  a>'^*, 

en  posant  ^ 

Soit  maintenant  F  un  covariant  double  quelconque  de  u  et  de  (u  ; 
on  a,  par  suite  de  la  définition  même  des  covariants. 


F(a,  6,  . . . ,  a,  ?,  . . . ,  ^j:  4-  t'y,  -.x  -h  z'y,  tx'  -h  t'y',  x jr'-r-  xV ) 
=  (<x'-  t'-zy^n  F(a,  6',  . . . ,  0),  J',  .  ..,x,y,  x',y')\ 


(  ■  )  Notes  Sur  les  torses  sextiqiies  déjà  citées. 
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d'où,  en  faisant  dans  celle  idenlîlé  x  =  i ,  y  ■=  o^  jp'=  o,  >^=  i| 

F(r/,  />,...,  2,3,  ...,  /,•:,  /',  t') 

—  (^t'— /'t)-"»  F(m,  i*',  ...,0),.?',  . ..,  I,  0,0,  1). 

De  là  rcsullenl  les  conclusions  suivantes  : 

1°  Un  covarianl  double  (et  il  en  est  de  même  évidemment  d*UD 
covarianl  simple  et  d*un  invariant)  est  détermioé  quand  on  con- 
naît son  terme  principal,  c'est-à-dire  le  terme  auquel  se  réduit  le 
covarianl  quand  on  j  fait  /  =  1 ,  t  =  o,  ^'=  o,  t'=  i  . 

On  oblieiit,  à  une  certaine  puissance  près  de  (/t'  —  '''^)i  la  valeur 
du  covarianl  en  remplaçant  respectivement  dans  le  terme  principal 
a,  6,  c,  ...  par  u^  C  ^  ^0,  .  .  . ,  et  a,  p,  Y,  . . . ,  par  <i>,  i,  «f^,  .... 

2^  Si  Ton  veut  établir  une  relation  entre  des  éléments  géomé- 
triques dépendant  de  deux  points  de  la  sexlique  Z,  on  pourra  tou- 
jours supposer  que  les  paramètres  de  ces  deux  points  sont  o  et  00; 
de  la  relation  qui  a  lieu  dans  ce  cas  particulier,  on  déduira  la 
relalion  générale  en  remplaçant  lespectlvemenl  a,  fr,  c,  ...  et 
a,  |),  Yi  •  •  •  |>ur  les  émanants  que  j'ai  mentionnés  ci-dessus. 

30.  Pour  faire  une  application  simple  des  considérations  qui 
précédent,  je  remarquerai  que  Ton  a 

ne—  \bi/-h  3c^  =  (li'—t'':)-^[uu'—/iCC'^\Cl]. 

L'équation  de  la  quadrique  ^  peut  donc  s'écrire  de  la  façon  sui- 
vante : 

Les  plans  osculalcurs  de  la  sexlique  Z  aux  points  {i)  et  {i')j  dont 

les  équalions  sont 

u  =  o        et        u'  =  o, 

coupent -S  suivant  deux  coniques  situées  sur  le  cône  dont  l'équa- 
tion est 

'  yi      f  y  P' rw 

1 05  —  I  c  c  —  o. 

le  sommet  de  ce  cône  est  défini  par  les  équations 

^0=0»        C  =  o        et        C  =  o. 
Ce  point  est  d'ailleurs  le  point  (/,  /')  de  la  surface  OC. 
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On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Xhéobème  VII.  — Etant  donnée  une  sextiqiie  Z,  si  l'on  mène 
deujc  plans  osculateurs  quelconques  de  cette  courbe,  ils  coupent 
la  quadrique,  qui  contient  Z,  suivant  deux  coniques;  le  som- 
met d'un  des  cônes  qui  passe  par  ces  deux  coniques  se  trouve 
sur  la  surface  tK^  dontTj  est  une  asymptotique;  et,  quand  ces 
plans  se  déplacent  de  toutes  les  manières  possibles,  le  sommet 
de  ce  cône  décrit  la  surface  îX. 

Remarque,  —  On  peut,  par  ces  deux  coniques,  mener  un 
deuxième  cône;  le  sommet  de  ce  cône  décrit  une  surface  que 
j'éludierai  dans  la  suile  de  ce  Mémoire. 

VI.  —  Centre  et  plan  central  d'une  sex tique  gauche. 

31.    Outre  l^invariant 

as  —  4^o-+-6cY  —  4<^3-Hcx, 

c|iii    est  identiquement  nul,  les  deux  polynômes  zz  et  co  ont  un 
autre   invariant,  du  premier  degré  relativement  aux   coefficîenls 

de  Uj 

Ao=a(Ye  — 8*)-+-!i6(YÔ  —  32)4- cCae  i- 2^8  —  Sy^) 
2c/(Py  —  ao)-h  e(aY —  ?*)• 


L«^ équation  Ao=  o  représente  un  plan  R;  pour  trouver  les  points 

d^inlersection  de  ce  plan  avec  la  sextique  Z,  il  faut  remplacer  a, 

fe,  c,  ...  par  leurs  valeurs  tirées  du  Tableau  B;  le  résultat  devant 

être  un  covariant  de  co,  il  suffit  de  calculer  son  terme  du  degré  le 

plus  élevé  et  par  conséquent  de  (aire  ay  6,  c  égaux  à  zéro,  et 

r/  =  a/û         et         e  —  \^t^\ 
il  vient  ainsi,  comme  premier  terme  de  ce  covariant, 

d'où  Ton  conclut  que  les  paramètres  des  points  où  le  plan  H  rcn- 
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contre  la  sexlîqtie  Z  sont  les  racines  de  réquatîon  que  Ton  obtient 
en  égalant  à  zéro  le  covariant  du  sixième  degré  de  ci>  (*). 

Les  paramètres  des  quatre  points  stationnaires  de  Z  étant  les 
racines  de  l'équation  (0  =  0,  on  déduit  de  là  et  des  propriétés 
bien  connues  du  covariant  du  sixième  degré  d'ane  forme  biqua- 
dratique  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VIII.  —  Les  quatre  points  stationnaires  d'aune 
sextique  Z  peuvent  être  partagés  de  trois  façons  différentes 
en  deux  groupes  de  deux  points;  à  chaque  mode  de  groupe- 
ment correspond  sur  la  courbe  une  division  en  involution  don- 
nant lieu  à  deux  points  doubles.  Les  droites  qui  joignent  les 
trois  couples  de  points  doubles  sont  situées  dans  un  même 
plan  n,  qui  est  le  plan  central  de  la  sextique. 

Comme  je  le  montrerai  plus  tard,  ces  trois  droites  sont  situées 
sur  la  surface  DC,  dont  Z  est  une  asjmptotiquc. 

32.  Il  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède  qu'il  ne  peut 
exister  d'autres  covariants  de  u  et  de  co,  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  //,  que  ceux  que  je  viens  d'examiner. 

En  égalant,  en  effet,  à  zéro  un  tel  covariant,  on  a  l'équation 
d'un  plan  qui  rencontre  Z  en  six  points  dont  les  paramètres  sont 
les  racines  d'une  équation  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  un 
covariant  de  (o  du  sixième  degré.  Or  il  n'existe  qu'un  seul  cova- 
riant de  ce  degré;  la  proposition  que  je  viens  d'énoncer  est  donc 
démontrée. 

De  là  diverses  conséquences  importantes. 

En  premier  lieu,  h^  étant  le  seul  invariant  linéaire  par  rapport 
aux  coefficients  de  u  (sauf  at  —  4^S  -j-. . .,  qui  est  identiquement 


(*)  Les  points  cuspidaux  d'une  sextique  sont  souvent  désignes  sous  le  nom  de 
points  stationnaires. 

Pur  tout  point  {t)  d'une  sextique  Z,  on  peut  mener  en  effet  un  plan  P  oscula- 
tcur  de  cette  courbe  et  différent  du  plan  (/);  le  paramètre  t'  de  ce  plan  s'obtient 
en  égalant  à  zéro  l'émanant 

,7'=^(a<5-+-3pf'-t-3Yf -4-6)  -hO/>-f-3Y/'4-36/-f-t)=o. 

Si  le  panimùtrc  {t)  satisfait  à  la  relation  u)  =  o,  on  voit  que  l'on  a  <'=  I  et  le 
plan  1*  >c  confond  avec  le  plan  (/). 
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Dul),  si  Ton  passe  de  la  sexlique  Z  à  la  sexlique  Zp,  en  employant 
les  substitutions  dont  j*ai  parlé  au  paragraphe  I,  Iiq  devra,  à  un 
facteur  numérique  près,  conserver  la  même  valeur;  et,  en  effet, 
on  vérifie  facilement  que  Ton  a,  en  conservant  les  notations  de 
ce  même  paragraphe, 

/i;=(ex-fjip)«/io. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IX.  —  Toutes  les  sextiques  qui  sont  les  asympto- 
tiques  d^une  surface  DC  ont  même  plan  central. 

Je  dirai  que  ce  plan  est  aussi  le  plan  central  de  DC  ;  comme  je 
Tai  déjà  fait  observer,  il  coupe  cette  surface  suivant  trois  droites. 

33.  Équation  de  la  surface  du  quatrième  ordre  qui  contient 
les  lignes  nodales  correspondant  aux  asymptotiques  de  la  sur^ 
faceîH. 

Pour  tous  les  points  de  la  courbe  J^,  qui  est  la  ligne  nodale  de 
la  surface  développable  ayant  Z  pour  arête  de  rebroussement, 
on  a 

ac  —  b^  _  ad  —  bc       ae  -i-  ibd  —  3  c'  _  èe  —  cd  __  ce  —  ^*  __  3/ 
a        ~       'ib       ~  6c  ~~       id  e  oti 


On  déduit  de  là 


—^  =  11, 


4/10        21 
6/^0 -h  ik  =z  Oj 


d'où 

et  encore 

(12)  6y7io  -4-  ik  —  h^=  o. 


Cette  équation  représente  une  surface  du  quatrième  ordre  Û  qui 
contient  la  nodale  X;  en  se  reportant  aux  formules  (3)  du  Ta- 
bleau A,  on  voit  que  Ton  a 

en  vertu  de  la  formule  donnée  dans  le  numéro  précédent,  on  a 
donc  identiquement 

6y7ii  -i-  i'  k'  -^  h'^  =  (  OX  -  iip  )«  [  6jho  -h  ik  -  A«  ]  ; 
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d^où  Ton  (lodtiil  facilcinenlquela  surfaccûcontienllesnodales^P, 
donl  le  lieu  est  ainsi  donné  par  Téquation  (12). 

3i.  II  y  existe  un  poinl  O  de  Tespace  donl  les  coordonnées 
s^exprinieiit  nu  moyen  des  coefficienls  de  u  et  du  hessîen  de  u. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont  déterminées  par  le  système 
suivant  d'équations 

a  h  c 


3yo3t  — v.iy(aY  —  {J-) 


3y„  'i  —  7.  i\ 


ao  —  a- 
._      •  • 


ij 


.  ae  -H  !i  Ôo  —  3  Y* 
oY-itQ 1^ ^ 


On  vérifie  facilement  que  les  quantités  a^  b,  c,  . . .  sont  les  coor- 
données d*un  point,  car  elles  satisfont  identiquement  à  la  relation 


(I) 


at  —  i//o-f-6rY  —  4^?"+"^*  =  ^- 


Cela  posé,  si  Ton  détermine  le  plan  polaire  du  poinl  O  par  rap- 
port à  une  quadrique  (|uelconque  du  réseau  (i\  A,  A:),  c^est-à-dire 
à  une  quadrique  donl  Téquation  soit  de  la  forme 

il  est  clair  que  Téquation  de  ce  plan  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro 
un  invariant  de  u  et  de  m,  du  premier  degré  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  u. 

Diaprés  ce  que  j'ai  dit  plus  liaul,  son  équation  est  nécessaire- 
ment 

t  hi)  =  o. 

D^oii  la  proposition  suivante  : 

TnÉoRÈMK  X.  —  Le  plan  central  II  de  la  surface  DC  a  même 
pôle  reladi'cmenl  à  toutes  les  quadriques  du  réseau  {i,  h,  k  ). 

Je  dirai   que  ce  pôle  est  le   centre  de  la  surface  DC  et  des 
diverses  sextiques  qui  sont  les  asymptotiqucs  de  cette  surface. 


VII.  —  Sur  les  droites  qui  sont  situées  sur  fa  surface  îX. 

35.   Si  une  droite  peut  être  placée  sur  la  surface  9C,  elle  ren- 
contre S  en  deux  points  silués  sur  l'asymptolique  Z.  Celle  droite 
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est  donc  une  corde  de  la  sexliqne  Z.  Pour  irouver  la  relalion  qui 
existe  entre  les  paramètres  des  exlrémilés  de  celte  corde,  je  sup- 
poserai qu'ils  soient  respectivement  o  et  oo,  en  faisant 


/  =  I,  T  =  0, 


/'=o 


et 


T  =  r. 


D'après  le  Tableau  B,  les  coordonnées  de  ces  points  seront  donc 


a  =  b  =  c  =  o,         d  =  a^ 


el 


a  = 


-43, 


b=  — 


£i 


=  4?> 


=  d  =  e  =  o. 


Désignons  par  x  un  paramètre  variable;  les  coordonnées  d^un 
point  quelconque  de  la  corde  seront  données  |)ar  les  équations 


€Z   ^ 4  3»  ^=  —  Ê»  C  =  0,  d  =  Y.OLj  e  =  4î^?' 


On  a 


—  4<5      —  E  O 

—  e        o  XX 

o         va      —  4>t? 


=  4x(6»p  — xa'o); 


d^où  Fon  voit  que  la  valeur  du  paramètre  x  correspondant  au  troi- 
sième   point   de   rencontre  de  la  corde  avec  DC  est  donnée  par 

réqiiation 

e'P  —  xa'o  =  o; 

si    la    corde  est  située   tout  entière  sur  la  surface,  cette  équation 
doit  être  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x.  On  doit  donc 

avoir 

e'  P  =  o        et        a'  8  =  o  ; 

d^où  l'on  déduit,  d'après  les  propositions  données  n"  29,  les  rela- 
tions suivantes,  qui  existent  entre  les  paramètres  des  extrémités 
d^une  corde  de  Z  située  sur  la  surface, 


(i> 


J'=o 


el 


a> 


«;f  =  o, 


OU  bien 


(al'*-+.4pr'»-i-6Y<'*-h48''-+-0* 


3y/*-4-38/-i-e)]  =  o, 


et 


(a/*-4-4pr»-+.6Y^»-h4or-hE)« 

x[<(ai^'-h3p/'»-h3Yf'H-8)-t-(p/'3 


3Y^'*-h38f'-hE)]  =  ow 
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36.  On  peut  satisfaire  à  ces  relations  de  deux  façons  distinctes  : 

1^  En  faisant 

(i>  =  o        et        co'  =  o. 

Les  racines  de  ces  équations  sont  les  paramètres  des  quatre  points 

slalionnaircs  de  Z  (qui  sont  les  quatre  points  coniques  de  OC);  on 

en  conclut  que  les  six  arêtes  du  tétraèdre  dont  ces  points  sont  les 

sommets  sont  situées  sur  la  surface. 

2"  En  faisant 

,T  =  o        et        J'  =  o. 

Pour  résoudre  ce  svstème  dV*quations,  je  remarque  que,  en  élimi- 
nant t^  entre  ces  deux  équations,  le  résultat  est  un  covariant  dont 
le  premier  terme  esl 

Ce  covariant  est  donc  coFo,  Fo  désignant  le  covariant  du  sixième 
degré  de  co. 

Laissant  de  côlé  le  facteur  étranger  co,  on  voit  que  les  paramètres 
des  extrémités  des  cordes  cherchées  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion 

ro  =  o. 

Soient  5|,  ^2  et  ^3  les  racines  de  Téquation  (') 

z^  —  f  0  a  -I-  2/0  =  o  ; 
on  sait  que  Y^^  est  le  produit  des  trois  facteurs 

v/^iW  — 'ir, ,     /ijw —  ^T^,     /53W--2T1 

OÙ  T,  représente  le  hessicn  de  co. 
Les  deux  racines  de  récpialion 


y/^i  tu  —  'ir^  =  o 

sont  les  paramètres  des  extrémités  d'une  rorde  située  sur  la  sur- 
face. Je  désignerai  celte  corde  par  la  lettre  Df.  Aux  deux  autres 
facteurs  correspondront  deux  autres  cordes  D2  et  Ds  ;  il  suit  d'ail- 


(')  Voir  Salmon,  Algèbre  supérieure,  p.  180  et  suiv. 
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leurs  de  ce  que  j'ai  dit  au  n**  31  que  ces  trois  droites  sont  Tinter- 
section  de  la  surface  dC  par  le  plan  central  n  (*). 

A  celte  occasion,  je  ferai  remarquer  que  le  théorème  donné  au 
n®31  peut  s^énoncerd-une  façon  un  peu  plus  générale  delà  manière 
suivante  : 

aSî  l'on  coupe  une  asymptotique  quelconque  DC  par  une  qua- 
drique  du  réseau  («,  A,  Ar),  cette  quadrique  rencontre  la  courbe 
en  quatre  points  distincts  des  points  coniques.  Si  Von  partage 
d'aune  façon  quelconque  ces  points  d*  intersection  en  deux  sys- 
ièmes  de  deux  points,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  doubles 
de  l'im^olution  déterminée  par  ces  deux  systèmes  est  une  des 
droites  de  la  surface  DC  située  dans  le  plan  central. 


VIÏI.  —  Pôles  et  plans  polaires  relativement  à  la  sur/ace  S. 

Applications  diverses. 

37.  Considérons  un  point  dont  les  coordonnées  soient  a',  i', 
^^  d,  e'. 

L^équalion  du  plan  polaire  de  ce  point,  relativement  à  la  qua- 
drique S,  est  évidemment 

,di       ,,(ti        ,d{       ^  di        ,di 

''d^^^Tb'^"dc-^'^'dd^'d-e=''^ 
ou  bien 

ae'  —  4  bd  -f-  6  ce' —  .{ db'  -f-  ea'  =  o. 

Si  la  quadrique  S  est  telle  que  Ton  ait  /©  =  o?  '^s  coordonnées  du 
centre  de  la  surface  tK  (n°  34)  sont  a,  p,  v,  5,  e. 
L'équation  du  plan  polaire  de  ce  point  est  donc 

«e  —  4^0  -4-  6cY  —  id^  -h  eoL  =  Oj 

et,  cette  relation  étant  identiquement  satisfaite,  on  en  conclut  que 
le  plan  polaire  est  indéterminé;  par  suite  : 

Lorsque,  pour  une  asymptotique  Z,  on  a  «o=  o?  cette  asym- 


(*)  II 'est  clair  que  tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  forme  o)  ne  présente 
aucune  particularité.  J'examinerai  plus  tard  les  cas  particuliers  où  u  aurait  un 
facteur  triple  ou  deux  facteurs  carrés. 
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ptotitjue  est  située  sur  un  cône  du  second  degré  dont  le  som- 
met est  le  centre  de  la  courbe. 

38.   Soit  un  plan 

on  voil  immédlalemenl  que  les  coordonnées  du  pôle  de  ce  plan 
sont  données  par  le  syslème  d^équalions 

a  b  c  d  e 


•1  ï'o  oiy  —  «a        1  f 0  Y'-i  "  **?        ^  'o Vo  —  '«Y        '-i  *o  ôo  —  h8         2 1*0  «0  —  «* 
où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

«  =  «0 —  4  ?^o — Cyyo —  4opo-H  ^*0' 

Il  est  facile,  en  effet,  de  v«*rifier  : 

i"  Que  les  quantités  déterminées  par  les  équations  précédeales 

sont  effeclivenient  les  coordonnées  d'un  point,  car  elles  satisfont 

à  l'identité 

ae  —  4^^  -*-  fie  Y  —  hd^  -{-  e%  =  o\ 

2°  Que  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  S,  est  le  plan 
donné. 

39.  Comme  application  des  formules  précédentes,  considérons 
un  plan  tangent  quelconque  à  la  surface  cK.  Comme  nous  l'avons 

vu  (n"  18),  son  équation  est 

<i:o=  ar»/'»-h  26(//'*-+-  /»/')-h c(/'-i-  4'^'-H r'»)-h  arf(f  -ht')-\-e^o\ 


on  a,  dans  ce  cas, 


=  .f, 


t'^Of 


et  les  coordonnées  du  pôle  de  ce  plan  sont  données  parle  système 
d'équations 


(i3) 


a 


io—^oOL  —  fo( /-+-/')—  ^0?  *'  2lof*/'«— ^06 


Supposons  le  point  tellement  choisi  sur  la  surface  DC  que  Ton 


ait 


^Q=Z    O, 
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les   coordonnées  du  pôle  seront  données  par  les  équalions 

a  'ib  e 


I        —(/-+-/')  tU'i 


I*  ♦ 


en  se  reportant  au  n^  25,  on  voit  que  le  point  ainsi  déterminé  est 
le  point  de  la  nodale  J^j  qui  est  l'intersection  des  tangentes  (/) 
et  (^);  le  pian  polaire  de  ce  point  touche  par  conséquent  la  sur- 
face ^C  au  point  [t,  t'). 

D'où  encore  cette  conséquence  : 


surface  développable,  qui  est  la  polaire  réciproque  de  la 
nodcile  JIS»  relativement  à  la  quadrique  S,  est  circonscrite  à  DC. 

40.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  on  voit  que  la  surface  de 
Steiner  S,  qui  est  la  polaire  réciproque  de  ^  relativement  à  la 
quadrique  S,  contient  la  nodale  DC. 

Cherchons  Téquation  de  cette  surface;  il  faut^  pour  Toblenir, 
éliminer  t  et  t'  entre  les  équations  (i3).  À  cet  effet,  x  désignant 
une    quantité  inconnue,  je  suppose  que  la  valeur  commune  des 

rapports  contenus  dans  ces  équations  soit  égale  à  -r-*  On  mettra 
facilem  ?nt  ces  équations  sous  la  forme  suivante  : 

a«oX__a-f-xa_       b  -hY.^      _  c-hXY  __       _e-4-xe 

2  6 

Je  remarque  maintenant  que  ces  équalions  expriment  que  la 
forme  u  •+•  xw  est  un  carré  parfait;  or,  pour  que  cela  soit  possible, 
on  doit  avoir  entre  les  invariants  de  e/  et  de  a>  la  relation  sui- 
vante («)  : 

(A  — 48B)«— R  =  o. 

Dans   cette  formule,  A  et  B  représentent  deux  combinants  qui, 
dans  le  cas  actuel  où 

ae  —  4^S-i-6cY  —  ^df^  -h  e%  =  o, 
s'expriment,  au  mo^'en  des  invariants  que  nous  avons  introduits, 


(  «  )   Salmon,  Higher  Algebra,  §§  213  ci  214. 
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par  les  formules  suivantes  : 

/'       I 
=  4/0*         et         B=— -  — -loi; 

4       o 

R  représente  le  résultant  des  équations  u  et  co.  Par  suite,  la  rela- 
tion précédente  (qui  est  évidemment  Féquation  delà  surface  Ç) 
devient 

i44(X-*-ioO'— "ï^  =  0- 

Il  est  clair  que  Féqualion  R=o  représente  les  plans  osculateurs 

de  la  sextique  Z  en   ses  quatre  points  stationnaires;  ces   plans 

touchent  la  surface  t^  le  long  de  quatre  coniques  situées  sur  la 

quadrique 

k  -h  l'o  i  =  o. 

Cette  quadrique  est  la  polaire  réciproque  relativement  à  S  d*une 
quadrique  Y  à  laquelle  sont  circonscrits  les  quatre  cônes  nodaii-x 
de  la  surface  (*). 

La  forme  de  Téquation  précédenle  montre  qu'elle  représente 
une  quadrique  passant  par  Pintersection  des  deux  quadriques  /=o 
et  A"  =  o. 

Je  dirai,  pour  abréger,  que  la  quadrique  Ar  =  o  est  adjointe  à  la 
quadrique  5(/  =  o),  et  je  la  désignerai  par  la  notation  $'.  Cela  posé, 
la  remarque  précédenle  donne  lieu,  relativement  à  la  surface  V,  à 
la  proposition  suivante  : 

Thkohême  XI.  —    Si  l^on   considère   une   quadrique    quel- 


(*)  Puur  un  point  conique  de  la  surface  OC,  l'équalion  (■)  =  o  étant  satisfaite, 
de  la  formule  donnée  (  u*  tO)  il  résulte  que  Péquation  du  cône,  circonscrit  à  «H 
et  ayant  ce  point  pour  sommet,  est 

Le  cône  circonscrit  e>t  donc  un  cône  du  second  degré  double:  c'est  un  des  cônes 
nodaux  de  la  surface. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  quatre  cônes  nodaux  appartiennent  à 
toutes  les  asymptotiqucs. 

Sur  ces  cônes,  et  en  général  sur  la  théorie  de  la  surface  qui  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire,  voir  : 

Stuhm,  UOer  die  /iômisc/ie  Flàche  von  Steiner  {Math.  Ann.,  III); 

EcKAHDT,  Beilrâge  zur  analytisclien  Géométrie  {Math.  Ann.,  V): 

TowxsEND,  On  the  JS'odal  Cônes  of  Quadrinodal  Cubics  {Quarterly  Jour- 
nal, \). 
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conque  Sp,  passant  par  une  asymptotique  de  DC,  et  la  quadrique 
axijoinie  ôp,  la  développable,  circonscrite  à  S^  le  long  de  leur 
intersection,  est  circonscrite  à  la  quadrique  T. 

Réciproquement,  si  l'on  circonscrit  à  X  et  à  Sp  une  sur/ace 
développable,  la  courbe  suivant  laquelle  cette  développable 
touche  ^p  est  située  sur  ^p. 


IX-  —    Sur  les  fonctions  qui  jouent  te  rôle  d'invariants  relativement 
ctuoT    substitutions  qui  permettent   de   passer   d*une  asymptotique 
DC   au:c  autres  asymptotiques  de  la  surface. 


'il.  Étanl  donnée  une  as^'mptolique  quelconque  Z  de  la  sur- 
face DC,  on  peut,  en  général  (sauf  un  cas  particulier  que  j'exami- 
nerai loul  à  rheure),  en  déduire  toutes  les  autres  asymptotiques 
au   mojen  des  substitutions  dont  j'ai  parlé  au  paragraphe  I. 

Oes  substitutions  peuvent  être  définies  par  le  système  linéaire 

P    Ô 

et  il  y  existe  un  certain  nombre  de  fonctions  des  coefficients  a,  by 
c,  -  .  .  qui,  quand  on  y  eflectue  ces  substitutions,  ne  changent  pas 
de  valeur,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  sont  simplement  mul- 
tipliées par  une  puissance  de  (ojjl  —  X8). 

Ces  fonctions,  lorsqu'on  les  égale  à  zéro,  représentent  des  sur- 
faces indépendantes  de  l'asymptotique  particulière  qui  sert  de 
base  an  système  de  coordonnées  et  ne  dépendant  que  de  la  sur- 
face OC  elle-même. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  ik  —  /i^  et  Aq,  qui 
donnent  lieu  aux  relations 

l'A:'— /r»  =  (pji--XO)»(/X  -//^) 
et 

L'équation  ik  —  h'^  =  o  représente,  comme  nous  l'avons  vu,  l'en- 
veloppe des  quadriques  ^p,  et  l'équation  /io=  o  est  celle  du  plan 
central. 

Les  fonctions  qui  jouissent  de  celte  propriété  jouent  évidem- 
ment   un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la  surface  DC;  outre 
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celles  dont  je  viens  de  parler,  il  esl  facile  d'en  trouver  plusieurs 
autres. 

Il  résulte,  en  eflfet,  des  formules  données  au  n^  7  du  para- 
graphe I,  que,  par  la  substitution 

p  e 

les  formes 

IX*  -h  ih  ry  -*-  ky^     et    x*  —  i^xy^  -4-  Tij^y* 

se  changent  respectivement  en 

i^  x^ -h  1  h' xy  -h  k'y^     et    ar*  —  i^  xy^  -h  ij'^y*. 

De  là  résulte  que  les  invariants  de  ce  système  de  formes  sont  des 
fonctions  jouissant  de  la  propriété  dont  je  viens  de  parler. 

Nous  aurons  à  considérer  (*)  : 

1°  L'invariant  quadratique 

il  i  -\-  iS/oh  -h  3 1*0 A: ; 

je  désignerai  par  6  la  quadrique  dont  Téquation  s'obtient  en  éga- 
lant à  zéro  cet  invariant; 

2®  Le  résultant  de  ces  formes  ;  j'étudierai  de  préférence  les  fac- 
teurs de  ce  résultant. 

En  désignant,  comme  au  n""  36,  par  Si,  z^  et  z^  les  trois  racines 

de  Téquation 

;;'—  t'oz  -+-  9yu=  o, 

je  m^occuperai  des  surfaces  représentées  par  les  équations 

z\i  -\-  2Zih-h  k  ■=  o, 
zli  -h  2Zih  -h  k  =  o, 
zl  i  -h  ^.z^h  -h  k  =  o. 


(•)  Salmon,  Algèbre  supérieure ,  §  157. 


SUR  LA  REPRÉSENTATION 

SLR  UN  PLAN  DE  LA  SURFACE  DU  TROISIÈME  ORDRE 

QLI  EST  LA  RÉCIPROQUE  DE  LA  SURFACE  DE  STEINER. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1872. 


1 .  On  dit  qu'une  surface  S  peut  êlre  représentée  sur  un  plan  P, 
lorsque  à  chaque  point  M  de  la  surface  correspond  un  point  unique 
el  bien  déterminé  du  plan,  et  réciproquement  lorsque  à  chaque 
point  du  plan  correspond  un  point  unique  el  bien  déterminé  de  la 
surface. 

Lorsque  le  point  M  delà  surface  décrit  une  courbe,  le  point  m, 
qui  lui  correspond  sur  le  plan,  décrit  une  autre  courbe  qui  est, 
pour  ainsi  dire,  Fimage  de  la  première,  et  Ton  comprend  que  les 
propriétés  des  courbes  tracées  sur  la  surface  puissent  se  déduire 
de  celles  des  courbes  qui  sont  leurs  images. 

La  projection  sléréographique,  qui  constitue  un  des  moyens  que 
Ton  peut  employer  pour  représenter,  dans  le  sens  que  je  viens 
d'indiquer,  la  sphère  sur  le  plan,  a  déjà  depuis  longtemps  familia- 
risé les  géomèlres  avec  ces  considérations  qui  permettent  non  seu- 
lement de  transporter  à  la  sphère  les  propriétés  descriptives  et 
métriques  des  figures  planes,  mais  encore,  en  sortant  de  la  sphère, 
d'établir  des  propriétés  importantes  des  figures  dans  Tespace. 

Le  but  de  cette  Note  est  d^appliquer  la  même  méthode  à  Tétudc 
d'une  surface  remarquable  du  troisième  ordre,  que  j'ai  déjà  étu- 
diée analytiquement  dans  les  ISIoit\'elles  Annales  de  Mathéma- 
tiques (*). 


(  *  )  liecherches  analytiques  sur  la  sur/ace  du  troisième  ordre  qui  est  la  réci- 
proque de  la  sur/aoe  de  Steiner,  u'  série,  l.  XI,  1872. 
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2.  11  est  facile  de  voir  qiiNine  surface  quelconque  du  troisième 
ordre  peut  ôtre  représentée  sur  un  plan. 

Une  telle  surface  contient  en  général  27  droites;  soient DelD 
deux  de  ces  droites  qui  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Pur  un  point  M  de  la  surface  on  peut  mener  une  droite  unique 
et  bien  déterminée  ({ui  s'uppuie  sur  D  et  D',  cette  droite  rencoQ- 
trcra  un  plan   1^  arbitrairement  choisi  en  un  point  bien  déter- 
miné m\  réciproquement,  le  point  tn  étant  donné,  on  ne  pourn 
mener  par  ce  point  qu'une  droite  s'appujanl  sur  D  et  D';  cette 
droite  rencontrera  la  surface  du  troisième  ordre  en  deux  |)oinU 
situés  respectivement  sur  D  et  D',  et  en  un  troisième  point    ot 
distinct  de  ces  points  et  parfaitement  déterminé. 

On  obtient  ainsi,  on  le  voit,  une  représentation  de  la  surrac:^ 
sur  le   plan  P;    on   aurait  évidemment   pu,  dans   le  même  bi.stf 
employer  au  lieu  des  droites  D  et  D'  une  cubique  gauche  qu^»* 
conque  tracée  sur  la  surface,  car  une  des  propriétés  caractéri  ^" 
tiques  de  cette  courbe  consiste  en  ce  que,  par  chaque  point  ^^^ 
Tespace,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  droite  qui  la  rencontre 
deux  points  ('). 


3.  Dans  ce  qui  suit,  je  m'occuperai  spécialement  de  la  rep 
sentation  sur  un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  S  qui  con 
tient  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  T. 

En  prenant  ce  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence,  on  voit  qu 
Téquatiou  d'une  pareille  surface  est  de  la  forme 

A       B       G       I) 

1 1 1 =  0. 

X       y        z        II 

La  surface  qui  lui  est  réciproque  (c'est-à-dire  la  surface  qui 
est,  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  le  lieu  des  pôles 
(les  plans  (|ui  lui  sont  tangents)  est  une  surface  du  quatrième 
ordre;  et  celte  nouvelle  surface  jouit  delà  propriété  d'être  coupée 


(')  Snr  la  r:'pr.*sciiiali«>n  sur  un  plau  d'une  >urfaco  du  troisième  ordre,  voir  le 
licau  Mémoire  de  M.  Cremona  :  Sur  les  surfaces  du  troisiùme  ordrej  et  la  Géo- 
métrie de  situation,  de  M.  Heye,  p.  172  et  2()9. 

M.  Cremona  a  aussi  publié  {Comptes  rendus  de  l'Institut  lombard,  18C7)  ui» 
Mémoire  sur  la  rcprcsentali(»n  bur  un  plan  de  la  surface  de  Steincr,  mais  je  n'ai 
pu  en  prendre  connaissance. 
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suivant  deux  coniques  par  chacun  de  ses  plans  tangents,  c'est  donc 
la  surface  dite  de  Steiner. 

On  en  conclut  que,  si  Ton  considère  un  cône  circonscrit  à  S,  et 
ayant  pour  sommet  un  point  de  cette  surface,  ce  cône  se  compose 
de  deux  cônes  du  second  degré  ;  la  courbe  de  contact  se  décompose 
aussi  en  deux  courbes  distinctes  qui  sont  évidemment  des  cubiques 
gauches. 

4.  Quand  on  étudie  la  représentation  sur  un  plan  de  la  sur- 
face S,  on  voit  facilement  que  Ton  peut  eiTectuer  la  représentation 
de  telle  sorte  qu'à  toute  courbe  plane  de  S  corresponde,  sur  le 
plan,  une  cubique  passant  par  six  points  fixes  (II)  qui  sont  les 
sommets  d'un  quadrilatère  complet  Q,  et  qui  correspondent  d'ail- 
leurs aux  six  arêtes  du  tétraèdre  situé  sur  S. 

Cela  posé,  soient  Â  et  B  deux  points  de  S  et  a,  6  les  points  qui 
leur  correspondent  sur  le  plan;  soient,  de  plus,  G  le  troisième 
point  où  la  droite  A6  rencontre  S  et  c  le  point  correspondant. 

Toutes  les  sections  planes  de  S,  qui  passent  par  A  et  B,  passent 
«gaiement  par  le  point  C;  les  cubiques  qui  sont  leurs  images 
passent  donc  aussi  toutes  par  le  point  c,  d'où  il  suit  que  ce  point 
est  le  neuvième  point  commun  aux  cubiques  qui  passent  par  les 
points  a  et  6  et  les  six  sommets  du  quadrilatère  Q. 

Pour  déterminer  facilement  ce  neuvième  point,  supposons,  pour 
un  instant,  que  les  points  a  et  b  soient  les  ombilics  du  plan,  c^est- 
à-dire  les  points  de  Tinfini  où  se  croisent  tous  les  cercles  de  ce 
plan.  Si  Ton  délaisse  un  des  côtés  du  quadrilatère  Q,  les  trois 
autres  côtés  déterminent  un  triangle,  et  le  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  constitue,  avec  le  côté  dont  j'ai  parlé,  une  cubique  pas- 
sant par  les  huit  points  a,  b  et  (II);  ce  cercle  passe  donc  par  le 
neuvième  point. 

D'où  cette  proposition  : 

En  prenant,  trois  à  trois,  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
complet,  on  détermine  quatre  triangles;  les  cercles  circon- 
crits  à  ces  triangles  se  coupent  en  un  même  point  O,  qui  est 
le  neuvième  point  commun  aux  cubiques  qui  passent  par  les 
ombilics  du  plan  et  par  les  six  sommets  du  quadrilatère. 

Imaginons  la  parabole  inscrite  dans  ce  quadrilatère,  les  quatre 

L.  -  II.  ai 
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triangles  dont  je  viens  de  parler  lui  sont  circonscrils,  el  Ton  sait 
que  le  cercle  circonscrit  a  un  triangle,  circonscrit  lui-même  à  ane 
parabole,  passe  par  le  fojer  de  celte  courbe. 

Le  point  O  est  donc  le  fojcr  de  cette  parabole,  ou  eacore  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  qu'on  peul  lui  mener  par  les 
ombilics. 

5.  Uevenant  maintenant  au  cas  général,  nous  voyous  que  pour 
construire  le  neuvième  point  commun  aux  courbes  du  troisième 
ordre,  qui  passent  par  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet 
et  deux  points  donnés  a  et  6,  il  suffit  d'inscrire  dans  le  quadrila- 
tère une  conique  tangente  à  a6,  et  par  les  points  a  et  6  de  mener 
<Ies  tangentes  à  celte  courbe;  le  point  d^interseclion  de  ces  droites 
«'st  le  point  clierché. 

En  d'autres  lermes,  si  trois  points  A,  B  f»/  G  de  la  sur/ace  S 
sont  en  lifj^ne  droite,  leurs  images  a,  b  et  c  sur  le  plan  forment 
un  triangle  dans  lequel  on  peut  inscrire  une  conique  inscrite 
dans  le  quadrilatère  Q. 

Pour  abréger,  j'appellerai  simplement  coniques  du  faisceau 
l(;s  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  Q. 

6.  Considérons  une  droite  tangente  au  point  Â  à  la  surface  S, 
ou,  si  l'on  veut,  passant  par  le  point  A  et  le  point  induiment  voi- 
sin A'  ;  si  Ton  désigne  par  a  et  a  les  images  des  points  A  cl  A', 
on  voit  que,  pour  obtenir  Timage  du  troisième  point  où  la  tangente 
rencontre  la  surface,  il  suflit  de  construire  une  conique  du  faisceau 
tangente  à  aa\  et  de  mener  par  a  la  seconde  tangente  à  celte 
conique;  le  point  de  contact  b  de  cette  tangente  est  l'image  du 
point  clierché. 

D'où  les  conséquences  suivantes  : 

1*^  Le  plan  mené  au  point  A,  tangentiellement  à  S,  coupe 
cette  surface  suivant  une  courbe  du  troisième  ordre  à  point 
double,  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  du  point  a  aux  coniques  du  faisceau. 

2°  Les  lignes  asymptofiques  de  la  surface  S  ont  pour  images 
les  coniques  du  faisceau. 

En  cn'cl,  soit  /  une  tangente  à  l'une  de  ces  coniques  et  touchant 
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celle  courbe  au  point  a,  le  point  de  contact  de  la  deuxième  tan- 
geote,  qu'on  peut  mener  du  point  a  à  la  conique,  se  confond  avec 
le  point  lui-même,  la  proposition  est  donc  démontrée  (*). 

3**  Si  l'on  circonscrit  à  la  sur/ace  les  deux  cônes  du  second 
degré  qui  ont  pour  sommet  un  point  A  de  cette  surface,  les 
deuac  cubiques  de  contact  ont  pour  images  les  tangentes  aux 
deuac  coniques  du  réseau  qui  se  croisent  au  point  a. 

7.  Soient  z  wne  conique  du  réseau  représentant  rasymptoti(|ue  Z 
de  la  surface  S  et  M  un  point  de  cette  asymptolique;  il  est  le  som- 
met de  deux  cônes  du  second  degré  circonscrits  à  S  et  qui  la 
louchent  suivant  deux  cubiques  gauches  dont  Tune  est  représentée 
par  la  tangente  menée  en  m  à  la  cubique  z]  je  dirai  que  cette 
cubique  appartient  à  Tasymptolique  Z,  en  sorte  que  Tensenible 
des  cubiques  appartenant  à  cette  courbe  sera  représenté  par  Ten- 
semble  des  droites  tangentes  à  z, 

£n  se  reportant  au  n^  7,  on  déduira  facilement  de  cette  défini- 
lion  la  proposition  suivante  : 

L>ci  surface  développable,  qui  a  pour  arête  de  rebroussement 
une  cubique  appartenant  à  une  asymptotique  Z,  coupe  la  sur- 
yace  suivant  cette  asymptotique, 

\yo\x  encore  : 

Si  l'on  circonscrit  à  S  les  deux  cônes  du  second  degré  qui 
ont  pour  sommet  un  point  M  de  cette  surface,  les  surfaces 
développables  dont  les  courbes  de  contact  sont  les  arêtes  de 
rebroussement  coupent  S  suivant  les  asymptotiques  qui  se 
croisent  au  point  M. 

8.  Soient  une  cubique  quelconque  appartenant  à   Tasympto- 
lique  Z  et  Â  l'un  de  ses  points;  joignons  Â  à  un  autre  point quel- 


(*)  Clebsch  a  le  premier  trouvé  les  asymptotiques  de  la  surface  de  Sleiaer  don l 
on  déduit,  par  réciprocité,  les  asymptotiques  de  la  surface  donnée. 

M.  Darboux  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  I,  p.  355)  a,  d'une 
façon  plus  générale,  déterminé  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  comprises 
dans  Téquation 

\X'"n-  B>"-i    Cz'^n-  Dt"—  O. 
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conque  B  de  la  cubique,  la  droîle  ainsi  obtenue  rencontre  S  en  un 
point  C  dont  il  est  facile  d*avoir  Timage. 

En  oflet,  a  et  6  étant  les  images  des  points  A  et  B  et  c  Timage 
du  point  G,  il  suffit  (n°  5),  pour  construire  le  point  c,  de  considé- 
rer la  conique  ^  qui  est  tangente  à  ab  et  de  mener  par  les  points  a 
et  b  deux  tangentes  à  cette  courbe;  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  droites,  qui  est  le  point  c,  est  nécessairement  sur  la  tangente 
menée  par  le  pointa;  d'où  cette  conséquence  importante  : 

Étant  donnée  une  cubique  quelconque  appartenant  à 
Vasymptotique  Z,  si  Von  imagine  un  cône  quelconque  du 
second  degré  contenant  cette  cubique,  il  coupe  la  surface  S 
suivant  une  seconde  cubique  qui  appartient  également  à 
Vasymptotique  Ta  ; 

Ou  autrement  : 

Deux  cubiques  appartenant  à  la  même  asymptotique  sont 
située^  sur  un  même  cône  du  second  degré,  ayant  pour  sommet 
le  point  d'intersection  de  ces  courbes  qui  est  distinct  des  som- 
mets du  tétraèdre  fondamental  T. 

9.  Lemme.  —  Quand  un  tétraèdre  est  inscrit  dans  une 
cubique  gauche,  toute  corde  de  la  cubique  coupe  les  faces  du 
tétraèdre  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est 
constant. 

Soient  maintenant  deux  cubiques  quelconques  appartenant  à 
uiïe  asvmplotique  Z;  ces  deux  cubiques  sont  toutes  deux  circon- 
scrites au  tétraèdre  T  et  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second 
degré;  elles  ont  donc  une  infinité  de  cordes  communes;  on  déduit, 
de  la  et  du  Icmme  précédent,  la  proposition  suivante  : 

Les  cordes  de  toutes  les  cubiques  appartenant  à  Vasympto- 
tique Tj  coupent  les  faces  du  tétraèdre  T  en  quatre  points  dont 
le  rapport  anharmonique  est  constant. 

Leur  ensemble  constitue  ainsi  le  complexe  remarquable  du 
second  ordre  étudié  par  MM.  Chasles,  Re^'C,  Lie,  Darboux  (*). 


(')   Voir  oolummenl  Reye,  Géométrie  der  Lage,  t.  II,  p.  ia6  et  399. 
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En  particulier,  les  tangentes  aux  cubiques  font  partie  du  corn- 
f>lexe  ainsi  que  les  tangentes  à  l'asymplotique  Z  qui  est  l'enveloppe 
d«  ces  cubiques.  Par  suite  : 

£06$  tangentes  à  une  asymptotique  Z  rencontrent  les  quatre 
Zaces  du  tétraèdre  T  en  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 

onique  est  une  quantité  constante  Ç,  et  le  complexe  (Z)  des 
roi  tes,  qui  sont  partagées  dans  le  même  rapport  par  les /aces 
u  tétraèdre,  se  compose  des  cordes  des  cubiques  appartenant 

cette  asymptotique  (•  ). 


On  déduit  encore  de  ce  qui  précède  les  propositions  suivantes  : 

Étant  données  deux  cubiques  gauches  situées  sur  un  même 
âne  du  second  ordre,  ces  deux  cubiques  se  coupent  en  quatre 
oints  A,  B,  C  ^/  D  distincts  du  sommet  du  cône;  cela  posé,  les 
urfaces  développables,  dont  ces  cubiques  sont  les  arêtes  de 
ebroussement,  se  coupent  suivant  une  courbe  du  dixième 
rdre  et  une  courbe  R  du  sixième  ordre  et  de  quatrième  classe; 
ette  courbe  K,  les  deux  cubiques  gauches  et  les  six  arêtes  du 
Métraèdre  ABCD  sont  situées  sur  une  même  surface  du  troi- 
^^ième  ordre  dont  K  est  une  asymptotique. 

Le  cône  du  complexe  ayant  pour  sommet  un  point  donné  de 
da  surface  S  est  le  cône  du  second  degré  qui  contient  les  deux 
cubiques  appartenant  à  l^ asymptotique  Z  et  se  croisant  en  ce 
^oint. 

Tous  les  cônes  circonscrits  à  S  et  ayant  leur  sommet  sur  Z 
sont  des  cônes  du  complexe. 

10.  Une  droite  quelconque  de  l'espace,  rencontrant  la  surface 
fondamentale  S  aux  points  A,  B  et  G,  peut  être  représentée  par  le 
*rtangle  abc^  dont  les  sommets  sont  les  images  des  points  A,  B  et  G. 

Une  droite  de  l* espace  aura  donc  pour  image  un  triar}gle 
rconscriptible  à  une  conique  du  faisceau. 

En  particulier,   toutes  les  droites  du  complexe  (Z)  ont  pour 


(  '  )  Cf.  SoPHUS  Lie,  Ueber  Complexe,  mit  Anwendung  au/  die  Théorie  par- 
^^^ller  Differential'Gleichungen  {Math.  Ann.,  t.  V). 
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imagos  les  flivers  triangirs  que  l'on  peul  circonscrire  à  la  conique  s. 

Soient  nbc  Tiin  de  ces  triangles  cl  a,  3,  y  les  points  où  z  est 
respectivement  toncliée  par  les  cotés  bc,  ca,  ab.  Le  plan  mené 
par  A  tangenliellemeni  à  S  con[)e  cette  surface  (n**  6,  i^)  suivant 
une  cubique  à  point  douMe  qui  a  pour  image  le  lieu  des  points  de 
contact  (les  tangentes  que  Ton  peul  mener  du  pointer  aux  coniques 
du  faisceau  ;  cette  courbe,  et  par  suite  le  |)lan  langent,  passe  donc 
par  les  points  de  Tasymptotique  qui  ont  leurs  images  en  ^  et  y;  on 
démontrerait  de  même  que  les  plans  menés  en  B  et  C,  langentiel- 
lemenl  à  S,  passent  resp(*clivcment  par  les  points  de  l'asympto- 
lique  dont  les  images  sont  v,  a  et  a,  p. 

On  peul  donc-  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l^on  coupe  la  surface  S  par  une  droite  quelconque  du 
complexe  (Z),  les  plans  tangents,  menés  à  la  surface  aux  trois 
points  (le  rencontre,  forment  un  trièdre  dont  les  trois  arêtes 
rencontrent  Z. 

Autrement  : 

Si  les  trois  faces  d'un  trièdre  circonscrit  à  la  surface  S  la 
touchent  en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  des  neuf  points 
d'intersection  des  arêtes  du  trièdre  avec  la  surface,  il  y  en  a 
trois  qui  sont  situés  sur  une  même  asymptotique. 

Réciproquement  : 

Un  triangle  quelconque  étant  inscrit  dans  une  asympto- 
tique Z,  on  peut  toujours  construire  un  trièdre  dont  les  faces 
passent  par  les  côtés  de  ce  triangle  et  qui  touchent  la  surface 
en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Cette  droite  appartient 
au  complexe  (Z). 

11.  Soit  K  une  coni(|uc  quelconque  située  dans  le  plan  sur 
lequel  on  fait  l'image  de  la  surface;  on  peut  construire  deux 
conicpies  du  faisceau  C  et  (7  telles  qu'à  chacune  d'elles  on  puisse 
circonscrire  des  triangles  inscrits  dans  K. 

1/cnsemhle  des  triangles  circonscrits  à  C  représente  un  système 
de  droites  s'appuvant  sur  R  en  trois  points;  K  est  donc  l'intersec- 
lion  de  S  par  une  surface  réglée  V.  Comme,  d'ailleurs,  la  même 
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courbe  esl  l'interseclion  de  S  par  les  droites  dont  Timage  est 
formée  par  les  triangles  circonscrits  à  C,  on  voit  que  la  surface  V 
admet  deux  systèmes  de  génératrices  rectiligncs;  c'est  par  consé- 
quent une  surface  du  second  ordre  qui,  d'ailleurs,  passe  par  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 

On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Toute  conique  du  plan  est  l'image  fVune  courbe  du  sixième 
ordre  y  intersection  de  S  et  d'une  surface  du  second  ordre  pas- 
sant par  les  sommets  du  tétraèdre  T  ; 

Et  réciproquement  : 

Si  Von  coupe  la  surface  S  par  une  surface  du  second  ordre 
passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  T,  la  courbe  d'intersec- 
tion a  pour  image  une  conique, 

12.  En  particulier,  une  asymptolique  Z  de  la  surface  est  située 
sur  une  surface  du  second  ordre  qui  admet  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes  (G)  et  (G'). 

Si  l'on  applique  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  ces 
droites  la  dernière  proposition  du  n''  10,  on  obtient  les  théorèmes 
suivants  : 

Par  chaque  génératrice  G,  on  peut  mener  quatre  plans  tan- 
gents à  la  surface;  des  quatre  points  de  contact  trois  sont  sur 
une  même  ligne  droite  D,  qui  appartient  au  complexe  (Z)  et 
qui  engendre  une  surface  du  second  ordre  (A)  coupant  S  sui- 
vant une  courbe  A;  le  quatrième  point  de  contact  décrit  une 
courbe  A'. 

Par  chaque  génératrice  G',  on  peut  mener  quatre  plans  tan- 
gents à  la  surface;  un  des  points  de  contact  est  situé  sur  la 
courbe  A,  les  trois  autres  sont  sur  une  ligne  droite  D'  qui 
engendre  la  surface  du  second  ordre  (A')  qui  contient  la 
courbe  A'. 

On  déduit  de  là  que  la  surface  développable  circonscrite  à  S 
et  à  la  surface  du  second  ordre  qui  contient  Vasymptotique  Z 
se  décompose  en  deux  surfaces  du  quatrième  ordre  touchant  S 
le  long  des  courbes  A  et  A'. 
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13.  Les  beaux  théorèmes  de  Poncelet  sur  les  polygones  cîrcon- 
scrils  à  une  conique,  tandis  que  leurs  sommels  décrivent  d'autres 
coniques,  conduisent  à  plusieurs  propriétés  intéressantes  de  la 
surface  S,  relativement  surtout  aux  diverses  surfaces  réglées  que 
Ton  peut  faire  passer  par  des  courbes  tracées  sur  ces  surfaces;  je 
reviendrai  plus  tard  sur  ce  sujet  qui,  pour  être  convenablement 
traité,  exige  une  étude  préalable  du  théorème  de  Poncelet  lui- 
même. 


SUR 

L'APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DES  FORMES  BINAIRES 

A  LA  GÉOMÉTRIE  DES  COURBES 

TRACÉES  SLR   UNE  SURFACE   DU   SECOND   ORDRE. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1872. 


I.  —  Considérations  préliminaires. 

1 .  Bien  que  les  considérations  suivantes  puissent  élre  appliquées 
a  toutes  les  surfaces  algébriques,  et  en  particulier  au  plan  (*),  je 
ne  les  développerai,  dans  ce  Mémoire,  que  relativement  aux 
courbes  que  Ton  peut  tracer  sur  une  surface  du  second  ordre. 

Soit  S  une  surface  du  second  ordre,  elle  possède  deux  systèmes 
de  génératrices  rectilignes;  avec  M.  Chafi\es[T/iéorie des  courbes 
tracées  sur   Vhyperboloîde  à    une  nappe  {Comptes    rendus, 
i86i)]  j'appellerai  directrices  les  droites  de  l'un  de  ces  systèmes, 
en  réservant  le  nom  de  génératrices  aux  droites  de  l'autre  sys- 
tème. 

Prenons  arbitrairement  sur  S  une  conique  R  que  je  désignerai 
sous  le  nom  de  conique  fondamentale  ;  cette  courbe  est  unicur-^ 
sale,  c'est-à-dire  qu'on  peut  désigner  chacun  de  ses  points  par  la 
valeur  d'un  paramètre  t  et  de  telle  sorte  qu'à  chaque  valeur  du 
paramètre  corresponde  un  point  unique  de  la  courbe. 

Soit  M  un  point  de  la  surface  S;  par  ce  point  passe  une  direc- 
trice de  la  surface  coupant  K  en  un  point  unique,  dont  je  dési- 
gnerai le  paramètre  par  x\  par  ce  même  point  passe  une  généra- 


(>  )  Le  cas  du  plan  présente  naturellement  un  très  grand  intérêt,  mais  demande 
pour  l'application  de  la  théorie  quelques  explications  dans  lesquelles  je  n*ai  pas 
voulu  entrer  ici. 
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trice  de  la  surrace  coupant  K  en  un  point  unique,  dont  je 
désignerai  le  paramètre  par^.  11  est  clair,  du  reste,  que  le  point  M 
est  complètement  déterminé  et  sans  ambiguïté  par  les  denx  quan- 
tités X  cl  y;  ']e  les  appellerai  les  coordonnées  du  point  M. 

L'équation  d\ine  courbe  tracée  sur  S  sera  de  la  forme y(x,j^)=o; 
son  degré  />,  relativement  à  la  variable  x^  indiquant  en  combien 
de  points  elle  est  coupée  par  une  génératrice  quelconque,  et  son 
degré  </,  relativement  à  la  variable  y^  indiquant  en  combien  de 
points  elle  est  coupée  par  une  directrice.  (  Voy.  Cha.sles,  loc.  cit.) 

2.  On  connaît  le  procédé  ingénieux  employé  par  Plîîcker  pour 
rendre  homogène  l'équation  /{x,  y)  =  o,  en  remplaçant  les  va- 

riables  j?  et^  par  -  et  —  ;  nous  emploierons  ici  un  procédé  ana- 

logue  en  remplaçante:  par  -7  et^  par  — , •  De  cette  façon*  l'équa- 
tion d'une  courbe  algébrique  tracée  sur  S  deviendra 

le  polynôme  F  étant  homogène  et  du  degré  p  par  rapport  aux 
deux  variables  x  et  jc',  homogène  et  du  degré  q  par  rapport  aux 
variables  y  et  y, 

3.  Cela  posé,  je  rappellerai  d'abord  ce  que  l'on  nomme  éma- 
nant d'une  forme  binaire  ou  d'un  polynôme  algébrique  homogène 
à  deux  indéterminées. 

Soit  [J(x^x')  un  tel  polynôme;  on  appelle  émanants  de  ce 
polynôme  les  divers  polynômes  compris  dans  les  expressions  sui- 
vantes : 

dV         ,^ 
^  dx'^^  dx' 

â  y'  dx^  "*"  '^^^  dxdx'  '^^    dx^J  ' 

7  :\V     dx^'^^  ^  iix^  dx'  "^  ^^    dxdx^'^^    dx'^  )  ' 
» 

dont  la  loi  est  facile  à  saisir. 

Pour  abréger,  je  désignerai  ces  émanants  par  la  notation  (U)i, 
(U)2,   (IJ)3)    •••!    là    parenthèse    indiquant   un    émanant   de   la 
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forme  U,  et  l'indice  qui  lui  est  adjoini.  le  degré  de  cet  émanant 
par  rapport  aux  lettres  y  et  r'. 

Lorsqu\ine  forme  est  de  degré  pair,  elle  possède  un  émanant 
dans  lequel  les  variables  x  et  y  enlrenl  an  même  degré;  j'appelle- 
rai cet  énnanant  émanant  principal  de  la  forme,  et  je  le  désignerai 
par  la  notation  (U),  en  omeltant  l'indice  adjoint  à  la  parenthèse, 
lorsque  cela  ne  donnera  lieu  à  aucune  ambiguïté. 

4-.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  émanant  d'une  forme  U 
se  réduit  à  cette  forme  lorsque  l'on  identifie  les  variables  x^  x' 

Soit  U  la  forme  du  degré  {p  -h  q)  à  laquelle  se  réduit  le  poly- 
nôme F(^,  x';  y^  y)  lorsqu'on  fait  x'=  x  et  r'=  >';  l'expression 

F(^,^';r,y)-(U)7 

est  homogène  et  du  degré  p  par  rapport  aux  variables  x  et  j?', 
homogène  et  du  degré  q  par  rapport  aux  variables  j^  et  j'';  de  plus 
elle  s'annule  lorsqu'on  fait  x  =  x'  Q\.y=zy'^  elle  est  donc  divi- 
sible par 

yx'^xy'  =  (0, 

et  Ton  peut  poser 

F|  désignant  un  polynôme  du  degré  p  —  i  par  rapport  aux  varia- 
bles x^  af  ^  et  du  degré  q  —  i  par  rapport  aux  variables  j',  y , 

On  peut  appliquer  au  polynôme  F|  le  même  raisonnement  et, 
en  continuant  de  proche  en  proche,  mettre  l'équation  d'une 
courbe,  tracée  sur  la  surface  du  second  ordre  S,  sous  la  forme 
suivante  : 

4>  =  (U)^-hw(VV-,-f-co«(W)^_,-h...=  o, 

OÙ  u,  V,  W,  •• .  désignent  respectivement  des  polynômes  entiers 
en  X  et  x\  des  degrés/?  4-5^,  p  -\-  q  —  2,  P  ~^  9  —  4»  •••• 

S.  En  particulier,  si  l'on  ^  p^^  q^  l'équation  de  la  courbe  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

*  =  (U  ) -h  œ(  V) -h  co«(\V) -+-. .  .=  o, 
où  U7  V  et  w  désignent  respectivement  des  polynômes  entiers 
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en  X  et  a:',  des  degrés  ip,  i{p  —  i),  i{p  —  2);  et  je  ferai  obser- 
ver que,  dans  ce  cas,  ^  est  homogène  et  du  degré  p  par  rapport 
aux  quantités  x  — y,  xy  et  x  -{-y  (  •  ). 

6.  Par  la  forme  précédente  que  j'ai  donnée  à  l'équation  d'une 
courbe  algébrique,  on  voit  que  cette  équation  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  un  polynôme  ^,  qui  est  un  covariant  double  des  formes  U, 
V,  W,  ...  ;  on  sait,  en  effet,  que  co  est  un  covariant  double  de 
toutes  les  formes  et  qu^m  émanant  quelconque  d'une  forme  est  un 
covariant  double  de  cette  forme. 

De  là  résulte  que  Tétude  de  cette  courbe  se  rattache  intimement 
à  l'étude  simultanée  de  ces  formes;  je  ne  veux  pas  dire  par  là 
qu'elle  s'y  réduise,  car,  pour  étudier  complètement  une  courbe,  il 
est  nécessaire  de  la  comparer  avec  d'autres  courbes  qui  introdui- 
sent d'autres  formes  dans  cette  étude. 

On  pourra  toujours  néanmoins,  dans  un  calcul  relatif  à  un  cer- 
tain nombre  de  courbes,  faire  en  sorte  que  l'on  n'ait  a  considérer 
que  des  invariants  ou  des  covariants  d'un  système  de  formes 
binaires,  et  profiter  de  leurs  [)ropriélés  connues  pour  en  déduire 
des  propriétés  géométriques  de  ce  système  de  courbes,  ou  pour 
simplifier  les  opérations. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  calculer  un  covariant  simple,  il  suf- 
fira de  calculer  son  premier  ternie;  s'il  s'agit  d'un  invariant,  on 
pourra  le  calculer  sous  sa  forme  canonique  (^). 

7.  Eclaircissons  ceci  |)ar  un  exemple.  Je  ferai  auparavant  remar- 
quer que,  si  O  désigne  le  pôle  du  plan  de  la  conique  fondamen- 
tale K  par  rapport  à  la  surface  S,  les  coordonnées  d'un  point  M  de 
cette  surface  étant  x  et  y,  les  coordonnées  du  point  M'  où  le 
rajon  OiM  perce  S  sont  j^  et  x.  De  là  résulte  que  si  une  courbe 
peut  être  placée  sur  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  O,  son 
équation  doit  être  symt'triqtie  en  x  et  y;  elle  doit  èlre  par  consé- 
quent de  la  forme 

(U)-4-coî(W)-4-...=  0, 

et  ne  pas  contenir  les  ptiissances  impaires  de  co. 


(')  Ici,  pour  abréger,  je  fais,  comme  je  le  ferai  plus  communément,  dans  la 
suite  de  ce  Mémoire,  jr'  =  ^'=i. 

(')  Voir  en  général,  sur  celle  théorie  des  formes,  V Algèbre  supérieure  de 
Salmon  (Paris,  Gauthier-Villars). 


APPLICATION   DB  LA  THÉORIE   DES  FORMES   BINAIRES.  333 

En  pai  riculicr,  considérons  une  biquadratiqne  gauche  Iracée 
sur  S,  c'est-à-dire  la  courbe  du  qualrième  ordre  qui  résulte  de 
rintersection  de  S  par  une  surface  du  second  ordre  n'ayant  avec 
elle  aucune  génératrice  commune.  Gomme  on  peut  la  placer  sur 
quatre  rônes  différents,  son  équation  pourra,  de  quatre  façons  dif- 
férentes, se  mettre  sous  la  forme 

(U)-hA:a)«=o, 

k  désignant  une  constante  et  U  un  polynôme  du  quatrième  degré; 
si  l'on  fait 

l'équation  de  la  courbe  sera  par  conséquent 

( i)    j^*(ax*-+- 26a: 4- c) -h iy{hx^->r 'xcx h- d)-\-(cx'^-\-  idx -h  e)-^k{y — a?)'=o. 

Pour  trouver  les  génératrices  de  la  surface  qui  touchent  la 
courbe,  il  faut  chercher  pour  quelles  valeurs  de  y,  x  acquiert  des 
racines  égales.  Ces  valeurs  seront  données  par  l'équation  FQ')  =  o, 
oii  F  désigne  le  discriminant  de  l'équation  précédente  pris  par  rap- 
port à  x\  de  même,  pour  une  raison  de  symétrie,  les  directrices 
de  la  surface  tangentes  à  la  courbe  seront  déterminées  par  l'équu- 
lion  F(a7)  =  o. 

Quelle  est  V équation  générale  des  biquadratiques  tangentes 
à  quatre  directrices  données  et  pouvant  être  placées  sur  un 
cône  dont  le  sommet  est  en  O? 

Il  est  clair  que,  pour  résoudre  cette  question,  il  faut  déterminer 
de  la  façon  la  plus  générale  le  polynôme  U  et  la  constante  k  de 
telle  façon  que  le  discriminant  F(x)  soit  un  polynôme  donné. 

On  voit  aussi  facilement  que  le  problème  est  identique  avec 
l'intégration  de  l'équation  différentielle  d'Euler,  qui  sert  de  point 
de  départ  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  En  effet,  Téqua- 
tion  (1),  étant  successivement  ordonnée  suivant  les  puissances 
decroissantes.de  x  et  de  jk,  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes 
suivantes  : 

Mar*-4-2Na:-+-P  =0        et        M>î-+- aN>  h- F=  o, 
d'où  l'on  déduit  par  la  différentiation 

(Mar -f-  ^)dx  -+-  (M>  -+-  \)dy  =  o; 
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évidemment 


Mj:-+-N  =  /F(ar;        et        M> -+- N' =  v/FÔÔ, 

réqualion  devient  donc 

dx      _      dy     ^ 

et  Ton  voit  que,  pour  inté^er  cette  équation,  il  faut  (ce  qui  est 
précisément  la  méthode  de  Cauchy)  déterminer  le  polynôme  U  et 
la  constante  k  de  la  façon  que  j'ai  indiquée. 

Comme  le  discriminant  V{x)  est  un  covariant  de  la  forme  U,  il 
suffît  de  calculer  son  premier  terme;  en  ne  conservant  dans  U 
que  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  en  x,  il  se  réduit  à 
x^{ay'^'\'  iby  -\-  c  -\-  A"),  d'où  Ton  voit  que  le  terme  de  F(j:)  du 
degré  le  plus  élevé  en  x  est  {ac  —  b^)x^  -|-  kax^  \  par  suite  on  a 
V{x)  =  11-4-^:11,  H  désignant  le  hcssien  de  U. 

8.  Supposons  maintenant  que  nous  remplacions  UparaU+6^H, 
a  et  ^  désignant  des  quantités  numériques  indéterminées.  Sans  faire 
de  nouveau  calcul,  on  s:iit,  piir  les  importantes  formules  dues  à 
M.  Caylejr,  que  H  devient  (a|ÏS  -H  9|3^T)U  +  (a^  —  3p*S)H  («), 
S  et  T  désignant  les  invariants  fondamentaux  de  la  forme  U. 

Par  suite  F(:r)  devient  MU  +  (a-»  — Sp-'S -+- 6*p)H,  M  dési- 
gnant un  nombre  dont  il  est  inutile  d'écrire  la  valeur. 

Pour  que  le  discriininanl  F(^)  prenne  donc  (à  un  facteur  numé- 
ri({uc  près)  une  valeur  donnée  U,  il  suffît  de  choisir  la  constante  A* 
de  façon  que  Téqualion  a^ —  S^'^S  4-  ÔA^  =  o  soit  satisfaite.  D'où 
la  proposition  suivante  : 

Soit  U  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré;  en 
désignant  par  H  son  hessien  et  par  S  son  invariant  quadra- 
titiiic,  ^intégrale  générale  de  l  équation 

dx  dy 


est 

(>3(aU-+-63H)j-4-('3p»S  -  aî)(x- r)*=o, 


(')  Salmon,  Algèbre  supérieure,  p.  i83. 
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le   rapport  a  :  ^  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par 
l  '  in  tégra  tion. 

La  parenthèse  afiectée  de  rindice  2  désigne  ici  l'émananl  prin- 
cipal de  la  forme  (xU  +  6pH. 

II.  —  Équation  d'une  section  plane  ; 
système  de  coordonnées  dans   l^ espace, 

9.    L'équation  d'une  conique  tracée  sur  la  surface  est  de  la  forme 

je  considérerai  les  quantités  A,  B,  G,  K,  qui  entrent  dans  celle 
équation,  comme  les  coordonnées  du  point  de  l'espace  dont  le  plan 
polaire  par  rapport  à  la  surface  est  le  plan  de  la  conique. 

On  pourrait  aussi  les  regarder  comme  les  coordonnées  langen- 
lielles  de  ce  plan,  et  je  le  ferai  quelquefois  ;  mais  généralement  je 
les  emploierai  comme  coordonnées  ponctuelles. 

Cela  posé,  étant  données  les  équations  de  deux  coniques 

^(Ajth-  B)-4-(Ba:-f-  C)-f-  KO*  — x)       o 

et 

y(k'x  -4-  B')  4-  (B'a:  -h  C)  h-  Yi'{y  —  a-)  =  o, 

on  voily  par  un  calcul  facile,  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante, pour  que  le  plan  d'une  de  ces  coniques  contienne  le  pôle 
du  plan  de  Tautre,  est  contenue  dans  la  relation  suivante  : 
AC'+CA' — 2BB'+2KK'=o.  I^ar  suite,  Téquation  du  plan 
polaire  (par  rapport  à  la  surface)  du  point  de  l'espace  doni  les 
coordonnées  sont  A'^  B',  C,  R'  est 

AC'-+-  G  A'  —  2  BB'  -i-  x  KK'  =  o  ; 

el,  celte  équation  étant  linéaire  par  rapport  aux  variables,  il  en 
résulte  que  le  système  de  coordonnées  employé  est  simplement  un 
système  particulier  de  coordonnées  létraédrales. 

10.  Dans  tout  ce  qui  suit,  on  voit  que  j'emploierai  simultané- 
ment deux  systèmes  de  coordonnées,  dont  Pun  (en  x  cl  y)  ne  se 
rapporte  qu'aux  courbes  tracées  sur  la  surface,  tandis  que  Taulre 
(en  A,  B,  G,  K)  s'étend  à  tous  les  points  de  Fespace. 
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La  même  équation,  suivant  que  l'on  y  considérera  les  x^y  ou 
les  A,  B,  C,  K  comme  les  coordonnées  courantes,  présentera  un 
sens  diflerent. 

1 1 .  Cherchons  les  coordonnées  reclilignes  d'un  poinl  (or,  y)  de 
la  surface.  En  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  courantes^  la 
conique  suivant  laquelle  la  surface  est  coupée  par  le  plan  polaire 
du  point  (ici  cette  conique  se  réduit  à  deux  droites)  a  pour  éifua- 

tion 

(X  —  a:)( Y ->')  =  XY -^X  -  a?Y -4- apjr  =  o; 

si  Ton  identifie  cette  équation  avec  Téquation  (2),  on  en  drJiiil  les 

relations 

A  _  B-hK  ^  B~K  ^   C_ 

I   ""    — X    ""    — y    "~  xy 
d'où  encore 

(3)  A  B  C  K 


I  or  '\-  y       xy       y  —  x 

Ces  formules  serviront  à  trouver  en  coordonnées  reclilignes 
l'équation  d'une  courbe  donnée  en  coordonnées  de  la  sur/ace,  et 
je  ferai,  à  ce  sujet,  cette  remarque  importante  que  si,  dans  un 
invariant  de  la  forme  (A,  B,  C)  et  d'un  nombre  quelconque 
d'autres  formes,  on  remplace  respectivement  A,  B,  C,  K  par  les 
valeurs  données  ci-dessus,  le  résultat  sera  un  covariautdu  système 
composé  de  ces  formes. 

12.  En  |)articulier,  supposons  que  l'équation  d*une  courbe  M 
soit  de  même  degré  p  par  rapport  k  x  elk  y\  on  sait  que  (n"  3), 
dans  ce  cas,  son  équation  est  homogène  par  rapport  aux  quantités 
X — y^  X  -i-y  et  xy]  en  remplaçant  ces  quantités  par  les  expres- 
sions données,  on  obtiendra  Téquation  d'une  surface  de  degré />, 
qui  contiendra  la  courbe  et  dont  celte  dernière  constituera  l'inler- 
seclion  complète  avec  la  surface  du  second  degré  fondamentale  (  *  )  ; 
et  je  ferai  observer  que  cette  équation  sera  un  invariant  du  sys- 
tème de  formes  qui  caractérisent  la  courbe. 

(*)   Voir,  à  ce  sujet,  la  Noie  de  M.  IJalpben,  môme  Tome,  p.  nj. 
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Ainsi,  Téquatlon  d'une  hiquadralique  étant 

jr^ ( €ur^ -V- a bx-^-c ) -h iy{bx^  -+- a cjc -+- 1/ ) -+- cy^  4- 5t cte -h c -h X:( j  —  a: )'  =  o, 

on  pourra  la  inellrc  sous  la  forme 

ajc^y^  -V-  ibxy{x-\-y)+c[(y  -^T)^  ->r'>.XY]-\-'xd{x  -^y)->r  e  -^^  k(y — a:)»  =  o, 

cFoù  l'on  déduira,  enemplovant  le  tableau  (3),  l'équation  en  coor- 
données reclilignes  d'une  des  surfaces  du  second  degré  qui  con- 
tient la  biquadratique 

on  simplement  E  H-  *ik¥J^=  o,  en  désignant  par  E  l'invariant  fon- 
damental des  formes  (A,  B,  G)  et  (a,  6,  c,  rf,  e) 

:iaG«-26BC-hc(2B«-*- AC)  — 2^BA-hicA«. 

13.  Si  l'on  élimine  les  variables  x  ci  y  entre  les  équations  (3), 
on  obtient  évidemment  l'équation  en  coordonnées  rectilignes  de 
la  surface  du  second  degré  S.  Celle  équation  est  K-'-f-  D  =  o,  en 
représentant,  comme  je  le  ferai  constamment  dans  la  suite  de  ces 
recherches,  par  D  l'invariant  AC  —  B'-*  de  la  forme  (A,  B,  C). 

m.  —  Recherche  de  la  forme  la  plus  simple  que  Von  peut  donner 
à  r équation  d'une  courbe;  groupes  de  courbes, 

14.  On  peut,  en  faisant  varier  la  conique  fondamentale,  donner 
une  infinité  de  formes  à  l'équation  d'une  courbe  donnée  M. 

Les  formules  de  transformation  peuvent  évidemment  (sans  nuire 
à  leur  généralité)  être  mises  sous  la  forme 


Y^>  H-  0 


a,  p,  Y  et  S  désignant  des  quantités  numériques;  en  sorte  que  l'on 
dispose  de  trois  constantes  arbitraires. 

La  chose  la  plus  importante  est  d'obtenir  une  équation  de  la 
courbe  donnée  dans  laquelle  entre  le  moins  de  formes  possible. 

A  ce  point  de  vue,  on  établit  facilement  que  l'équation  des 
cubiques  gauches  peut,  dune  infinité  de  façons,  être  mise  sous  une 
forme  qui  ne  contienne  qu'une  forme  binaire  cubique;  sa  forme 
générale  est  en  efiet 

(ax^-k-  Sbx'  -h  jcjr  -h  d)i  -h  {a'x  -t-  ô'y)  (y  —  j^)  =  o, 

L.    —    II.  3  1 
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et  l'on  peut,  d*iine  infinité  de  manières,  disposer  des  Irois  con- 
stantes arliitraires  en  sorle  que  </  et  6'  sVvanouissenl. 

L^éqnalion  de  la  l)i<|uadratiqiie  peut  (comme  on  le  sait  dep^ 
être  mise,  de  «pialre  façons  diflVrentes,  sous  une  forme  où  d  ^V 
parait  qn^un  polynôme  du  quatrième  degré. 

L*équalion  général*'  de  la  quartique  gauche,  c'est-à-dire  d«    ** 
courbe  du  quatrième  ordre  par  laquelle  on  ne  peut  faire  ps 
qi^une  surface  du  second  ordre,  est 

Cax*-H  4/>x*-h  ùcx^-T-  \dx  -^  e>i-*-(a'ar*-»-  7.b' x-^-  c')(jr  —  ar)  = 

et  un  calcul  simple  fait  voir  que  Ton  peut,  d^une  seule  façon, 
poser  des  constantes  arbitraires  en  sorte  que  a',  b'  et  d  s'< 
nouisseiit;  on  |)eul  donc  mettre  Téquation  delà  quartique  (et 
d*iine  seule  manière  bien  déterminée)  sous  une  forme  où  n^a 
rait  qu*unc  seule  forme  biquadratique;  ce  sera  pour  nous  réc| 
tiou  réduite  de  la  courbe. 


15.   Ëtant  donné  un  système  quelconque  de  formes,  je  class 
dans  un  même  groupe  toutes  les  courbes  dont  Féquation  ne  dép 
que  de  ces  formes  et  de  leurs  divers  covariants,  et  je  dirai 
toutes  ces  courbes  constituent  les  formes  du  groupe. 

Ainsi)  étant  donnée  une  forme  biquadratique  U,  les  courbes 
appartiendront  à  son  groupe  seront  toutes  celles  donl  Téquat 
renferme  seulem<;nt  la  forme  U  elle-même,  son  hessien  H  et  ! 
covariant  du  sixième  degré  J. 

Si  l'on  s'en  lient  aux  courbes  dont  le  degré  ne  dépasse  pa& 
on  voit  que  ce  groupe  contient  seulement  des  biquadra tiques 
des  (|uarli(pi(*s  gauches. 

Toutes  les  l)i(|uadratiques  du  groupe  forment  un  svstème  coi' 
jugué  par  rapport  à  \\x\  tétraèdre  fixe  qui  caractérise  le  groupe 
c\?sl-à-(iire  (|ue  les  sommets  de  ce  tétraèdre  sont  les  sommets  de 
quatre  cùn(;s  qui  contiennent  chacune  de  ces  courbes.  Les  quar- 
tiques  jouissent  de  propriétés  analogues  par  rapport  à  ce  tétraèdre. 

C'est  le  groupe  dont  je  viens  de  parler  que  je  veux  étudier 
d'abord  dans  la  suite  de  ces  lecherches. 


I 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  i^<73  et  iH-^^. 


*  -  -tL^s  coniques,  inscrites  dans  un  quadrilatère  fixe,  qui  tou- 
chérit  iifig  courbe  de  troisième  classe  donnée  K,  sont  au  nombre 
de  €ic>nze.  Les  douze  points  de  contact,  les  neuf  points  de 
r^^^o  €issement  de  K  et  les  six  sommets  dit  quadrilatère  cir- 
consc^'il  sont  situés  sur  une  même  courbe  du  cinquième  ordre. 

^^    «ITel,  soient 
C«*  A.c,é/)(X,îx)^=o,        (A,B,C)(X,ii)'=o,        (A',  B',C')(X,|x)'=o 

les  «cjuationj  respectives  d'une  courbe  de  Iroisième  classe  K  et  de  deux  coniques  C 
^  ^     •«scrites  dans  le  quadrilatère  O. 

1  'JE.  .         ^  ^ 

*-  «équation 


J  - 


ac  —  b^     ad  —  bc     bd  —  c' 

ABC 
A-f-XA'    Bh-XB'    C  +  XC 


—  o 


m^i^  est  indépendante  de  X)  représente  une  courbe  du  cinquième  ordre  1*  ('). 
^'*»^Tariant  J  s'annule  : 

*     l^our  ac  —  b^=  ad  —  bc  =  bd  —  c-=o  :  donc  P  contient  les  neuf  points  de 
^^'^oussemcnl  de  K; 

^  ^  ï*our  a  =  6  =  A  -I-  X  A'  =  B  -i-  XB'  =  o  :  donc  P  contient  les  douze  points  des 
coniqnçj  tangentes  à  K  et  inscrites  dans  Q; 

**   Pour  A -+-XA'=  B-|-XB'=  Ch-XC'=  o  :  donc  P  contient  les  six  sommets 
<i»  quadrilatère  Q. 

2.  Etant  donnés,  sur  l'ovale  de  Cassini  dont  les  foyer  ssont  J 
et  gy  deux  points  a  et  b,  désignons  par  cl  et  p  les  points  oit  les 
normales  en  a  et  b  coupent  l'axe  de  la  courbe  qiti  renferme  les 
foyers  y  et  par  i  le  point  oà  cet  axe  est  coupé  par  la  perpendi- 


(')  Voir   mon   Mémoire   de   Géométrie  analytique   {Journal  de  LiouKillr, 
J*  série,  t.  XVIÏ,  g  II). 
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culaire  élevée  sur  le  milieu  du  segment  ab^  démontrer  la  rela- 
tion 

ip       ta  ""  i>       i/' 

3.  En  un  point  M  d'un  tore,  on^mène  une  droite  MT,  située 
dans  le  plan  tangent.  Soient  a  et  b  les  points  où  cette  droite 
coupe  la  surface;  menons  les  deux  sphères  qui,  passant  par  M, 
touchent  la  surface  aux  points  a  et  b]  désignons  par  cl  et  ^  les 
centres  de  ces  sphères  et  par  I  le  point  milieu  du  segment  a^. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  M,  nous  menons  une  droite  paral- 
lèle à  la  droite  qui  joint  le  point  I  au  centre  du  tore,  dirigée 
dans  le  même  sens  et  de  longueur  double,  le  point  extrême  de 
cette  droite  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  faite  dans 
le  tore  par  le  plan  normal  passant  par  MT. 


ï 


SUR 


LES  CONES   DU   SECOND  DEGRÉ 

QUI    PASSENT 

PAR  SIX  POINTS  DONNÉS  DE  L  ESPACE. 


Bulletin  de  la  Société'  mathématique  de  France;  1S73. 


1 .  Un  gprand  nombre  de  propriétés  intéressantes  des  surfaces  du 
second  ordre  (ou  quadriques)  qui  passent  par  six  points  donnés 
de  Tespace  dépendent  de  la  décomposition  d'un  polynôme  du 
sixième  degré  en  la  somme  de  quatre  carrés. 

Dans  celte  Note,  je  me  restreindrai  au  cas  le  plus  simple  où  on 
le  met  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois  carrés,  ce  qui  corres- 
pond, au  point  de  vue  géométrique,  à  Tétude  des  cônes  du  second 
ordre  que  Ton  peut  mener  par  six  points  (*). 

S.  Comme,  dans  tout  ce  qui  suit,  je  m'appuie  surtout  sur  quel- 
ques propriétés  des  cubiques  gauches,  je  crois  tout  d'abord  devoir 
les  rappeler  brièvement. 

Soit  aX'-4-36X*-4- 3cX  H- rf=:  o  l'équation  d'un  plan  mobile, 
>w  désignant  une  variable  numérique  arbitraire;  ce  plan  enveloppe 
une  surface  du  quatrième  ordre,  dont  l'arête  de  rcbroussement  est 
une  cubique  gauche  K,  définie  par  le  système  d'équations 

a       h       c  ^ 


(*)   Voir,  à  ce  sujet  :  Hierholzer,   Sur  une  surface  du   quatrième  ordre 
i^Math,  Ann.,  t.  IV,  p.  172). 
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à  chaque  valeur  de  A  correspond  un  plan  osculalear  de  la  cubî 

dont  je  désirerai  le  poinl  de  contact  sous  le  nom  de  point  * 

en  disant  que  \  est  le  paramètre  de  ce  poinl.  On  voit  facilemi 

d'ailleurs,  que  les  coordonnées  de  ce  point  sonl  données  par 

formules 

fl  _    ^  c  d 

7  ~  ^^  ^  X»  ~  ^^^A»' 
3.   L'équation  d'un  plan  quelconque  étant 

on  voit  que  ce  plan  coupe  la  cubique  K  en  trois  points  dont  les  p 
mètres  sonl  les  racines  de  Téquation  aX'-f-S^X^  +  SyX-f- 8 
ces  points  définissent  d'ailleurs  complètement  le  plan,  en 
qu'on  peut  le  considérer  comme  déterminé  par  le  polynôme 
troisième  degré  qui  forme  le  premier  membre  de  cette  équatî  -* 
Dans  ce  qui  suit,  si  A  représente  d'une  façon  générale  Téqual.   ^ 
d'un  plan,  A'  désignera  le  polynôme  qui  a  pour  racines  les  pat  ^ 
mètres  des  points  où  ce  plan  coupe  la  cubique.  Le  degré  der 
polynôme  A'  s'abaissera  du  reste,  si  le  plan  passe  par  le  point 
la  cubique  dont  le  paramètre  est  infini  ;   l'équation   m  =  o,    'f^ 
exemple,  où  m  désigne  une  conslanlc,  est  l'équation  du  plan  o^  ^ 
lateur  en  ce  point. 

-4.  Etant  donnés  six  points  dans  l'espace,  on  peut  mener  ^" 
ces  six  points  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre  dont  les  scf^  ^ 
mets  sont  situés  sur  une  surface  du  quatrième  ordre  S.  Les  dil^ 
rentes  génératrices  de  ces  cônes  forment  un  complexe  de  droi  ^ 
du  sixième  ordre  ;  en  effet,  étant  pris  arbitrairement  un  point  M 
l'espace,  pour  qu'une  droite  passant  par  ce  poinl  soit  une  drc^ 
du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  construire  un  ce 
du  second  ordre  ayant  son  sommet  sur  cette  droite,  et  passant  f 
les  six  points  donnés  ainsi  que  par  le  point  M. 

Or,  d'après  un  beau  Mémoire  de  M.  Hesse  {Crellej  l.  49)  - 
lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  que  l'on  peut  me   J 
par  sept  points  donnés  est  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre 
le  cône  du  complexe,  qui  est  le  cône  projectif  de  cette  courbe, 
donc  aussi  du  sixième  ordre. 
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S.  La  surface  S  est  le  lieu  des  courbes  Q.  On  peut,  par  les  six 
points  donnés,  mener  une  cubique  gauche  bien  déterminée  K; 
soit  V  =  o  l'équation  du  sixième  degré  dont  les  racines  sont  les 
paramètres  de  ces  points.  Je  ferai  remarquer  que  le  degré  de  cette 
équation  peut  s'abaisser  au  cinquième,  si  le  système  de  coordon- 
nées est  tellement  choisi  que  le  paramètre  d'un  des  points  donnés 
soit  égal  à  l'infini. 

Considérons  un  des  cônes  du  second  ordre  que  l'on  |>eut  mener 
pai*   les  six  points;  son  équation  peut  se  mettre,  d\ine  infinité  de 
façons,  sous  la  forme  AC  —  B^=:  o,  où  A  =  o  et  C  =  o  désignent 
les    éc|iiations  de  deux  plans  tangents  quelconques  à  ce  cône,  et 
"  ==  o   l'équation  du  plan  des  génératrices  de  conlact.  Les  para- 
mètres des  points  de  rencontre  du  cône  avec  la  cubique  sont  évi- 
^^Giinnnent  les  racines  de  Téquation  A'C —  B'^=o;  on  doit  donc 
avoir  V  =  B'^  —  A' G'.  El  réciproquement,  si  l'on  met  le  polynôme 
"•^^     sixième  degré  V  sous  la    forme  précédente,   on   en  déduira 
^^tiation  d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  les  six  points. 

^-     Etant  donnée  une  droite  quelconque  du  complexe,   c'est- 

^^^'■"e  une  génératrice  d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  les 

^     points,  on  peut  la  déterminer  par  Téquation  A  =  o  du  plan 

'^S'^ot  au  cône  le  long  de  cette  droite,  et  par  l'équation  B  =  o  du 

'^   '^^^     ruené  par  cette  droite  et  par  le  point  de  la  cubique  dont  le 

^    '^^n^ètre  est  Tinfini. 

^-^^    cette  façon,  on  voit  que  le  polynôme  B' sera  simplement  du 

,        ^^ri<l  ordre,  et  l'on  devra  avoir  V  =  B'^ —  A'C.  Soient  /?,  gr,  r 

**^cines  de  l'équation  A'=  o;  pour  chacune  de  ces  racines,  on 

^     B'=y/V;   et,   le  polynôme  B'   étant  du   second  degré,  on 
**i:^  le  déterminer  parla  formule  de  Lagrange. 
*    l'on  pose  pour  un  instant  A'=/(a)  =  ().  —  p)(k  —  q)(k  —  r) 
^=  <p(X),  on  aura 

n  déduirait  facilement  de  là  les  équations  A  =  o  et  B  =  o  des 
s  qui  déterminent  la  droite  du  complexe,  et  l'on  voit  que  ses 


et 


l^\ 


O 


341  GÉOMÉTRIE. 

quatre  coordonnées  s'exprimeront  au  mojen  des  variables  p,  q^r  ^ 
Félimlnation  de  ces  variables  entre  les  équations  qui  donneol  ce^9 
coordonnées  fournira  Téquation  elle-même  du  complexe. 

7.  Un  plan  quelconque  est  tangent  à  quatre  cônes  du  complexe. 
En  effet,  A  =  o  étant  Féqualion  de  ce  plan,  si  Ton  pose 

A'=(X-/>)(X-y)(X-r), 

on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  génératrices  de  contact  sont, 
déterminées  par  l'expression  (p(X)=:o,  expression  qui,  à  cause 
des  doubles  signes,  est  susceptible  de  quatre  valeurs. 

Les  équations  de  ces  quatre  droites  (dans  le  plan  donné)  sont 
de  la  forme 

M  -h  N  -h  P  =  o,     M  H-  N  —  P  =  o,     M  —  N  H-  P  =  o,     M  —  N  —  P  =  o, 

M  =  o,  N  =  o  et  P=o  étant  les  équations  des  côtés  du  triangle 
formé  par  les  trois  points  où  le  plan  donné  coupe  la  cubique 
gauche  K. 

D'où  celle  conclusion  : 

Un  plan  pris  arbitrairement  est  tangent  à  quatre  cônes  du 
complexe;  les  génératrices  de  contact  forment  un  quadrilatère 
complet;  les  trois  points  de  rencontre  des  diagonales  de  ce 
quadrilatère  sont  les  points  oii  le  plan  coupe  la  cubique 
gauche  K. 

8.  Le  lien  intime  qui  existe,  d'après  les  considérations  précé- 
dentes, entre  la  décomposition  en  trois  carrés  d'un  polvnome  du 
sixième  deîgré  et  le  problème  qui  consiste  à  construire  les  difle- 
rents  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de 
l'espace,  nous  indique  naturellement  le  rôle  que  jouent  ces  cônes 
dans  la  théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  du  premier  ordre. 

Soit,  en  cfTel,  AC  —  B-=o  l'équation  d'un  de  ces  cônes;  le 
plan  in()i)ile  dont  Téquation  est  T  =  Ap-H-  2Bp  -|-  C  =  o,  p  <lési- 
gnant  une  variable  arbitraire,  enveloppe  ce  cône;  et  les  para- 
mètres de  ses  points  de  rencontre  avec  la  cubique  R  sont  donnés 
par  l'équation 

(i)  r=  A'p«-+-2B'p-hG'=o. 

Le  plan  mobile  se  déplaçant,  si  Ton  l'ait  varier  à  la  fois  p  et  le 
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L  mètre  ^,  on  aura  par  la  difleren  lia  lion 


dk 


cfk  -h  2(  A'p  -^  B')  dp  =  o, 


^    ci 


OMM^       comme  A'p  +  B'=  v/B'»  — A'C'=  \/V,  en  vertu  de  l'équa- 
tio«  (,), 

-5r- éfX -h  2 /V  rfp  =  o,         OU  encore         -— = 7=7-- 

"Sx" 

D  désignant  para  et  b  deux  constantes  quelconques,  on  déduit 
<ie    là 

<^>  — ^^= — = 5r-^p; 

est  un  polynôme  du  second  degré  en  X;  par  suite,  diaprés 

écréme  d'EuIer  bien  connu,  si  Ton  fait  la  somme,  pour  toutes 
cînes  de  l'équation  (1),  des  valeurs  que  prend  alors  le  second 

\)re  de  Téquation  (2),  le  résultat  est  identiquement  nul.  On 

TIC  aussi,  quels  que  soient  a  et  6, 

{a-\-bx)dx       {a-\-by)dy       (a-hbz)dz__ 

et  z  désignant  les  paramètres  des  trois  points  où  le  plan  qui 
loppe  le  cône  coupe  la  cubique. 
m  déduit  de  là  la  proposition  suivante  : 

tant  donnés,  sur  une  cubique  gauche,  six  points  dont  les 

mètres  sont  les  racines  de  r équation  du  sixième  degré 

o,  si  l'on  considère  un  quelconque  des  cônes  du  second 

'^e  qui  passent  par  ces  six  points  et  deux  des  plans  tangents 

e  cône,  en  désignant  respectivement  par  Xq,  y^  et  Zq  les 

<imètres  des  points  où  le  premier  de  ces  plans  coupe  la 

ique,  et  par  X\ ,  j'i  et  z^  les  paramètres  des  points  d'inter- 

^lon  relatifs  au  second  plan,  on  a  les  deux  relations 

'•    ^^  ^yt     dy         r''    dz 

=  o 


r   '     dx       ^    r^'     dy     ^  /•-     dz 


y*  '^  -• 
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et 


X.    v/V(>i"^.(^    /vôô"^.',.    v/vcT)"''* 

9.  Les  équations  transcendantes  qui  précèdent  délerminenl 
et  j'i,  quand  Xq,  y^^  Zq  et  z^  sont  donnés;  on  peut  aussi,  d'api 
les  considérations  qui  précèdent,  les  déterminer  géométriquemei 

Qu'on  imagine,  en  effet,  le  plan  passant  par  les  points  [x^ 
(^o)  6*"  (^o)î  c^  '"ï^  quelconque  des  quatre  cônes  du  complei 
qui  lui  sont  tangents.  On  pourra,  par  le  point  (si),  mener  le  pW^"^ 
tangent  à  ce  cône,  et  Tun  quelconque  de  ces  plans,  par  son  inler^ 
section  avec  la  cubique,  donnera  les  points  {x^)  el(^y^).  Commet 
il  y  a  lieu  de  considérer  quatre  cônes,  on  voit  par  suite  qu'on  trou-^^ 
vera  quatre  systèmes  de  solutions. 

10.  En  terminant  ces  brèves  indications  sur  le  problème  géo- 
métrique que  je  me  proposais  de  traiter,  je  ferai  remarquer  l'ana- 
logie complète  des  résultats  obtenus  avec  ceux  donnés  par  Jacobi 
relativement  au\  fonctions  elliptiques. 

Il  obtient,  comme  on  le  sait,  la  construction  géométrique  de 
l'addition  de  ces  fonctions,  en  faisant  rouler  une  tangente  sur 
Tune  quelconque  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  fixes, 
dont  la  position  détermine  sur  une  conique  un  polynôme  du  qua- 
trième degré.  Pour  effectuer  géométriquement  l'addition  des  fonc- 
tions ultra-ellipliques  de  première  espèce,  il  suffit  de  faire  rouler 
un  plan  sur  l'un  quelconque  des  cônes  du  second  ordre  que  I'od 
peut  mener  par  six  points  de  l'espace  dont  la  position,  sur  la 
cubique  gauche  qui  les  renferme,  détermine  un  polynôme  du 
sixième  degré. 


SUR 

LA  BIQUADRATIQUE  SPHÉRIQUE 


ET   SUR 


L\    DÉTERMINATION    DU    PLAN    OSCULATEUH 


EN    UN    POINT    DK    CETTK    COURBE. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France:  1873, 


1.  J'appellerai  simplement  biqiiadratiqite  sphérique  la  courbe 
qui  résulte  de  rintersection  d'une  sphère  S  et  d'une  surface  du 
second  ordre. 

On  peut  aussi  la  considérer  à  un  autre  point  de  vue  (*).  Soit 
une  conique  quelconque  K;  la  développable,  circonscrite  à  cette 
conique  et  à  la  sphère  S,  touche  cette  sphère  le  long  d'une  courbe 
qui  est,  comme  on  le  sait,  la  biquadratique  sphérique.  Cette  déve- 
loppable a  d'ailleurs,  indépendamment  de  la  conique  K,  trois 
autres  lignes  doubles  K|,  K2  et  K3,  qui  sont  également  des  coni- 
ques et  qui  jouent,  par  rapport  à  la  courbe,  exactement  le  même 
rôle. 

2.  Une  biquadratique  sphérique  a  seize  foyers  ordinaires;  c'est- 
à-dire  qu'il  y  existe  quatre  génératrices  de  la  sphère  de  chacun 
des  systèmes  {droites  isotropes),  qui  sont  tangentes  à  la  courbe. 
Leurs  intersections  mutuelles  déterminent  ses  seize  foyers  ordi- 
naires; il  est  clair  d'ailleurs  que,  la  biquadratique  étant  supposée 


(')  Voir,  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  mars  1867,  ma  Noie  Sur  les 
courbes  résultant  de  l'intersection  d'une  sphère  avec  une  sur/ace  du  second 
ordre. 
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réelle,  quatre  de  ces  foyers  sont  réels  ei  délermineDl  complète- 
ment  tous  les  autres. 

Dans  ce  qui  suit,  je  désignerai  par  F,  F|,  F,  el  Fj  ces  qnalre 
foyers  réels.  Les  seize  fovers  sont  aussi,  comme  on  le  Toit  facile- 
ment, les  points  d^intersection  de  la  sphère  avec  les  coniques  K, 
lmi,  Ivj  et  Ivj. 

D'où  il  résulle  que  les  foyers  réels  peuvent  être  situés  lous  les 
quatre  sur  Tune  de  ces  coniques,  ou  être  distribués  deux  par  deu\ 
sur  deux  d'entre  elles  ;  à  ce  point  de  vue,  nous  distingaerons  donc 
deux  classes  de  biquadraliques  :  celles  de  première  classe  où  les 
fojers  réels  appartiennent  à  la  même  conique,  celles  de  seconde 
classe  où  ils  sont  répartis  entre  deux  coniques. 

3.  Soit  M  un  point  de  la  sphère  S;  on  sait  que  par  ce  point 
passent  deux  biquadraliques  ayant  pour  foyers  les  points  F,  Fi, 
F]  et  F),  et  que  ces  deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

Pour  construire  les  tangentes  en  ce  point,  je  distinguerai  deux: 
cas  : 

1°  Si  la  biquadratique  est  de  première  espèce,  menons  un  plan 
par  le  point  M  et  deux  quelconques  des  foyers  réels,  el  un  second 
plan  par  ce  même  point  el  les  deux  autres  foyers. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  M/  et  M/'  les  traces  de  ces 
plans  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  AI,  les  deux 
bissectrices  de  l'angle  t'Mt  sont  les  tangentes  aux  biquadra- 
tiques  qui  se  croisent  au  point  M. 

2°  Si  la  biquadratique  est  de  seconde  espèce,  appelons  F  el  Y ^ 
les  foyers  qui  se  Iroiivent  sur  une  des  coniques,  F2  el  Fj  ceux  qui 
se  Irouvenl  sur  une  deuxième  conique,  el  menons  respectivement 
des  plans  par  le  point  M  el  les  droites  FF|,  F2F3. 

Cela  posé,  si  Von  désigne  par  M/  la  trace  du  premier  plan 
et  par  M/'  une  droite  perpendiculaire  à  la  trace  du  second  sur 
le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  M,  les  deux  bissectrices 
de  V angle  t'}At  sont  les  tangentes  aux  deux  biquadraliques 
qui  se  croisent  au  point  M. 

4.  Ayant  ainsi  déterminé  les  langenles  aux  biquadraliques  qui 
passent  par  un  point  de  la  sphère,  proposons-nous  de  construire, 
pour  Tune  d^enlre  elles,  le  plan  osculateur. 
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A  cet  effet,  je  rappellerai  une  notion  géométrique  dont  je  me 
suis  déjà  servi  dans  une  Note  Sur  la  détermination  du  rayon 
de  courbure  des  lignes  planesy  insérée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  philo  mathique,  en  février  1867. 

Soient  M  un  point  de  l'espace,  et  A|,  Aj,  ...,  A,,^  n  autres 
points  donnés;  déterminons  un  second  point  N  par  la  relation  sui- 
vante 

/i    __     I  I  I 

^^  ÏViM^  mX"'  •  •  •  "^  désignent  pas  les  inverses  des  longueurs  MN^ 

MA,,  ...,  mais  bien  des  quantités  géométriques  égales  à  ces 
«nverses  en  valeur  absolue,  et  portées  dans  les  directions  des 
droites  joignant  M  aux  points  N,*  Ai,  . .  . ,  en  sorte  que  ces  quan- 
tités  se  composent  comme  des  forces. 

E,rk  donnant  plus  d'extension  à  la  dénomination  bien  connue  due 
a  iVf  siclaurin,  nous  dirons  que  le  point  N,  déterminé  comme  je 
viens  de  le  dire,  est  le  centre  harmonique  du  point  M  relativement 
^•^^     points  A|,  A2,  •..,  A/,. 

C>n  peut  remarquer,  à  ce  sujet,  que,  si  les  points  M,  A|,  A^,  ... 
^^'^  t:   sur  une  même  sphère,  il  en  sera  de  même  du  point  N. 
>«tle  définition  étant  admise,  on  a  ce  théorème  : 


n  un  point  quelconque  M  dUine  biquadraliquc  sphérique^ 
^^  />  lan  osculateur  passe  par  le  centre  harmonique  du  point  M 
P^^9^  rapport  aux  quatre  foyers  réels  de  la  courbe. 

CDn  en  déduit  la  construction  suivante  : 

fi,a  tangente  au  point  M  ayant  été  déterminée,  comme  je  l'ai 
<*it  précédemment,  par  M  et  les  foyers  F  et  F,,  faisons  passer 
^^   cercle  sur  lequel  nous  prendrons  le  point  o  conjugué  har- 
^^o nique  de  M  par  rapport  à  F  e/  F,  ;  par  M  et  les  deux  autres 
foyers  faisons  passer  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons  le 
point  cp'  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  ces  deux 
foyers.  Faisons  enfin  passer  un  cercle  par  les  t/ois  points  M,  cp 
^^  <p';  le  point  |jl  de  ce  cercle,  conjugué  harmonique  de  M  par 
^'apport  à  (f  et  cp',  déterminera,  ai'ec  la  tangente,  le  plan  oscu- 
lateur de  la  courbe  au  point  M. 
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5.   1^  conique  sphérique  est  un  cas  particulier  de  la  biquadc 
lique:  les  quatre  fojers  réels  sont  respectivement  les  poinls  d^ 
tersection  F  et  F,,  Fj  et  F3  de  la  sphère  avec  les  deux  foca 
réelles  du  cône  du  second  de|;ré  dont  elle  est  la  base. 

La  construction  précédente  se  simplifie  alors  un  peu;  en  eBV 


les  points  F  et  F,  rtant  alors  diamétralement  opposés,  le  conjug 
harmonique  de  M  par  rapport  à  ces  deux  poinls  esl  le  seco 
point  où  la  sphcre  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire  abaiss- 
de  M  sur  la  focale  FF|.  La  même  chose  a  lien  pour  les  de 
autres  foyers. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  point  M  sur  une  conique  sphérique ^  si  de 
point  on  abaisse  sur  les  deux  focales  réelles  de  la  courbe 
perpendiculaires  rencontrant  la  sphère  en  m  et  ni'^  le 
osculateur  de  la  courbe  au  point  ^l  passe  par  le  conjugué  h 
monique  de  ce  point  relativement  aux  points  m  et  m'. 

0.   11  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  les  propositio 
précédentes   s'appliquent  aux   coniques  et  aux   courbes   plan 
{anal  la  g  ma  tique  s  du  quatrième  ordre)  qui  sont  les  projectio  n 
stéréographiques  des  biquadratiques  sphériques. 

Relativement  à  ces  dernières  courbes,  on  a  le  théorème  suivant.' 

En  un  point  quelconque  M  d' une  ana lia gma tique  du  qua- 
trième ordre,  le  cercle  osculateur  passe  par  le  centre  harmo- 
nique du  point  M  relativement  aux  quatre  foyers  réels  de  la 
courbe, 

7.  J'ajouterai  quelques  mots  sur  le  problème  analogue  relatif 
aux  surfaces  {analtagmatiques  du  quatrième  ordre)  qui,  dans 
Tespace,  correspondent  aux  biquadratiques  sphériques. 

Ces  surfaces,  d'après  un  beau  théorème  dû  à  M.  Moutard,  peu- 
vent être  considérées  de  cinq  façons  diflTérenles  comme  Penve- 
loppe  de  sphères  (|ui  se  déplacent  en  coupant  orthogonalemeni 
une  sphère  fixe,  tandis  que  leur  centre  décrit  une  surface  du 
second  ordre. 

Les  ciiK|  surfaces  du  second  ordre  au  moyen  desquelles  on  peut 
décrire  ain^i  la  surface  sont  homofocales.  Une  normale  menée  en 
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un  poiot  M  de  la  surface  anallagmatiqiie  rencontre  chacune  de  ces 
surfaces  en  deux  points  dont  Tun  est  conjugué  au  point  M. 
Cela  poséy  on  a  la  proposition  suivante  : 

Quand  une  normale  à  une  surface  anallagmatique  se  dé- 
place^ le  rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques  des 
cinq  points  conjugués  où  elle  coupe  les  cinq  sur/aces  homojo- 
cales  demeure  constant  (*). 

On  déduit  de  là,  comme  on  le  voit  facilement,  une  construction 

des  rayons  de  courbure  principaux  de  Tanallagmatique,  en  s'ap- 

puyant  sur  celte  propriété  bien  connue,  que  les  normales  en  deux 

points   infiniment  voisins  d'une  ligne  de  courbure  sont  dans  un 

même  plan,  et  en  employant  le  théorrme  de  Brianchon. 

Mais  le  problème  est  susceptible  d'une  solution  plus  élégante 
^posant  sur  des  considérations  très  générales  que  j'ai  données 
dans    uoe  Note  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  algébri- 
ques ^   etc,  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique, 
en  déoembre  1871. 
^-^t-te  solution  se  déduit  de  la  proposition  très  simple  qui  suit, 
-appelons  centre  d'une  surface  anallagmatique  le  centre  (] 
connix^un  aux  cinq  surfaces  du  second  ordre  homofocales  qui  per- 
™^tt:enide  la  décrire, 
la  posé  : 

Vz/i/  donnée  une  droite  quelconque  MT  touchant  une  anal- 
^S'^^^atique  au  point  M,  cette  tangente  rencontre  de  nouveau 
^    ^^r/ace  en  deux  points;  désignons  par  l  le  milieu  de  la 

^^^€e  joignant  les  centres  des  sphères  qui  touchent  la  surface 
^    Ces  points  et  passent  par  M.  5/;  par  le  point  M,  on  mène 

^^  droite  parallèle  à  IC,  dirigée  dans  le  même  sens  et  de  Ion- 
^^^  tir  double,  l'extrémité  de  cette  droite  est  le  centre  de  cour- 

^^^e  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  normal 
P^^^antpar  MT. 


^     )  J'ai  communiqué  verbalement  ce  théorème  à  la  Société  philomathique  on 

***    i868,  et  précisément  dans  le  but  d'en  déduire  la  construction  des  rayons  de 

^^bure  principaux  de  ranallagmatiquc.  Depuis,  M.  Darboux  Ta  obtenu  de  son 

^^  et  en  a  développé  les  principales  conséquences  dans   un  Mémoire  sur   ht 

^^c'irfe  inséré  aux  Annales  de  V Ecole  normale  supérieure,  1872. 
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Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France:  1873. 
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I.  —  Considérations  préliminaires  sur  le  rapport  anharmoniqu^ 

dans  le  plan, 

1.  Je  rappellerai  d'abord  la  sîgnlticalioQ  de  quelques  termes  ^^^^ 
de  quelques  nolalioDS  que  j'emploierai  coastammcot  dans  c^^^^ 
Mémoire. 

On  sait  que  lous  les  cercles  Iracés  dans  un  plan  se  coupent  ei 
deux  points  fixes  situés  sur  la  droiie  de  l'infini:  je  les  désignera»^ 
sous  le  nom  d'ombilics  du  plan:  les  droites  du  plan,  qui  conver 
gent  vers  ces  points,  ont  respectivement,  si  Ton  suppose  la  figure 
rapportée  à  des  axes  rectangulaires^  pour  coefficients  angulaires 
-r-  '  et  —  i. 

Je  désignerai  les  droites,  dont  le  coefficient  angulaire  est  -^  1, 
sous  le  nom  de  r/roites  isotropes  du  premier  système:  fombilic 
par  lequel  elles  passent,  par  la  lettre  I.  Les  droites  isotropes  du 
second  système  ODi  leur  coefficient  angulaire  égal  à  — 1;  elles  pas- 
sent toutes  par  le  second  ombilic  que  je  désignerai  par  la  lettre  J. 

i.  Soit  un  point  imaginaire  a  d'un  plan:  par  ce  point  passent 
une  droite  isotrope  du  premier  sv>t«>me  contenant  un  seul  point 
réel  A  et  une  droite  isotro[>e  du  >ec«»nd  système  rontenant  un  seul 
point  réel  A'.  Il  est  clair  que  ces  deux  points  sont  complètement 
déterminés  par  le  point  x.  et  »|ue  réciproquement  ce  dernier  e^l 
déterminé  sans  ambiguïté  par  les  points  A  et  A'. 

Je  dirai  \  •>  que  A  A  est  le  sej;ment  représentatif  du  point  z. 
V  étant  l  origine  tl  A'  1  extrémité  de  ci'  serment. 


'  '■  )   loir  iiij  Noie  S.'ir  l'cuptoi  dci  imuiiinairts  en   Geo/netrie  \.\'ju%.   Ann. 
(/t*    Matli..  1"  série,  l.  l\  ■. 
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Je  rappellerai  à  ce  sujet  les  deux  propositions  fondamentales 
suivantes  : 

Si  les  segments  A  A',  BB',  CC,  . . .  représentent  des  points 
en  ligne  droite,  le  polygone  AB(!1. . .  formé  par  les  origines 
des  segments  et  le  polygone  A'B'C. . .  formé  par  leurs  extré- 
mités, sont  semblables  et  imersement  placés. 

Etant  donnés  deux  points  imaginaires  représentés  par  les 
segments  AA'  et  BB',  le  carré  de  la  distance  de  ces  deux  points 
est  une  quantité  imaginaire,  dont  le  module  est  le  produit  des 
longueurs  AB  et  A'B',  et  dont  l'argument  est  l'angle  dont  il 
faut  faire  tourner  la  droite  AB  autour  du  point  A,  le  point  B 
se  mouvant  sur  un  cercle  dans  le  sens  direct  (c'est-à-dire  dans 
le  sens  des  aiguilles  d'une  montre)  jusqu'à  ce  que  cette  droite 
^Oit  parallèle  à  A'B'  et  dirigée  dans  le  même  sens. 

•>•  litant  données  deux  droites  D  et  D'  situées  dans  un  plan, 
J  appellerai  angle  de  la  droite  D  ai^ec  la  droite  D',  et  je  dcsignt!- 

^^  parla  notation  I)D',  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner,  dans  le 
sens  direct,  la  droite  D  pour  (|u'elle  vienne  coïncider  avec  D'.  Il 
^sl  clair  que,  cette  coïncidence  obtenue,  une  nouvelle  rotation 
^gale  à  iz  ramènera  de  nouveau  la  coïncidence.  L'angle  de  deux 
uroiies  est  donc  déterminé  à  un  multiple  près  de  ir. 

^npposons  maintenant  que,  non  seulement  les  droites  D  et  D' 
'^^«eni données,  mais  encore  que,  sur  chacune  d'elles,  on  donne  \v 
^eiis  dauî,  lequel  on  doit  compter  les  longueurs  positives;  j'appe!- 
*^ï"ai  alors  angle  de  la  droite  D  t/rec  la  droite  D'  Tangle  dont  il 
*^*>l  faire  tourner  la  droite  D  dans  le  sens  direct,  jusqu'à  a- 
T'  elles  coïncident  et  que  sur  chacune  d'elles  les  longueurs  posi- 
^ïves  soient  comptées  dans  le  même  sens. 

Un  tel  angle  est  évidemment  déterminé  à  un  multiple  [)rr^ 
^^  tîTc,  et,  par  suite,  toutes  ses  lignes  trigonométriques  sont  par- 
*i*Uenient  déterminées. 

4.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  D,  je  désignerai  par  la  nola- 

"^n  BAD  l'angle  de  la  droite  BA  (BA  étant  considéré  comme  un 
^^gment  positif)  avec  la  droite  DA  (DA  étant  également  considri  c 
^omme  un  segment  positif). 

L.  -  II.  >  i 
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C'est,  par  conséqucnl,  Fangle  dont  il  faut  faire  tourner  (daiBis    Ve 
sens  des  aiguilles  d'une  montre)  le  point  B  pour  qu'il  se  raba  1.  ^e, 
non  seulement  sur  la  droite  AD,  mais  encore  du  même  côté  qa  ^^    \e 
point  D,  par  rapport  au  sommet  de  l'angle  A. 

Si  deux  arcs  de  courbe  BA  et  DA  se  croisent,  sur  une  sphô^  ^■c'c, 
au  point  A,  j'appellerai  angle  de  l'arc  BA  avec  l'arc  DA,  e  K^       je 

désignerai  par  la  notation  BAD  l'angle  dont  il  faut  faire  toui* 
la  droite  menée  par  le  point  A  tangentiellement  à  l'arc 
dirigée  dans  le  même  sens,  jusqu'à  ce  qu'elle  coïncide  ave 
droite  menée  par  le  point  A  tangentiellement  à  l'arc  AD  etdiri 
dans  le  même  sens,  le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  sens 
aiguilles  d'une  montre  pour  un  spectateur  placé  au-dessus  d 
sphère. 


5.  Soient  trois  points  réels  A,  B,  C.  Menons  par  ces  points  tm^^^^'^ 
droites  isotropes  du  premier  système;  une  droite  quelconque  ^ 
tracée  dans  le  plan  les  rencontre  en  trois  points  a,  p,  y,  et  il     ^^s*- 

clair  que  le  rapport   ~   est  indépendant  de  la   direction  de         ^^ 

«Y 

droite  D. 

Pour  évaluer  ce  rapport,  on  peut  donc  supposer  celte  droî 
réelle,  et,  en  se  reportant  aux  propositions  données  (n°  2),  ou  bî^ 
par  une  recherche  directe  très  facile,  on  trouve 

«Y       AC 

Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  cette  formule,  AB 
et  AG  sont  des  quantités  essentiellement  positives. 

6.  Considérons  maintenant  quatre  points  réels  du  plan  A,  B, 
C,  D;  les  quatre  droites  isotropes  du  premier  système  passant  par 
ces  points  forment  un  faisceau,  dont  le  rapport  anharmonique  a 
génrralement  une  valeur  imaginaire  re^'.  Je  dirai  que  cette  quan- 
tité est  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
et  je  la  désignerai,  suivant  l'usage  habituel,  par  la  notation 
(A,  B,  C,  D);  la  quantité  r,  qui  est  essentiellement  positive,  sera 
dite  le  module  du  rapport  anharmonique  et  Tangle  9  Yargument 
de  ce  rapport. 
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-  Pour  évaluer  ces  quantités,  coupons  le  faisceau  de  droites  iso- 
tropes par  une  droite  quelconque  qui  les  rencontre  aux  points  a, 

^,  y  et  S.  On  aura  (A,  B,  C,  D)  =  -î,  :  ^>  ou,  en  vertu  de  la  for- 
mule donnée  dans  le  numéro  précédent, 


ABC   D)-^-^e^-^' 


X^'^où  les  conclusions  suivantes  : 


tant  donnés  quatre  points  réels  d^un  plan  A,  B,  G,  D,  le 
féodale  de  leur  rapport  anharmonique  (quantité  essentielle- 

A  R       C*VK 

«iei:i  t  positive)  est  égal  à  -^^  :  jrrzy  et  l'argument  de  ce  rapport 
^^^    l'angle  ïQ)  —  i3Cb  ou  encore  V angle  ABCÎ  —  ADt;. 


\emarque.  —  Il  est  évident  que  Targuinent  est  déterminé  à  un 
'^^•^Itiple  près  de  ai:. 

^ .  Si  Ton  avait  mené  par  les  points  A,  B,  C,  D  les  droites  iso- 

pes  du  second  système,  le  faisceau  ainsi  obtenu  aurait  eu  pour 

port  anharmonique  re"®';  je  dirai,  de  deux  rapports  anliarmo- 

**"*ues  qui  ont  même  module  et  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe 


^     Targument,  qu'ils  sont  improprement  égaux, 

Si  quatre  points  sont  situés  sur  un  cercle  (ou  sur  une  droite), 
faisceaux,  passant  par  ces  points  et  chacun  des  ombilics,  ont 
-me  rapport  anharmonique;   le  rapport  anharmonique  de  ces 
atre  points  est  donc  réel.  D*où  cette  conclusion  : 

Si  quatre  points  dUin  plan  sont  situés  sur  une  même  circon- 
rence  {ou  sur  une  même  droite),  l'argument  de  leur  rapport 
^harmonique  est  un  multiple  de  iz. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

Lorsque  quatre  points  se  trouvent  ainsi  sur  une  circonférence 

V  ^u  sur  une  droite),  le  rapport   anharmonique,   tel  que   je  Tai 

défini  dans  le  numéro  précédent,  a  évidemment  la  même  valeur  que 

'  ^  rapport  tel  qu'on  le  définit  habituellement.  Il  n'y  a,  par  suite, 

aucune  ambiguïté  à  craindre  dans  Texteusion  que  j'ai  donnée  à  lu 

signification  du  mot  rapport  anharmonique. 
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8.  Etant  donnés  quatre  points  a,  ^,  y,  o  situés  sur  une  droite 
réelle  ou  imaginaire,  soient  A  A',  BB',  CC,  DD'  les  segments  repré- 
sentatifs de  ces  points;  de  la  définition  que  j'ai  donnée  ci-dessus, 
il  résulte  immédiatement  que  le  rapport  aniinrmonique  des  quatio 
points  a,  p,  y,  2  est  égal  à  celui  des  points  A,  B,  G,  D. 

Il  en  est  de  même  lorsque  ces  points  sont  situés  sur  une  cir- 
conférence. 

Ou  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  rjuati'e  /joints  sont  situés  sur  une  circonférence  (ou  une 
droite)  réelle  ou  imaginaire  y  leur  rapport  an  harmonique  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  réels  qui  sont 
1rs  origines  des  segments  représentatifs  de  ces  droites,  ou  bien 
encore  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  réels  qui 
en  sont  les  extrémités. 

9.  Pour  faire  une  application  simple  de  cette  proposition,  je 
prendrai  pour  point  du  départ  la  propriété  suivante,  fondamentale 
diins  la  théorie  des  sections  coni(iues  :  Etant  donnée  une  conique 
tangente  à  quatre  droites  fixes,  toute  tangente  à  cette  conique 
coupe  les  quatre  tangentes  fixes  en  quatre  points  dont  le  rap- 
port anliarnioni<iue  est  constant  ;  ei  je  supposerai  qu'une  ou  plu- 
sieurs de  CCS  droites  deviennent  imaginaires. 

Coiisidcrons,  par  exemple,  un  triiingle  circonscrit  à  une  conique 
et  ladioilc  isotrope  du  pi  eniier  SNslrme  issue  d'un  de  sesfover>F, 
celle  tiroile  et  les  trois  colés  du  lriaii|;le  forment  n\\  (|uadrilat('re 
cire  ouscril  à  la  conicpie.  L  ne  tangenle  mobile  coupe  les  côt<'*s  du 
Iriaugle  aux  poiiils  a,  jii,  y  et  la  droite  ixilrope  en  un  point  ima- 
ginaire repiéseiité  par  nu  -cgmenl  dont  l'origine  est  le  point  F.  Oïi 
en  conclut  que  le  rapport  .inliarmoni(|ue  des  quatre  points  a,  jj,  v 
et  V  demeure  conslaul,  l(ns(|ue  la  tangente  mobile  se  déplace.  Par 
siiile  des  ("ormules  données  (n'  0),  on  a  donc 


l'oil 


-_-'  *  =  cou^t.         et         iV  'i  —  av'j  =  con>t 


•  1 1 


\\\  premier  abord,  on  pourrait  croire  (]ue  Tauj^Ie  aF3  est  con 
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stant,  pui.sque  les  poinïs  a,  p,  y  sont  en  ligne  droite;  mais  il  faut 

mTiar<|ner  que,  d'après  nos  conventions  (n"  4),  ay^  est  égal  à  o 
on  à  —,  suivant  que  le  point  v  est  en  dehors  du  segment  aj3  ou  dans 

l'intérieur  de  ce  segment;    Tanglc  aF^  ptMil  donc  varier  d'une 
demi -circonférence. 

Quant  à  Tangle  des  deux  droites  Fa  et  F^  (ces  droites  étant 
considérées  indépendamment  de  leur  direction),  il  demeure  con- 
stant. 

Considérons  encore  une  droite  T  tangente  à  une  conique,  les 
deux  tangentes  isotropes  issues  du  foyer  F,  et  la  tangente  isotrope 
du  second  système  issue  du  foyer  G;  ces  quatre  droites  forment  un 
quadrilatère  circonscrit  à  la  conique.  Soit  T'  une  tangente  quel- 
conque à  cette  conique  rencontrant  la  tangente  fixe  en  a;  elle  coupe 
les  droites  isotropes  du  premier  système  issues  des  foyers  en  des 
points  imaginaires  dont  les  segments  ont  pour  origine  ces  foyers 
eux-mêmes,  et  1 1  droite  isotrope  du  second  système  issue  du  foyer  F 
en  un  point  représenté  par  un  segment  dont  l'extrémité  est  en  F; 
I  origine  de  ce  segment  est  donc  le  point  F'  symétrique  de  F  par 
rapport  à  la  tangente  mobile. 

D'où  l'on  voit  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
F,  F'  et  G  demeure  constant,  lorsque  la  tangente  mobile  se  déplace. 
On  d>^;duit  de  là  les  relations  suivantes  entre  les  divers  éléments 
du  quadrilatère  F  F' a  G  : 

faè—  prà  =  consl.,         fCo  —  f^  -^  conM., 


aF'__  FOI'   =consl.,  FGa  —  FF'a  =consl.,         (»), 

Gi.FF'  Ga.FF' 

1^^ — j:^-=r,  =  const.,  rt7  t7'     =  consi. 

I*  a.  G  F  Gr  .  r  a 

^i  l'on  remarque  que  FG  est  constant  et  que  F'a  =  Fa,  les  deux 
cJernières  égi^lités  donneront 

Fa 
FF'-   ronst.  X  j^r-  Cl  GF'=con5t. 

Ga 

D'où  l'on  déduit,  en  particulier,  cette  propriété  bien  connue  que 


(')  II  esl  presque  inutile  de   faire   remarquer   que   ces  diverses   relations   se 
reluisent  à  deux  reialioiis  distinctes. 


inférence  de  cercle  ayanl    P 


le   lieu   (lu   point  F'  csL  ii: 
ccnlre  le  fojor  G. 

10.  Jiî  11*;  inVacncIriii  pns  davantage  sur  les  nombreuses  relat  • 
mtjtrirjncs  (|iie  l'on  peut  di'doiic  de  ta  proposîlion  fondamenlal  ^ 
la  llu^oric  des  coni([iiorî  cl  qii'clln  renrrrinc  ainsi  comme  cas  f^^^ 
t  l'eu  lie r.i. 

Je  ferai  .«euicmcnt  l'ohservnlton  suivante  :  liien  que,  daos 
Ihron'mcs  que  nous  obleiinns  ainsi,  les  éléments  de  la  fig^^-* 
soient  essenticlletneiil  supposas  réels  {en  vertu  même  du  mode 
dénionslnilion),  ils  n'en  soni  pas  moins  vrais  <lans  toute  1^^* 
géiiéralilé;  rien  n'cmpikhe  donc,  dansées  nouvelles  propositior^*  ' 
de  supposer  »]ui'  certains  éléments  deviennent  imaginaires  et  d'^^^ 
déd.iin^  de  nouvelles  relations  (M. 


(' )  En  pi'ni^ral.  quanri  Jnns  une  tlRiirv  ccrlains  i'ii-mcnt)  deviennent  îma^^ 
n.iires,  t«iit<>  ri'Ni.ion  reinlive  i  cette  li);irre  itonne  ilriix  rclatiun»,  en  mrtlant  c  ■ 
■ïtiilcnri'  lit  piii-.îe  rrctie  et  ta  partie  imaginaire.  U'iiae  proposition  donnée  o' 
ildiltiil  il«nr  cl('ii\  .intrei  propoMl ions  généralement  distinctes. 

Il  peut  an!  ver  nilanmoini  qu'elles  M^  confondent,  nu  que  Tune  des  deux  exprima 
une  simple  idenlitc'-,  on  liien  cnrore  que  l'une  d'cnire  elles  serve  seLleraent  i  tere^ 
une  amliipifié  et  1  lîxer  le  signe  dont  unr  quantité  doii  tire  alTeetfe. 

fjomnie  eiemple  de  ce  dernier  ras  je  pn-ndrai  la  proposition  suivante  : 


IX  deux  Joyert  imagi- 
ibi.  b  déiigitanl  la  lon- 


Im  iommr  den  diflancex  d'un  point  d'unt  ellipie  a 
nairei  tituet  tiir  le  pelil  are  em  constante  et  égale  à 
pueur  du  /letîf  axe. 

Au  sujci  de  rc  tliêorùme  je  ferai  iibserver  que  les  dislanees  dont  il  s'agit  étant 
comptée*  sur  des  ■Ir"ite!i  ditTércnies,  il  e>t  impossible  a  priori  àe  lîier  leor  ralenr. 
En  désignant  done  p.ir  ?  et  t  le»  dcu»  fojtrs  imaginaires  de  l'ellipse  et  par  M? 
et  My  deux  quelconques  des  valeurs  dont  sont  susceptibles  les  distances  du 
point  M  de  l'ellipse  aui  foyers  s  et  v.  le  tliéorcme  prériïdent  s'exprime  par  l'éga- 
lité suivante  : 


i.Mf +  n.Mr  = 


361, 


■  «t  i|  ëtaat  dci  cnostantes  dont  ta  valeur  est  4-  1  ou  —  1 . 
PwGdédgaant  les  dEDxrojcrs  réels  de  l'ellipse,  00  a  7  =  (F,  G)  et  r  =  (G,  F): 
respective  ment  pour  segments  reprësentalils  les 

r/,  d'aprisia  rormule  donnée  an  n*  7,  on  a,  l  déai- 
i  ao  droit,  que  (ait  avec  la  normale  MTi  chaean 
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H.  Soient  deux  faisceaux  homographiques  de  droites  isotropes 
du  premier  système;  le  premier  de  ces  faisceaux  est  dëlcrroinë  par 
le  système  S  des  points  rëels  A,  B,  C,  ...  situés  sur  les  rayons  qui 
le  composent;  le  second  est  également  déterminé  par  un  système  S 

de  points  réels  A',  B',  C, 

Cela  posé,  il  résuite  immédiatement  de  cette  définition  que  le 
l'apport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques  du  sys- 
tème S  est  proprement  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quaire  points  correspondants  du  système  S'.  Je  dirai  que  ces 
"^"x  systèmes  sont  proprement  anharmoniques. 

Soient  un   faisceau   de   droites  isotropes  du  premier  système 

"élerminé  par  un  système  S  de  points  réels  A,  B,  C,  ...,  et  un 

laisceau  homographique  de  droites  isotropes  du  deuxième  système 

uélerminé  par  un  système  S'  de  points  réels  A',  B',  C,  ...  ;  on  voit 

immédiatement  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 

Ç^^^iconques  du  système  S  est  improprement  égal  au  rapport 

^ ^  ^cirmonique  des  quatre  points  correspondants  du  système  S'. 

J^    dirai  que  ces   deux  systèmes  sont  improprement  anharmo- 

^iq€€es. 

Lorsqu'on  transforme  une  figure  S  par  rayons  vecteurs  récipro- 

1*^^s,  la  transformée  est  improprement  anharmonique  à  S;   en 

sorte  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  transformations  analogues 

^^e  l'on  opère,  la  figure  transformée  sera  toujours  proprement  ou 

^'■ï* proprement  anharmonique  à  la  figure  primitive,  suivant  que  le 

ïï^nnbre  des  transformations  sera  pair  ou  impair. 

^^  déduit  de  \k 

v/MF.MG(«e-^'-f.  T.t^)  =  26/, 

®^>  en  égalant  de  part  el  d*autre  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

/MF.MG(6-+-Tr^)  co8X  =  o, 
v/MF7mG(ti  —  e)  «sinX  =  2bu 

La  première  équation  montre  que  Ton  a  e  =  —  r,;  portant  cette  valeur  dans  la 
seconde  équation  et  élevant  au  carré,  après  avoir  supprimé  le  facteur  —  4^  il 
▼ieot: 

MFsinX.MGsinX  =  A', 

OQ  bien  FP.GQ  =  6^,  en  désignant  par  P  et  Q  les  pieds  des  perpendiculaires 
ibiîsiéct  des  foyers  sur  la  tangente  en  M. 
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12.  De  la  notion  ^qiil  précède  résulte  îmmédialemenl  la  proposi- 
tion suivante  : 

Si,  sur  une  droite  (ou  un  cercle)  réelle  ou  imaginaire,  ona 
une  série  de  points  représentés  par  des  segments  dont  les  ori- 
gines forment  un  polygone  P;  si,  sur  une  autre  droite  {ou  «^ 
autre  cercle)^  on  a  une  série  homo graphique  de  points  vep^^' 
sentes  par  des  segments  dont  les  origines  forment  un  /'^v 
gone  P',  les  deux  polygones  P  et  V  sont  proprement  anha^'^ 
niques. 

Pour  faire  une  application   de  celle  proposition,  considé^ 
une  conique  réelle  K  et  une  droite  imaginaire  a  tangente  à  c 
courbe,  que,  par  suite,  louchera  également  la  droite  a'  imagina 
ment  conjuguée  de  la  première.  Une  droite  réelle  mobile  tange 
à  K  rencontre  a  en  un  point  (A,  A'),  et  a'  au  point  imaginairem 
conjugué  (A',  A). 

l*endanl  le  déplacement  de  la  tangente,  le  point  (  A,  A')  se  m 
sur  une  droite;  donc  la  figure  (A),  décrite  par  l<»  point  A, 
semblable  à  la  figure  (A'),  décrite  parle  point  A',  et  inverscme^- 
placée,  et  les  deux  figures  sont  improprement  anharmonique^^ 
D'autre  j)arl,  en  vertu  de  cette  propriété  fondamentale  des  coni^ 
ques  que  la  tangente  détermine  sur  a  et  a'  des  divisions  homogra^ 
pliiques,  les  figures  (A)  et  (A')  sont  proprement  anharmoniques 
il  en  résulte  (n**  8)  que  les  courbes  (A)  et  (A')  sont  toutes  deur 
des  cercles. 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Quatre  droites  réelles  tangentes  à  une  conique  réelle  cou- 
pent une  droite  imaginaire  quelconque  tangente  â  cette  co- 
nique en  quatre  points  représentés  par  des  segments  dont  les 
oriirines  sont  situées  sur  une  même  circonférence. 

Si  un  point  mobile  M  décrit  une  circonférence,  tandis  qu'un 
autre  point  M'  décrit  une  autre  circonférence  en  sens  im^erse 
et  dans  le  même  temps,  le  point  milieu  1  de  la  corde  MM'  décrit 
une  conique  et  la  droite  menée  en  1  perpendiculairement  à  la 
corde  enveloppe  une  autre  conique, 

13.  Tous  les  théorèmes  relatifs  à  la  division  homograpJii(|ue 
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sur  une  même  droite  ou  sur  des  droites  dilTérenles  donnent  évi- 
demment Jieu   à  aillant  de  théorèmes  correspondants  relatifs   à 
deux   systèmes  de  points  proprement  anharmoniques ;  pour  les 
développer,  je  n'aurais  qu'à  transcrire  ici  plusieurs  chapitres  de  la 
Géométrie  supérieure  et  des  Sections  coniques  de  M.  Chasles. 
J  éviterai  au  lecteur  la  peine  de  relire,  sous  une  autre  forme,  des 
propt jsitions  bien  connues  et  les  emploierai,  dans  la  suite  de  ce 
^léiiioîre,  toutes  les  fois  qu'elles  me  seront  utiles,  sans  enirer  dans 
plus    de  détails  à  ce  sujet. 

^^   ferai  cependant  la  remarque  suivante,  à  cause  de  son  fréquent 

^nnploî.  On  connaît  (Sections  coniques,  p.  99)  le  théorème  sui- 
vant   - 


*  i'on  a,  sur  une  droite,  une  série  de  points  en  involution, 
^^  <^onjugués  harmoniques  dUin  point  P  quelconque  de  cette 
^**^*^^,  relatifs  aux  couples  de  points  de  V imolution,  déter- 
^  ^  ^^  ^  ^^t  une  série  de  points  (  P);  à  un  autre  point  P'  de  la  droite 

^'^^'^/yond  une  autre  série  (!');  les  deux  divisions  (P)  et  (P') 

^    ^è^omof^ra  plaques, 

^^vi  celle  conséquence  pour  une  ri<;;ure  plane  : 


\nt  donnée  dans  un  plan  une  figure  en  im'olution  (*),  les 

M  ,    -^  ^^ gués  harmoniques   d^un  point   quelconque  P   du   plan 

^^^^ ruinant  une  figure  (P);  à  un  autre  point  V  correspond 

^^    ^^utre  figure  (P')  ;  les  deux  figures  (P)  et  (P')  sont  propre- 

^^  ^   anharmoniques. 

^^  ppellerai  courbe  en  involution  une  courbe  dont  les  points 
^  '^''Cînt  se  grouper  deux  à  deux,  de  telle  sorle  que  deu\  points 


I      ^J  Mgués  M  et  M'  fassent  partie  d'un  système  de  points  en  invo- 
■^^^n.  On  déduit  alors  de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

^*^  /  l^on  prend  successivement  les  points  conjugués  harmo- 
^f€es  de  divers  points  du  plan  par  rapport  aux  couples  de 


-    >^     )   Par  la   propriété  fondamcnlalo  de  riiivolulion,  on   voii  que  A  cl  A'  élanl 
^^x  poiiiis  conjugués,  ces  deux  points  et   les  deuv  points  doubles  I*  et  Q  sont 
^^lés  sur  un  même  cercle;  de  plus,  les  quatre  points  A,  A',  P  et  Q  ((•ilerminent 
^ï*  ce  cercle  une  division  harmonique. 
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pbinis  conjugués  d'une  courbe   en  im^oluiion,    les   diverse' 
courbes  ainsi  obtenues  sont  proprement  anharmoniques. 


Ed  pariiculier,  si,  pour  un  point  du  plan,  la  courbe  est 
cercle,  elle  sera  également  un  cercle  pour  tout  aulre  point;  ains 
le  lieu  des  points  milieux  des  cordes  joignant  les  points  conjuguéi 
est  un  cercle.  La  courbe  en  invointion  qui  jouit  de  cette  propriét 
est  par  là  même  complètement  définie,  et  je  Tai  déjà  étudiée  dan 
une  Note  Sur  les  cassiniennes  publiée  dans  le  Bulletin  de  Icc:^ 
Société  phi/omathique  (mars  1868).  Ses  nombreuses  propriétés 
se  déduisent  du  reste  avec  la  plus  grande  facilité,  en  employant  les 
considérations  qui  précèdent,  des  simples  et  élégantes  relations 
données  par  M.  Chasies  dans  sa  Géométrie  supérieure,  relative- 
ment à  un  sj'stème  de  segments  en  involuhon  et  aux  milieux  de 
ces  segments. 

14.  Soient  (A)  et  (A')  deux  systèmes  de  points  improprement 
enharmoniques,  le  faisceau  déterminé  par  le  système  (A)  et  Tom- 
bilic  I  et  le  faisceau  déterminé  par  le  second  système  et  Tombilic  J 
sont  homographiques  ;  par  suite,  tous  les  points  imaginaires  (A,  A') 
sont  situés  sur  un  même  cercle.  D*où  cette  conclusion  : 

Si  deux  systèmes  de  points  (A)  et  (A')  sont  improprement 
anharmoniques,  tous  les  points  imaginaires  (A,  A')  sont  situés 
sur  un  même  cercle. 

Réciproquement  : 

Si  un  certain  nombre  de  points  (A,  A'),  (B,  B'),  . .  .  sont 
situés  sur  un  même  cercle,  /es  deux  systèmes  de  points  A,  B,  ... 
et  A',  B',  . . .  sont  improprement  anharmoniques. 


SUR  UN  GENRE  PARTICULIER  DE  SURFACES 


DONT    ON   PEUT   INTÉGRER    LES    LIGNES    GÉODÉSIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1873. 


Si  Ton  considère  les  surfaces  pour  lesquelles  I^élément  de  lon- 
gueur est  donné  parla  formule 

, ,      rfw»       dv'^ 

ds*= 1 > 

V  u 

on  vérifie  aisément  que  leurs  lignes  géodésiques  sont  données  par 
réqnalioD 

cos'i        sin'e 

H — — r  =  consi., 

i  désignant  l'angle  que  fail  la  ligne  géodésique  avec  la  courbe 
i^  =  consl. 


SUR   LES  NORMALES 


ABAISSÉES    d'un   POINT   DONNÉ 


SUU  UNE  SUllFACE  DU  SECOND  ORDRK, 


Compter  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences;  1874. 


1.  Ëlant  données  une  surface  du  second  ordre  et  une  coDi(|ue 
située  sur  celle  surface,  îl  semble,  au  premier  abord,  que  l'on 
puisse  toujours  déterminer  trois  points  de  cetle  conique,  de  telle 
façon  que  les  normales,  menées  à  la  surface  en  ces  points,  se 
coupent  en  un  même  point;  le  nombre  des  équations  de  condition 
auxquelles  on  doit  satisfaire  est  en  effet  égal  au  nombre  des  con- 
stantes arbitraires  dont  on  peut  disposer. 

]l  est  remarquable  que  les  coniques  jouissant  de  la  propriété  que 
je  viens  d'énoncer  ne  puissent  être  arbitrairement  choisies,  et  que 
leurs  plans  enveloppent  une  surface  de  quali  ième  classe  2. 

Réciproquement,  étant  donné  un  plan  quelconque  FI  tangent 
à  2,  il  lui  correspond  une  droite  A,  dont  voici  la  propriété  prin- 
cipale : 

Si  dUin  point  M,  pris  arbitrairement  sur  A,  on  mène  des 
normales  à  la  surface  du  second  ordre ^  trois  des  pieds  de  ces 
normales  dècriK^ent  la  conique  de  cette  surface  située  dans  le 
plan  II,  et  les  côtés  du  triangle  dont  ils  constituent  les  sommets 
em^eloppent  une  autre  conique,  les  pieds  des  trois  autres  nor- 
males décrivant  une  conique  située  dans  un  second  plan  W 
tangent  à  2. 

Je  dirai  que  les  plans  II  et  II'  sont  deux  plans  conjugués  de  la 
surface  2,  et  que  la  droite  A  lui  est  associée. 
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2.  Pour  plus  de  commodité  dans  le  langage,  je  considérerai 
aussi  les  deux  pôles  P  et  P'  des  plans  II  et  IV  relativement  à  la 
surface  du  second  ordre;  je  dirai  également  que  P  et  P'  sont  deux 
points  conjugués  de  la  surface  du  quatrième  ordre  S,  qui  est  la 
polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à  la  surface  du  second  ordre 
et  que  la  droite  A  leur  est  associée. 

Cela  posé,  si  d'un  point  M  de  l'espace  on  mène  les  six  normales 
à  la  surface  du  second  ordre,  les  plans  tangents  en  ces  points 
forment  im  hexaèdre  ayant  dix  couples  de  sommets  opposés 
joints  entre  eux  par  dix  diagonales. 

11  est  clair  que  ces  dix  couples  de  sommets  sont  dix  couples  de 
points  conjugués  de  la  surface  S. 

Je  dirai  que  l'hexaèdre  ainsi  défini  appartient  à  la  surface  du 
second  ordre  et  a  pour  centre  le  point  M. 


3.  Soient 


IJÏ  ■+■  -/yi  -"'-  ,t:  -  ' 


l'équation  de  la  surface  du  second  ordre;  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M;  $,  v^,  ^  et  ç',  V,  ^'  les  coordonnées  d'un 
lîouple  quelconque  de  sommets  opposés  de  Thexaèdre  ayant  pour 
cenire  le  point  M. 

En  introduisant  des  quantités  auxiliaires  X,  jjl,  v  définies  |  ar  les 
équations 


0)  X  = 


r>"-i-^r'  rt'-L.ir'  Sy'_l_7^t' 


^D  établira  facilement  les  six  relations 

(.2)  5$'  =  -«'»      T.r/  =  -^s      î;'--c», 

(3)    ;-h5'=  jjiZ-vY,         T,H-V  =  vX-XZ,         ; -f- Ç' =  a  Y  -  (iX. 

^'  Les  équations  (2),  qui  établissent  une  relation  si  simple 
entre  deux  sommets  opposés  de  l'hexaèdre,  ont  déjà  été  données, 
sous  une  forme  un  peu  différente,  dans  un  beau  Mémoire  de 
Joacliimslahl  («). 


V)  De  œquationibus  quai  il  et  sexli  i:radus  tfitœ  in   ihcoria  Uneariiin    rt 
superficierum  secundi  ordinis  occurrunl  {Journal  de  Crette,  t.  O:'.). 
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Des  équations  (3)  on  déduit  les  relations 

>.  (  5  -H  Ç  '  )  -+-  î^  <  T,  -4-  r/  )  -r-  V  (  ;  -+-  ;  '  )  =  o , 
X(  :-- 1')  _H  Y(T, -r- V)  ^  Z(; -+-;')  =  o. 

Entre  la  première  et  les  équations  (i)  et  (2)  on  peut  éliminer  ^, 
7/,  C  ainsi  que  A,  |jl,  v,  et  l'on  obtient  Téquation  suivante  de  la 
surface  S  : 

—  6«c«(6*— c»)«a:»— c»a«(c>— a*)«^>— a«6>(a«— 6«)^«=o. 

De  la  seconde  résulte  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  hexaèdre  quelconque  appartenant  à  une 
sur/ace  du  second  ordre,  et  ayant  pour  centre  le  point  M,  le 
plan  mené  par  le  centre  O  de  cette  surface  perpendiculaire- 
ment au  rayon  OM  passe  par  les  milieux  des  dix  diamètres 
de  l'hexaèdre, 

5.  Étant  donné  un  couple  de  points  conjugués  (Ç,  7;,  Ç'^  7^')  de 
la  surface  S,  les  équations  (3),  en  y  considérant  X,  Y,  Z  comme 
des  coordonnées  courantes,  représentent  la  droite  A  associée  aux 
deux  points  conjugués. 

D*où  les  propositions  suivantes  : 

La  droite  A  associée  à  un  couple  de  points  conjugués  (P,  P) 
de  la  surface  S  est  située  dans  le  plan  mené  par  le  centre  de 
la  surface  du  second  ordre  perpendiculairement  à  la  droite 
qui  joint  ce  centre  au  milieu  du  segment  PP'. 

Toutes  les  droites  A  sont  doublement  tangentes  à  la  sur- 
face %  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  surface  du  second 
ordre, 

6.  La  surface  polaire  réciproque  B  étant  du  quatrième  ordre, 
il  en  résulte  que,  par  un  point  quelconque  M  de  l'espace,  on  peut 
mener  vingt-huit  droites  doublement  tangentes  à  0;  ces  vingt-huit 
droites  se  composent  des  trois  groupes  de  droites  suivantes  : 

1"  Les  six  normales  menées  du  point  M  à  la  surface; 

•a''  Les  six  droites  A  se  croisant  en  ce  point,  et  qui  sont  les 
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associées  des  dix  couples  de  sommets  opposés  de  Thexaèdre  a^^ani 
pour  centre  le  point  M; 

3^  Douze  autres  tangentes  doubles  situées  sur  un  cône  du  troi- 
sième ordre  et  formant  un  groupe  de  Steiner. 

7.  Les  surfaces  réglées,  formées  par  les  normales  que  Ton  peut 
élever  aux  différents  points  d'une  conique  située  sur  une  surface 
du  second  ordre,  constituent  un  groupe  de  surfaces  remarquables, 
étudiées  d'abord  par  M.  Chastes  et  comprises  comme  cas  particu- 
lier dans  la  famille  des  quadrispinales ;  il  importe  de  distinguer 
parmi  elles  celles  dont  la  base  est  située  dans  un  plan  langent  à  la 
surface  2;  on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  ses  génératrices  se 
rencontrent  trois  à  trois  en  un  même  point  d'une  droite  fixe. 


SUR   LES   DROITES 


QUI    SONT   DOUBLEMENT  TANGENTES 

A  l\  SLRFACE  LIED  DES  CENTRES  DE  COlRBtRB  D'Il^E  SIBFACE  Dl  SECOND  ùnWt 


C amples  rendus  des  séances  de  IWeadémie  des  Sciences;  i>^';i' 


A. 


1.  Quelques  considéralions  *^éoniélri(|ues  1res  simples  p^'""™^^" 
tonl  crclablirot  de  compléler,  sur  cerlains  poiiils,  les  propos  «  l'<>"*^ 
c|ue  j'iii  en  riionncur  de  présenter  à  TAcadémie  relalivemef^  t' ^iix 
normales  que  Von  peut  mener  d^un  point  donné  à  une  $ii^J^^^ 
du  second  ordre. 

EtaiiL  domn'e  une  surface  du  second  ordre  S,  les  droite^     P"*^" 
pendiculaires  à  leur  polaire  relalivemenl  à  S  forment  un  coin  f^***^^ 
reniarciuable  du  second  ordre;  elles  rencontrent  évidcmmenL   ^  ^ 
deux  [)oinLs  tels  que  les  normales  se  croisent  en  un  même  p^"\' 

Considérons  un  Iriangle  ABC  situé  sur  S,  et  tel  que  les    *'^ 

normales  en  ces  points  se  rencontrent  en  un  même  point  IVÏ  5 

côtés  du    triaiij;le    sont  circonscrits  à  la   conique   du    com|>"        ^ 

située  dans  son  plan,  et  ses  sommets  sont  situés  sur  la  conîqi-*^ 

suivant   lacpielle   le   plan   coupe  S;    lé  plan   doit  par   consérj  ** 

<M)iq3er  S  suivant  une  coni(pie  dans  lacpielle  on  puisse  inscrir*^  m 

triangle  circonscrit  à  la  conique  du  complexe,   et,  par  suil^  ^     . 

enveloppe  une  sïirface.  Remarquons  maintenant  que,  d'apr^  ^^   --^ 

ihéortine  de  Poncelet,  on  peut  construire,  dans  le  plan,  une  i  * 

ni  te  de  Iriangles  tels  (pie  ABC;  par  suite,  la  surface  réglée  for'"*^ 

par  les  normales  menées  aux  différents  points  de  K,  ou,  ei» 

servant  d'une  expression  déjà  employée  par  M.  Mannheim,  la 

malie  ayant  pour  directrice  K,  a  une  ligne  triple  qui,  puisqii 

normaiie  est  du  quatrième  ordre,  est  nécessairement  une  droite 

.  ...  a'^ 

Il  est  hicn  clair  ([ue,  puisque,  des  six  pieds  des  normales  ^'t 


r- 
U 
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peut  abaisser  de  chacun  des  points  de  A,  trois  décrivent  la 
cque  Ky  les  trois  autres  décrivent  une  autre  conique  K',  et  Ton 
^sroi  t.  c:|u'une  droite  telle  que  A  peut  être  définie  par  cette  propriété, 
ci|  u  ^  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  de  chacun  des  points  de 
Ysk     4:1  i^oite  à  la  surface  se  décompose  en  deux  coniques  (  *  ). 

t  vais  maintenant  établir  que  toutes  ces  droites  A  sont  double- 
K  tangentes  à  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure  de  S. 


.  Considérons,  en  général,  une  surface  quelconque  S  et  sa 
"v^loppée  0;  a  désignant  un  point  quelconque  de  O,  je  repré- 
s^»-i  t^^rai  par  A  le  point  correspondant  de  S,  c'est-à-dire  celui  pour 
l^cj  c^  el  une  des  sections  principales  a  pour  centre  de  courbure  A. 
OUda  posé,  soient  D  une  droite  quelconque  et  K  le  lieu  des  pieds 
d^^  normales  que  Ton  peut,  de  chacun  des  points  de  D,  abaisser 
^«-«  ■:•  la  surface.  En  laissant  de  côté,  pour  un  instant,  le  cas  où  D 
î»^^K*^  it  normale  à  S.  je  ferai  les  remarques  suivantes  au  sujet  des 
P^^>  5  Kilts  de  rencontre  de  celle  droite  et  de  0. 

^^ii,  en  un  de  ces  points  A,  la  droite  traverse  la  développée,  la 
<^^^^K-m  mhe  K  ne  présente  aucune  singularité  au  point  correspondant  a, 
^  ^      ^^  lie  est  tangente  en  ce  point  à  Tune  des  lignes  de  courbure. 

2ï^  i,  en  un  de  ces  points  B,  la  droite  touche  la  développée,  la 
^^^"«^-»  rbe  K  présente  un  point  double  au  point  correspondant  6,  et 
'^  ^  tangentes,  menées  aux  deux  branches  en  ce  point,  diffèrent 
oralement  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure. 

n  sait  enfin  que,  si  la  droite  était  Tune  des  normales  de  la  sur- 
-  S  touchant  la  développée  en  C  et  C,  la  courbe  K  présenle- 
-9  au  point  correspondant  c,   un  point  double  dont  les  deux 
^chcs  toucheraient  les  deux  lignes  de  courbure. 
6  là  résulte  une  dépendance  mutuelle  entre  les  singularités  de 
^^Onrbc  R  et  les  particularités  des  divers  points  d'intersection 
■  ^  droite  D  avec  la  développée  :  ainsi  Ton  peut,  en  particulier, 
er  les  propositions  suivantes  : 

complexe  des  droites  tangentes  à  la  développée  se  coni- 


r 
h 


<   » 


%^^^  ï)cpais  que  ma  première  Noie  a  été  écrite,  j'ai  reconnu  que  le  théorème 


cl 


^^iis  énoncé  C5l  dû  à  M.  Dcsboves,  qui  a  aussi  étudié  les  droites  A  dans  sa 
^^<^He  tfiéorie  des  normales  à  une  surface  du  second  déféré, 

L.  -  11.  ai 
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pose  de  toutes  les  droites  pour  lesquelles  la  courbe  K  possède 
un  point  double. 

Si  Uon  fait  abstraction  des  normales  à  la  surface,  la  con^ 
firuence  formée  par  les  droites  doublement  tangentes  à   la 
désreloppée  se  compose  de  toutes  les  droites  pour  lesquelles  la 
courbe  K  possède  deux  points  doubles, 

3.  Pour  faire  rappllcation  de  ce  qui  précède  à  la  surface  du 
second  ordre  S,  je  remarquerai  que  la  courbe  K  est  alors  une 
biquadralique  gauche  qui  présentera  deux  points  doubles  dans 
deux  cas  différents. 

1°  En  premier  lieu,  la  courbe  K  peut  se  décomposer  en  deux 
coniques,  et  Ton  obtient  les  droites  A  dont  j'ai  parlé  plus  haut. 

Par  chaque  point  de  l'espace,  comme  je  Tai  fait  remarquer  dans 
ma  précédente  Communication,  passent  dix  droites  A. 

2**  Eu  second  lieu,  la  courbe  K  peut  se  décomposer  en  une 
cubique  gauche  et  une  génératrice  de  S. 

Si  l'on  considère  le  paraboloïde  formé  par  les  normales  le  long 
d'une  de  ces  génératrices  G,  toutes  les  génératrices  de  ce  parabo- 
loïde de  même  système  que  G  donneront  des  droites  pour  les- 
quelles cette  décomposition  a  lieu,  et  on  les  obtiendra  toutes  en 
considérant  l'ensemble  de  tous  les  paraboloïdes  normaux  le  long 
des  diverses  génératrices. 

La  congruence  qu'elles  forment  se  compose  donc  de  deux  con- 
gruences  distinctes  :  Tune  composée  des  génératrices  des  parabo- 
loïdes normaux  le  long  de  toutes  les  génératrices  d'un  même  sys- 
tème de  S;  l'autre  composée  des  génératrices  des  paraboloïdes 
normaux  le  long  des  génératrices  de  l'autre  système. 

Par  chaque  point  de  l'espace  passent  six  droites  appartenant 
à  chacune  de  ces  congruences  et  situées  sur  les  paraboloïdes 
normaux  le  long  des  douze  génératrices  qui  passent  par  les  pieds 
des  normales  que  l'on  peut  abaisser  du  point  donné  sur  la  sur- 
face. 

i.  En  résume,  on  voit  que  les  vingt-huit  droites  doublement 
tangentes  à  la  développée,  que  l'on  peut  mener  par  un  point  M  de 
l'espace,  se  distribuent  en  quatre  groupes  : 

r'  Les  six  normales  que  l'on  peut  mener  de  ce  point; 
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2^  Les  dix  droites  A; 

3**  Six  droites  situées  sur  des  paraboloïdes  normaux  le  long  de 
six  génératrices  d'un  même  système  de  S  ; 

4**  Six  droites  situées  sur  des  paraboloïdes  normaux  le  long  de 
six  génératrices  de  l'autre  système. 

La  détermination  de  ces  vingt-huit  droites  dépend  uniquement 
de  la  résolution  de  Téquation  du  sixième  degré  qui  donne  les  pieds 
des  normales. 

S.  Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  les  considérations  qui 
précèdent  s'appliquent  à  d'autres  surfaces  qu'à  celles  du  second 
^«"dre . 

On  peut  énoncer,  en  particulier,  cette  propriété  des  surfaces 
""^glées  : 

*^i  ron  considère  le  paraboloïde  formé  par   les  normales 
^  ^^^e  surface  réglée  le  long  d'une  génératrice,  non  seulement 
^^€es  les  normales  sont  doublement  tangentes  à  la  développée 
ia  surface,  mais  encore  il  en  est  de  même  de  toutes  les  gêné- 
^^^^'ices  de  l'autre  système  de  ce  paraboloïde. 


#^ 


SUR    L'APPLICATION 


DL   LA 


THÉORIE  DES   FORMES   RINAIRES 


A  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences;  1875. 


1.  Dans  ce  Mémoire,  je  considère,  pour  simplifier  le  langage, 
les  figures  comme  rapportées  à  un  système  de  coordonnées  recli- 
lignes  X  el  y:  la  variable  z  est  toujours  supposée  égale  à  Tunilé, 
et  je  ne  l'introduis  que  quand  cela  est  utile  pour  la  symétrie  des 
formules. 

Cela  posé,  to  =  ux  -4-  i'J'  -+-  <v^  =  o  étant  Téqualion  d'une 
droite,  si  les  coefficients  u,  r  et  iv  sont  liés  entre  eux  par  une 
relation  homogène  et  du  degré  /?,  F(w,  r,  tv)  =:  o,  la  droite  enve- 
loppe une  courbe  de  ^»*"»«  classe  K. 

Si  Ton  pose 

Téqualion  U(X,  jjl)  =  o  donne,  pour  »in  système  de  valeurs  de  x 
et  de  r,  les  coefficients  angulaires  des  diverses  tangentes  que  l'on 
peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe.  On  peut  la  désigner  sous  le 
nom  d'équation  mixte  de  la  courbe,  et,  dans  un  Mémoire  (*) 
antérieur,  j'ai  déjà  exposé  les  conséquences  les  plus  élémentaires 
qui  résultent  de  cette  notion. 


(  '  )  Mémoire  de  Gcometrie  analytifjue  (  Journal  de  Mathématiques,  ^*  série. 

t.  xvin. 


r 


APPUCATION  DE   LA  THÉORIE   DES  FORMES  BINAIRES  A   LA  GÉOMÉTRIE.  878 

Mais,  pour  les  développer  utilement,  plusieurs  problèmes  doi- 
Tent  être  résolus,  et  en  particulier  le  suivant  :  Déterminer  les 
équations  mixtes  des  courbes  que  Von  obtient  en  égalant  à 
zéro  les  divers  eovariants  de  F. 

Tout  d^abord,  on  aura  à  considérer  les  diverses  polaires  des 
droites  du  plan  relativement  à  K,  tant  à  cause  de  leur  simplicité 
que  du  rôle  principal  qu'elles  jouent  dans  cette  théorie,  puis  la 
hessienne  de  K. 

En  désignant  respectivement  par  W  =  o.  Il  =  o  et  tîj  =  o  les 
équations  mixtes  de  la  hessienne,  de  la  première  et  de  la  seconde 
polaire  de  la  droite  (0  =  0,  on  obtient  la  relation  suivante 


(u«W  = 


u„   u„   n. 


{')' 


Cette  forme  remarquable  du  polj^nome  W  est  susceptible  d'un 
grand  nombre  d'applications,  et  même  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  déterminer  les  coefficients  de  U  et  de  m.  En  particulier,  je 
citerai  les  deux  propositions  suivantes,  qui  jouent  un  rôle  impor- 
tant dans  la  théorie  des  courbes  de  troisième  et  de  quatrième 
classe  : 

I  *  Si  deux  courbes  de  troisième  classe  K  et  K',  ayant  res- 
pectivement pour  équation  mixte 

(a,6,c,rf)(X,fi)5  =  o        et        {a\b\c\d')a,iu)^=o, 

ofit  les  mêmes  tangentes  de  rebroussement,  le  polynôme 

ad'—Zbc-\-Zcb'—da' 

est  identiquement  nul. 

2**  Étant  donnée  une  courbe  de  quatrième  classe,  dont 
'  équation  mixte  soit 

désignons  par  (A.,  B,  C,  D,  E,  F,  G)  (a,  ^.y  le  covariant  sextique 


(')  Suivant  un  usage  habituel,  étant  donnée  une  fonction  quelconque  Z  de  X 
^^de  |x,  et  de  degré  /i,  je  pose  Zi=  -  -jr^,  Z„=   — -pr^,   
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rie  U,  et  considérons  une  courbe  quelconque  de  sixième  clt 
tangent/'  aux   i-ingt-quatrc   tangentes  de   rebroussement 
la  première  courbe.  L équation  mixte  de  la  courbe  de  sixième" 
classe  étant 

le  polynôme  Ai»^-f-<)B/'-f-i  5Ce —  20 De/' -h  i:jEc^  —  (iF6'-|-Ga' 
est  identiquement  nuL 

2.  II  est  néanmoins  nécessaire  d%)blenir  la  valeur  des  coefE- 
cienls  de  El;  on  pourrait  les  exprimer  facilemenU  mais  par  des 
formnlès  dénuées  de  symétrie,  au  moyen  des  dérivées  partielles 
des  coefficients  de  U. 

11  est  préférable  de  suivre  une  autre  marcbe.  et,  à  cet  égard,  je 
dislinguerai  deux  cas  suivant  que  la  courbe  est  de  classe  paire  in 
ou  de  classe  impaire  2/i-hi.  Dans  le  premier  cas,  on  considé- 
rera n  couples  de  variables  r,  IJ,  r',  1)',  . . .  fonctions  de  n  inva- 
riants de  L  et  de  leurs  dérivées  partielles;  en  représentant  par  A 
le  discriminant  de  L ,  et  par  V,  V,  V^,  ...  /i  de  ses  covariants  du 
degré  1  n  convenablement  choisis,  W  sera  donné  par  une  expres- 
sion de  la  forme 

A\V  =  i  t  Vi  _  n  V2  )  -K  (  t'\[  -h  oi  V;  »  — . . . . 

Si  la  courbe  est  de  classe  (n  -hi\  ^  s'exprimera  également  au 
moyen  de  n  émanants  et  du  produit  d'un  contrevariant  de  F  par 
un  de  ses  covariants  du  de":ré  m  —  i. 

Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  je  donne  ici  les  résultats  pour  les 
courbes  de  troisième  et  de  quatrième  classe  : 

i"  Soient  U  =  o  l'équation  mixte  d'une  courbe  de  troisième 
classe;  A  son  discriminant  et  H  son  hessien.  Soit  de  plus  0  le 
cajieyen  de  F  (c'est-à-dire  le  contrevariant  de  F  qui,  égalé  à  zéro, 
représente  la  caylejenne  de  la  courbe  ).  En  posant 

r  =  —  fr' A  —       -T- ,  9  =  «A  —  -  -T-  , 

b   d^  b   djr 

on  aura 

Afl  =  rUi-^pUj— 2(ueH. 

2**   Soient   L  ^^  o  Téquation  mixte  d'une  courbe  de  quatrième 


'■^•l 
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classe,  A  son  discriminant,  H  son  kessien,  S  son  invariant  quadra- 
tique etT  son  invariant  cubique. 
En  posant 

r  =  —  -7 vA,  I)  = -j — h  mA, 


Il  dy  '  12  dx 

dy  dy  '  dx  "'  "  ^  dx 


r  =  2  s  -j ô  i  -j-7  9=  —  'z-j  — r-31  -7-  > 


on  aura 


An  =  rU|4-9U,H-  ^(r'Hi-+-p'H,). 


3.  Le  cajlej^en  0  d'une  courbe  de  n'*"*  classe  se  déduit  facile- 
ment de  la  proposition  suivante,  dans  l'énoncé  de  laquelle  j'ai 
conservé  toutes  les  notations  précédentes  : 

^^  résultant  de  H  et  du  jacobien  de  \]  et  deH  est  to^f"-») AB. 

^'^    Rappliquant  aux  courbes  de  quatrième  classe,  on  obtient 
cette  relation  remarquable 

A5e=/>TU(f',i)')-h(7H(r',9'), 

^^    /^     et  <7   désignent   des  invariants  de  U  de  Tordre   18  et  de 

*^^^**^  20,  et  T  rinvariant  du  troisième  ordre. 

^*^^  formule  de  M.  Salmon  indique  que,  dans  ce  cas,  la  caj- 

^^  ^*^  ne  a  1 26  points  doubles  ;  l'équation  précédente  montre  qu'ils 

se  ï^^duisent  à  21  points  quadruples.  Ces  points  0  jouissent  de  la 

P^^P^iété  que  les  tangentes,  menées  de  chacun  d'eux  à  la  courbe, 

leurs  points  de  contact  en  ligne  droite.  On  peut  remarquer 

.^*    que  l'équation  U(f',  1)')  =  o  représente  la  courbe  du  Irente- 

^^me  ordre,  jouissant  de  la  propriété  que,  des  tangentes  menées 

^    de  ses  points  à  la  courbe,  trois  sont  en  ligne  droite  (*). 

J     En  général,   si  la  polaire  d'une  droite  se  décompose  en  un  point  P  et  une 
y*^c  résiduelle,  le  point  P  est  un  point  \\{n  —  2)tuple  de  la  cayleyenne. 
.,  .^    *    ci'un  point  (a:,  y)  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  de  quatrième  classe  K, 
"^^lion  de  la  tangente  menée  en  ce  point  à  la  conique  qui  le  contient,  ainsi 
^   les  quatre  points  de  contact,  est 

*-^c  même  équation,  si  Ton  y  regarde  Ç,  t,,  ^  comme  des  paramétres  arbitraires, 
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A.  L^'ntroduclion  des  poljnoines  F,  Q,  f',  ïf',  ...  se  justifie p^i 
celle  considéralion  importanle^  que  Ton  n'a  jamais  à  Irailer  que 
des  invarianls  ou  covarianls  de  U;  on  peut  donc  (quoique  ce  soit 
complètement  ficlif)  supposer  la  forme  U  réduite  à  sa  forme  cano- 
nique. 

Ainsi  Ton  pourra  prendre  pour  équations  mixtes  des  courbes  de 
Iroisièmc  cl  de  quatrième  classe  les  équations  réduites 

De  même,  pour  la  surface  de  troisième  classe  (car  tout  ce  que  j'ai 

dit  dans   celle   Note  s'applique   aux    surfaces   algébriques),    on 

pourra  prendre  pour  équation  mixte  de  la  surface  l'équalion  très 

simple 

X'-i-  [jl'h-  v'-t-  GmX{xv  =  o. 

Dans  le  présent  Mémoire,  je  n'ai  exposé  que  les  points  princi- 
paux de  la  théorie;  dans  d'autres  Mémoires  spéciaux,  j'en  déve- 
lopperai les  conséquences  relativement  aux  courbes  de  iroisième 
et  de  quatrième  classe,  ainsi  que  pour  les  surfaces  de  troisième 
classe. 


et  Xf  y,  z  comme  les  coordonnées  courantes,  représente  la  courbe  la  plus  géné- 
rale du  neuvième  ordre,  que  Ton  peut  mener  par  les  53  points  singuliers  de  la 
courbe. 

L'équalion  de  la  courbe  la  plus  générale  du  huitième  ordre,  que    Too    peut 
mener  par  les  aS  points  doubles  et  les  ai  po  nts  0,  est 

\  T.  ; 

f/S      rfS     rfS 

dx     dy     dz      —  o. 

çn;     ûTT     rfT 
dx     dy     dz 
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CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATION  MIXTE   DE   LA   POLAIhB  d'UNE   DROITE. 

1«  Dans  ce  Mémoire,  je  rapporterai  les  figures  que  j^aurai  à 
considérer  à  un  triangle  de  référence  dont  les  côtés  auront  respec- 
tivement pour  équations 

a:  ^  o,        ^  =  o         et        ,3  =  o. 

Dans  le  but  de  simplifier  le  langage  (ce  qui  ne  diminue  en  rien  la 
généralité  des  résultats  obtenus),  je  supposerai  que  la  droite  5=0 
coïncide  avec  la  droite  de  Tinfiui,  en  sorte  que  je  supposerai  tou- 
jours z  égal  à  l'unité,  ainsi  que  toutes  les  variables  analogues  z'^  2^, 
Ç\  ...  que  j'aurai  occasion  d'introduire  ;  je  les  mettrai  néanmoins 
en  évidence  toutes  les  fois  que  cela  sera  nécessaire  pour  la  clarté 
ou  la  simplicité  des  formules. 

Cela  posé,  ux -^  K^y -\- \vz^=  o  désignant  l'équation  d'une 
droite  mobile  et  F(w,  r,  «')  une  forme  ternaire,  homogène  et  du 
degré  /ï,  si  les  paramètres  w,  v  et  (V  sont  liés  entre  eux  par  la  rela- 
tion 

(1)  F(w,i^,  i^')  =  o, 
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la  droite  enveloppe  une  courbe  de  w'*"*  classe  K,  dont  lé(|^*" 
lion  (1)  est  réquation  tangenlielle. 

Soit  (x^y)  un  point  quelconque  du  plan  el  ?  le  coefficict^^ 

angulaire  d'une  quelconque  des  tangentes  que  l'on  peut  meneroc 
ce  pointa  la  courbe  K;  cette  tangente,  en  désignant  parX,Y,fi 
les  coordonnées  courantes,  a  pour  équation 

ou  encore 

•1  \  —  X  Y  -}-  ).  V  —  \±x  =  o  ; 

on  en  déduit  la  relation 

F{  :i,  —  X,  \y  —  ixx)  =  0, 

qui  a  pour  racines  les  coefficienls  angulaires  des  n  tangentes  que 
Ton  peut  mener  du  point  donné  à  la  courbe. 
Si  l'on  pose 

(•>)  F(;a,  —X,  \y—  \xx)—  U(X,  ;x), 

U  est  une  forme  binaire  du  degré  n  par  rapport  aux  variables  A 

et  a,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  du  degré  /?  en  x 

ety;  celte  forme  satisfait  d'ailleurs  évidemment  à  Téquation  aux 

différences  partielles 

^  d\}  d\} 

A  —. h  a  -T—  =  O. 

dx        '    dy 

Je  dirai  que  Téquation  U(a,  jjl)  =  o  est  V équation  mixte  de  la 
courbe  K.  J'ai  déjà  développé  quelques-unes  des  conséquences  les 
plus  immédiates  que  l'on  peut  tirer  de  cette  notion  dans  un 
Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  (*),  el  je  rappellerai  à  ce  sujet  la  proposition  suivante, 
dont  je  ferai  un  usage  continuel  : 

Soit  un  nombre  quelconque  de  courbes  représentées  par  les 
équations  mixtes 

5/  l\)n  considère  un  invariant  quelconque!  des  formes  f^^f^^ 

(')  Mémoire  de  Géométrie  analytique,  .!*  sério,  t.  WII,  1872. 
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Jti,  ..,,  V équation  I  =  o  représente  une  courbe  dont  le  degré 
«se  égal  au  poids  de  V invariant. 

Il  est  utile  ici  de  remarquer  que,  si  I  était  un  pol^'nome  de  degré 

inférieur  au  poids  derinvariant,  relativement  aux  variables  x  et  r, 

on  devrait,  en  rendant  le  polj^nome  homogène,  introduire  comme 

facteur  une  certaine  puissance  de  c,  en  sorte  que  la  courbe  \  =  o 

contiendrait  un  certain  nombre  de  fois  la  droite  de  Tinfini. 

2.  Le  problème  principal,  que  Ton  doit  résoudre  pour  emplo3'er 
utilement  les  équations  mixtes  dans  les  questions  de  Géométrie 
analytique,  est  le  suivant  : 

Etant  donnée  une  courbe  K  ayant  pour  équation  tangen- 

tielle    F(i/,  r,  w)  =  o  et  pour  équation    mixte    U(X,  [jl)  =  o, 

déduire  de  cette  équation  mixte,  de  ses  invariants  et  des  con- 

trevariants  de  la  forme  F,  les  équations  mixtes  des  courbes 

dont  les  équations  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les  divers 

covariants  de  F. 

Et  tout  d^abord  je  m'occuperai,  tant  à  cause  de  leur  simplicité 
qu^à  cause  de  leur  importance,  des  covariants  doubles  qui  rcpr»'- 
sentent  les  polaires  des  divers  ordres  des  droites  du  plan  par  rap- 
port à  K. 

3.  Dans  tout  ce  qui  suit,  en  désignant  par  Z  une  fonction  homo- 
gène quelconque,  du  degré  /i,  des  variables  À  et  ;jl,  je  représenterai, 

selon  Tusage  habituel,  par  Zi  et  Z2  les  quantités  -  y-  et  —  -y^^  >  et  de 

*  rw  rr  rr  \  •     ,  \  d^'L  1  ^*  Z 

même  par  An,  Aia,  A22  les  quantités -ttt»  :    n   y    ' 

I  rf*Z 

D'une   façon  analogue,  je   représenterai  par  F|,  F.j  et  F3  le 

y     1.  .  ni-  1  il   <^r'      ï    <^^1'      ï   dV 

résuttal  que  1  ou  obtient  en  remplaçant  dans  — -r-^ j-y    -  -r- 

*  *      ^  n  du      II   dv      n  dw 

les  variables  1/,  v  ci  \v  par  jjl,  —  a  et  \y  —  \xx, 

Fn?   Fi2)    •••    représenteront   de   même   le    résultat  que    Ton 

obtient    en    faisant    la    même    substitution    dans 7-^» 

n\^n  —  1;   du^ 

i  d^¥ 


n{n  —  i)  dudv' 
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Cela  posé,  étant  donnée  une  droite  ayant  pour  équation 

(o  =  ux  -^  vy  -^  wz  =zo^ 

l'équation  mixte  de  sa  première  polaire  est 

M  F|  -4-  i' Fj -i-  IV Fj  =  o. 

En  différenliant  successivement  par  rapport  à  X,  jx,  a:  et  ^ 
relation  (2),  on  obtient  les  relations  suivantes  : 

H)  U,  =  -F,-t-^F3,        U,=  Ft-arF„ 

„ i^  d\}  _  _^    d^ 

^^^  '"       n^  dx  ~  ni  djr'' 

par  suite,  en  désignant  par  n(^=  o  l'équation  de  la  polaire  (*) 
la  droite  co  =  o,  on  a 

11(0=  aUi — rU|-+- wFj. 

La  polaire  de  la  droite  de  Tinfini  a  évidemment  pour  équali 
1'%=:  o;  en  posant 

(4')  F,=  n, 

on  a  donc 

(5)  0^,=  aUj—  i'U|-+- ton. 

4.   Posons 


et 


la  comparaison  des  formules  (4)  et  (4')  donne  immédiatement 
relations  suivantes  : 

l  da  db  Q  de 

(6)       <j  -^  , 

I  da  _  db  _  "  ^  _         û 

qui  permettent  d'exprimer  les  fonctions  a,  p,  y,  ...  au  moyen 


(')  Ici,  comme  dans  toute  la  suite  de  ce  Mémoire,  je  désigne  simplement 
le  nom  de  polaire  de  la  droite  sa  première  polaire,  qui  est  de  la  (n  —  !)»*■•  cli 
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dérivées  partielles  des  coefficients  de  U;  mais,  comme  je  le  mon- 
trerai dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  elles  nous  seront  surtout  utiles 
pour  exprimer  ces  dérivées  en  fonction  des  coefficients  de  U. 

0.  Soit  une  courbe  K'  de  classe  n!  et  ayant  pour  équation  mixte 
V(X,  jx)=ro;  étant  menée  une  tangente  à  cette  courbe,  propo- 
sons-nous de  trouver  le  lieu  des  points  M  où  elle  est  coupée  par 
sa  polaire. 

£n  désignant  par  w  =  o  l'équation  d'une  de  ces  tangentes,  je 
remarque  d'abord  qu'en  désignant  par  )/  et  jx'  les  coordonnées 
courantes,  Téquation  mixte  de  sa  polaire  est,  en  vertu  de  Téqua- 
«'oa  (5), 

SOQ  équation  en  coordonnées  cartésiennes  est  le  discriminant  (par 

""apport  à  X'  et  jx')  de  l'équation  précédente.  Le  point  M,  satis- 

'âisatit    à  l'équation  w  =  o,    satisfera   donc  à  Téquation  A  =  o, 

^désignant  le  discriminant  du  polynôme  u\]iÇ^^  [x')  —  i^Ui  (X',  [x'). 

L«e    ooeffîcient  angulaire  de  la  tangente  est  d'ailleurs  =  \^\ 

JV  •  •  •  •    • 

^<f  usit.ion  du  lieu  cherché  s'obtiendra  donc  en  éliminant  \  et  ;x 

'^tï'o     l'équation  V(X,  jx)  =  o  et  l'équation  A  =  o,  les  variables  u 

^  ^y  ant  été  préalablement  remplacées  par  ix  et  —  \  dans  le  poly- 

"^   <^\i  la  proposition  suivante  : 

^^^ORÈME  I.  —  En  désignant  par  U(X,  jx)  =r  o  e/  V(X,  ix)  =  o 

les  ^' 

^^  filiations  mixtes  de  deux  courbes  K  et  K',  on  obtiendra 

^^  ^^ation  du  lieu  des  points  où  les  tangentes  à  ¥J  sont  coupe  es 

,,  ^        ^^urs  polaires  relativement  à  K,  en  éliminant  X  et  jx  entre 

ation  V(X,  a)  z=z  o  et  Inéquation  A(X,  jx)  =  o,  A  désignant 

discriminant  pris  par  rapport  à  V   et   jx'  du  polynôme 

*    est  clair  que  les  considérations  précédentes  s'appliquent  éga- 
^"^^nt  aux  polaires  des  divers  ordres  relativement  à  la  courbe  K  ; 
X^eut  donc  énoncer  cette  proposition  plus  générale  : 

Théorème  II.  —  En  désignant  par  U(X,  |x )  =  o  et  V(X,  jx)  =  o 


i 
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/es  équations  mixtes  des  deux  courbes  K  et  K.',  on  obti^^^^^ 
l'cquation  du  lieu  des  points  oii  les  tangentes  à  K!  sontcOi^P^^^ 
par  leurs  m^^"^*^^  polaires  relativement  à  K,  en  éliminant  A^^l^ 
cntrr  r équation  V(a,  |jl)  =  o  et  Véquation  A(X,  jji)  =  o,  iS  ^*^^^' 
gnant  le  discriminant  pris  par  rapport  à  )/  et  jx'  de  Vémcf^^^ 


A   ^/  d  \"\, 


G.  Soit,  pour  faire  une  application  simple  du  théorème  pr*^^^' 
dent,  une  courbe  de  quatrième  classe  K*,  dont  réquation  n:»  m"3ile 
est 

U  =  («, /-»,  c,  ^,  e)(X,  ;i)*  =  o. 


En  considérant  la  première  polaire,  on  voit  que  A  est  le  di^  <:^n- 

minanldu  polynôme  («X -f- 6 iJi.))v''-f- 3(6).  4- C[JL))/*}x'-f-..-,  <:iis- 
criminant  qui  est  de  la  forme  pTVj  -4-  ^^SH,  en  désignant  par  ^X-ïlc 
hessien  de  U,  et  par  ï  et  S  son  invariant  cubique  et  son  invar*  Â^inl 
quadratique. 

Par  suite,  l'équation  du  lieu  des  points  où  les  tangentes  àt.  K* 
rencontrent  leurs  polaires  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  résiil  t^^t 
de  U  et  dc/?TU  +  7SH,  c'est-à-dire  {S^^ -^  i-jT^yS^ 

On  sait  d^ailleurs  que  S^ —  2-ï-=:o  est  Féquation  de  Iv*        ^^ 
coordonnées  cartésiennes  et  que  S  =  o  est  Téqualion  de  la  coi-*  ** 
du  quatrième  ordre  S,  qui  passe  par  les  vini;;t-qualre  poin*-  ^ 
rebroussement  de  R^  ;  de  là  la  proposition  suivante  : 


Théouèmi:  III.   —  Etant  donnée  une  courbe   de  quatr^^^ 
classe  K*,  une  quelconque  de  ses  tangentes  est  coupée pc^^        j 
jwlaire  en  six  points,  dont  deux  sont  confondus  au  poin  ^  ^ 

contact;    les  quatre    autres  points    cV intersection   décrir^^       ^ 
lorsque  la  tangente  sr  déplace,  la  courbe  de  quatrième  ordr^^ 
qui  jKisse  par  les  vingt-quatre  points  de  rebroussement  de 

Réciproquement,  si,  par  un  point  M  de  S,  on  mène  les  quc^t 
tangentes  à  K.*,  leurs  polaires  relativement  à  cette  cou^ 
passent  par  M. 

7.  L'ap[)lication  la  plus  importante  du  théorème  II  est  relatif 


é 
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au  cas  de  la  polaire  conique  ;  A  est  alors  le  discrimioanl  de 

c^A*  ^    d/.dii        '      dix- 

c'est-à-dire  le  hessien  de  U;  d'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  En  désignant  par  U(a,  (x)  =  o  et  par 
V(a,  ul)  =  o  /es  équations  mixtes  de  deux  courbes  K  et  K',  par 
H(X,  [jl)  le  hessien  de  U(a,  jjl),  V équation  du  lieu  des  points, 
ou  les  tangentes  à  K'  sont  coupées  par  leur  conique  polaire 
relativement  à  K,  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  résultant  des 
polynômes  H(X,  [jl)  e/.V(X,  jjl). 

En  particulier,  soit  M  un  point  du  plan  ajant  pour  coordon- 
nées %  et  •/;;  en  posant  pour  abréger,  comme  je  le  ferai  toujours 

par  la  suite, 

X  =  x— î         et         Y=7  — r^, 

Téquation  mixte  de  ce  point  est 

X  Y  —  |JL  X  =  o  ; 
d  où  cette  conclusion  : 

^e  lieu  des  points  où  les  diverses  droites  qui  passent  par  un 
point  (Ç,  Tj)  sont  rencontrées  par  leurs  coniques  polaires,  rela- 
^i^'eifient  à  la  courbe  U(X,  a)  =  o,  a  pour  équation 

H(X,  Y)  =  o. 

^^  a  ainsi  l'interprétation  géométrique  du  hessien  de  la 
ïoririeU;  quanta  l'équation  U(X,  Y)  =  o,  elle  représente,  comme 
^^  le  sait,  Tensemble  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point 
v^>  "^O  à  la  courbe. 

^-   Considérons     la    courbe    K    ayant    pour    équation    mixte 

^\^t  p.)  =:  o  ;  si  une  droite  se  meut  tangentiellement  à  la  hessienne 

^  cette  courbe,  sa  conique  polaire  se  compose  de  deux  points,  ou 

^core,  si  on  la  considère  comme  une  courbe  du  second  ordre,  de 

^  ^ï'oite  qui  joint  ces  deux  points,  cette  droite  étant  comptée 

^^^^  fois.  Le  lieu  des  intersections  des  tangentes  à  la  hessienne 

'^^c  leurs  coniques  polaires  est  donc  une  courbe  double,  la  cav- 
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lejennc  de  K;  la  proposition  suivante  permettra  d^obten 
équation  : 

Théorème  V.  —  Etant  donnée  une  courbe  K  ayaai 
équation  mixte  U()w,  [x)  =i  o,  en  désignant  par  H(X,  jx) 
$ien  de  U  et  par  W(â,  jjl)  =  o  V équation  mixte  de  la  ha 
de  K,  si  Von  forme  le  résultant  de  H(X,  jx)  et  de  W()., 
résultant  est  un  carré  parfait  R^  e^  R  =  o  est  Véquatio 
tésienne  de  la  cayleyenne  de  K. 


CHAPITRE  ïï. 

ÉQUATION   MI\TE   DE  L4   IIESSIENNE  D*LNE   COURBE, 
ÉQUATION   DE    LA   CAYLEYENNE. 


9.  Étant  données  une  courbe  K  de  classe  /?,  dont  lYquati 

gentielle  est 

F(m,  V,  w)  =  o, 

et  Téquation  mixte 

U(X,  IX)  =  F(fjt,  —X,  Xy  —  [ix)  =  o, 

l'équation  tangentielle  de  sa  hessienne  est,  comme  on  le  s: 


d^F 

d^F 

d*F 

du^ 

du  di> 

du  dw 

1 

d^F 

du  di> 

d*F 
dv^ 

d^F 
dv  dw 

^-*      £\  * 

n{n  —  i) 

—  0, 

d*F 

d^F 

d^F 

du  dw 

dv  dw 

dw^ 

mixte  sera  par  suite 

F.,     F., 

F„ 

F,,     F„ 

F„ 

—  0. 

Fi3       F53 

F3, 

Des  équations  (3)  et  (4)  on  déduit 

Un=  F.;—  •2j-F23-+-7«F33, 

Ui2=  —  F,2-4-a:-F,3-f- jF,.^— ^K  F33, 

1^22=  Fn— 2^F,3-f-a-2F33. 

En  désignant  par  H  =  o  réqualion  de  la  polaire  de  la  dr 


n, 
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rinGni,  l'équation  (4')  donne  11  =  Fs;  d'où  les  relations 

n,  =  — F„-f-7F,„        n,=  Fi,— xF,3. 

En  posant  d'ailleurs  F33  =  tst,  on  sait  que  w  =  o  est  l'équation 
mixte  de  la  deuxième  polaire  de  la  droite  de  l'infini. 
Des  relations  qui  précèdent  résulte  l'identité 

U„    n, 
U„    n, 

fis      m 

Fff— 2^F„-+-^«F„  — F„-«-a7F,3-i-j^Fi,— ay^Fj,    — F„-«-^F,3 

—  F„-f-jrF,j-|-^F,j--J7Faà  Fn  — 2j:Fu-+- jr^Fj,  Fu-arF,, 

—  Ft3-h^F33  F|3— a7F33  F33 


0 

—  1 

y 

F.i 

F„ 

Fl3 

0 

—  I 

0 

F„ 

F., 

F„ 

—  1 

0 

X 

X 

F., 

F„ 

F„ 

X 

—  I 

0 

0 

rr 

F„ 

F„ 

F« 

0 

0 

1 

F„ 

F„ 

F33 

y 

X 

1 

F„ 

F„ 

F„ 

L^équation  mixte  de  la  hessienne  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le 
déterminant  qui  précède;  d'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  En  désignant  respectivement  par  U(X,  [Jl)=o, 

n(A,  ^)  =  o  et  w(X,  |a)  =  o  les  équations  mixtes  d'une  courbe , 

tic  la  première  polaire  et  de  la  deuxième  polaire  de  la  droite 

(le  l^ infini  relativement  à  cette  courbe,  V équation  mixte  de  la 

hessienne  de  la  courbe  est  W(X,  ia)  =  o,  W  désignant  le  poly- 

nome 

U„    U„    II, 

U„    U„    II, 
îli      I.f 


JB 


10.  Cette  forme  remarquable  de  l'équation  mixte  donne  lieu  à 
diverses  conséquences  importantes  que  l'on  peut  en  déduire,  sans 
c|ue  l'on  ait  même  besoin  de  déterminer  l'expression  des  coeffi- 
cients de  n  et  T9. 

En  particulier,  je  citerai  les  deux  propositions  suivantes,  rela- 
tives aux  courbes  de  troisième  et  de  quatrième  classe  : 

Théoeème.  —  En  désignant  par  (a,  6,  c,  rf)  =  o  (  '  )  Véqua- 


(<)  Ici,  comme  je  le   ferai  souvent  dans  la  suilc  quand  il  ny  aura  lieu  de 
L.  -  II.  aj 
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tion  mixte  d'une  courbe  de  troisième  classe  K  et  par 
(a',  6',  c',  d')  =■  o  r équation  mixte  d^une  courbe  quelconque 
de  même  classe  ¥J  tangente  aux  neuf  tangentes  de  rebrousse- 
ment  de  la  première,  si  l'on  forme  l'invariant 

I  =  ad:—'\bc-^  Zcb'—da, 

ce  polynôme  est  identiquement  nul. 

Démonstration.  —  Comme  I  est  un  combinant  des  deux  formes 
(a,  6,  c,  d)  et  (a',  i',  c',  rf'),  il  suffît  de  démontrer  la  proposition 
pour  Tune  quelconque  des  courbes  du  faisceau  (K,  K'),  par 
exemple  pour  la  hessienne.  Supposons  (a,  b,  c,  d)  réduite  à  la 
forme  canonique  \^-\-  [Jl^,  on  aura  simplement  I  =  d' —  a\  Or,  en 

posant 

lîr.(a,  p,Y)        Cl        nT=.(A,B), 

on  déduit  du  théorème  précédent  : 

X  o  aX  -+-  P[i 


{a',b\c\d)  = 


«  i^        ?^  -^  v:^ 

aX  -4-  ^jjL     fiX  -+•  YiJi    A  X  -I-  B  jji 


d'où 

a'  =  — ps         et         ^'  =  -?î; 

par  suite 

I  =  ?«— p2=o. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Théouème.  —  En  désignant  par  U  =  («,  6,  r,  ^/,  t*  )  =  o 
l'équation  mixte  d'une  courbe  de  quatrième  classe  R  et  par 
(A,  H,  C,  D,  E,  F,  G)  le  co^ariant  sextique  de  L  ,  par 
(a',  b\  c\  (/,  c\  y,  ^')  =  o  l'équation  mixte  d'une  courbe 
quelconque  de  sixième  classe  K'  tangente  aux  vingt-quatre 
tangentes  de  rehrousscment  de  R;  si  l'on  forme  l'inxariant 
l  =  \g'—6Bf-\-ijCe'—'2oDd'-hi:ilic'--6Vb'-^Ga\  re po- 
lynôme est  identiquement  nuL 

Démonstration.  —  La  hessienne  étant  tangente  aux  vingt-quatre 


craiudre  aucune  ambiguïté,  jo  pose,  pour  abréger, 

(a,  b,  c,  dW  ji)<  =  (a,  ^,  c,  rf). 


APPLICATION    DE  LA   TIlÉOniE  DES   FORMES  BINAIRES   A  LA  GÉOMÉTRIE.  Ô87 

tangentes  de  rebroussement  de  K,  réqualion  mixte  de  K'  sera  de 
la  forme  W(X,  jx)  +  U(X,  [x)  V(X,  (x),  V(X,  jx)  =  o  étant  l'équa- 
tion mixte  d^une  conique  quelconque. 

Si  nous  supposons  U  réduite  à  sa  forme  canonique 

on  a  simplement 

Or  le  théorème  V  donne  la  relation 

X*  -f-  m  ja'  2  m  X;a  aX'  -+-  2  ^X |x  -♦-  v^iS 

7.  m  X jjL  m  X*  -\-  jx*  pX*  4-  '2  yX  ^  -h  o [jl' 

aX»-^  1^1\L  -+-  YJJLÏ      pXî-+-  27X11  -+-  GîAÎ      P'X2-4-  2Q'X;a  -h  R>^ 

en  posant,  pour  abréger, 

n=  (cr,  p,  V,  8),        HT  =  (P',  Q',  R')        et         V  =  (P,  Q,  R). 

On  déduit  de  là,  après  quelques  réductions  faciles, 

C6'=  6/'=  2Q  H-  2mQ—  4?Y 
et,  par  suite, 

I  =0. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

il.  On  peut  donner  à  la  formule  énoncée  dans  le  théorème  V 
une  forme  un  peu  phis  générale  et  d'un  usage  plus  commode  pour 
les  applications. 

Soient  0^,=  o  et  Wt^^o  les  équations  mixtes  de  la  première 
polaire  et  de  la  deuxième  polaire  de  la  droite 

on  aura,  d'après  la  formule  (.>), 

llj^  =  a  U  j  —  i^  U I  -r- 10 1 1 . 

On  en  déduit,  en  désignant  par  Ileoj,   Ho),.»»    ...    les    quantités 
analogues  III  et  FL,  mais  relatives  à  Ujo, 

Do,,?  =  wUji  —  pUi2  -h  ojII,, 
jBfa    —  «  rift,,!  —  V  Do,,  I  -î  -  w  m\ 
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w^=  o  étant  iMquation  mixte  de  la  polaire  de  la  droite  dePinCiivv^ 
relativement  à  la  première  polaire  de  la  droite  co  =  o,  ou,  ce  o^^ 
est  la  même  chose,  de  la  polaire  de  celte  droite  relativement  ^^^ 
première  polaire  de  la  droite  de  TinGni. 
On  a  donc 

et,  par  suite, 


(5') 


Wta=  uUfa.f —  v^^ia,\-^  w(uUi—  vUi)  H-  (o'ro. 


On  déduit 

u„ 

Un 

n».i 

U.è 

u„ 

na,.î 

i  n„,, 

Hw.j 

^(1) 

u„ 

u„ 

— 

u„ 

u„ 

Ilco.l 

IIm.i     « 

u„ 

—  to 

u„ 

«Un — l'Un- 

u„ 

u,i   n, 

=  a>» 

u„ 

U„    II, 

III 

II» 

TU 

wUiî — i'Uii-l-wITi 

Uiî  n, 

U„  II, 

wUii — t'Un-f-wIIi     // Ujj — pUij4-wIIi     iiIIs — i^IîiH-io 

=  co«\V(X,  |jl); 


d*où  la  formule  suivante,  qui  permet  d^exprimer  le  poljno 
W(X,  [jl)  au  moyen  des  deux  premières  polaires  d'une  droite  qii 
conque  to  =  ux  -i-  vy  -h  ^vz  =  o  : 


<7) 


en  posant 


(O^ 


u„ 

u„ 

n„., 

»W(X,:x)  = 

Lit 

u„ 

no,,. 

lla,.l 

Ho,., 

^Ci> 

=  roa>H  —  12, 


ii=U,,Ili,5--!»U„na,,ine^,,-T-U,îIIa,.i 


et  en  désignant  par  II  le  hessien  de  U. 

12.  J'ai  montré  (théorème  IV)  que  le  résultant  de  H  et  de  \\^ 
était  égal  à  B^,  H  désignant  le  contrcvariant  de  la  forme  primitive 
r(?/,  r,  iv)  qui,  égale  à  zéro,  donne  Téquation  de  la  caylejrenne; 
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on  déduit  de  ce  qai  précède 


W  = 


(1) 


le  résultant  0*  est  donc  le  résultant  de  H  el  de  ;  d'où  la  pro- 

position  suivante  : 

Théorème.  —  Si  l'on  /orme  le  résultant  du  polynôme  H 
et  —  û,  ce  résultant  est  un  carré  parfait  dont  la  racine  est 
éffaleàio^^'^-^^e. 

Remarque  /.  —  Le  premier  terme  de  Û  est  d'un  poids  égal  à  2, 
le  dernier  terme  de  H  d'un  poids  égal  à  2(/i  —  i)  :  leur  résultant 
est  donc  d'un  poids  égal  à  ^{n  —  2)  -j-  6(/i  —  i)  (n  —  2),  et,  en 
vertu  de  la  proposition  fondamentale  donnée  (1),  6  est  du  degré 

2(n  —  2)-+-3(n  — i)(n  — a)-—  2(/i  — 2)  =  3(/i  — i)(/i--2). 

C'est  en  effet,  comme  on  le  sait,  le  degré  de  la  cayleyenne. 

Remarque  II.  —  La  proposition  précédente  donne  une  infinité 
de  formes  pour  6,  puisque  ^^,  r  et  (v  sont  arbitraires;  on  peut,  par 
exemple,  remplacer  ces  quantités  par  les  dérivées  partielles  d'un 
contrevariant  quelconque  ^  de  F,  et  la  proposition  précédente 
donnera  une  expression  de^^^""^^©. 

Remarque  III.  —  On  peut  trouver  d'aulres  expressions  de  0 
souvent  plus  faciles  à  calculer.  On  a,  par  exemple,  identiquement 

iiU  =  [nco.i(ÂU,î-htxU„)-nco.,(>.Un-i-ixU„)p-H(Xnco,,-«-îxneo.,)^ 

Le  résultant  de  H  et  de  ÛU,  c'est-à-dire  {iù^^"^^^^^y,  en  dési- 
gnant par  A  le  discriminant  de  U  (*),  est  donc  égal  au  résultant 
de  H  et  de 

[na,.i(XU„^-ïxU„)-nco.,(XUn-HixU„)p. 

D'où  cette  conséquence  : 

Si  Von  forme  le  résultant  de  H  et  de  l\ta^\  Ua —  n^^jUi,  ce 
résultant  est  égal  à  w^'"-*^  A©. 


(*)  À  est  le  réciprocant  de  F;  Téqualion  A  =  o  représente  en  coordonnées  car- 
tésiennes la  courbe  K. 
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CHAPITRE  ni. 

DKTERMINATION   DE   LÉQl'ATIOX  UIXTE    DE    LA    POLAIRE   n'i'NE   DROITE. 

13.  I^s  formules  (G)  données  précédemment  (4)  permet  ^  c^nl 
d'exprimer  les  coefficients  de  Téqualion  mixte  de  la  polaire  d  -«^  la 
droite  de  Tinfini  (et  par  suite  de  la  polaire  d'une  droite  (\m^  "a  ^1- 
conque'^  au  moven  des  dérivées  partielles  des  coefficients  de  1-^  ; 

mais  il  est  préférable  d'introduire  les  dérivées  partielles  d'un 
tain  nombre  d'in\anants  de  cette  forme. 

Jo  m\ippuierai  sur  la  proposition  suivante  : 


r- 


THroRÎ:>iEVIL  —  hâtant  donné  un  invariant  quelconque   ^1     ^*' 
/  i/i-rrur  l\  en  désignant  son  poids  par  i,  on  a  les  deux  éq^^^  ^' 

d\  ndl        ^     d\ 


\  ^dÙ-^'-d-c^'-^dd 

d-a"'-'^^db'^^''-''^dc 


I  ^*  .r,dl  .  d\ 


1» 
.^  ^i 


..«    il.  /»,  r,  ...")  =  o  est  V équation  mixte  de  K  et  (a,  ,3,  v,  ...) 
VtqiuUion  mixte  de  la  polaire  de  la  droite  iù  =  o  et  oii  j 
piw.  pour  abréger, 

,  d\  .,  ^I 

dy  '  dx 

Ihrmonstration.  —  Des  formules  (5)  et  (G)  on  déduit  facil^^^ 
monl  les  relations  suivantes  : 

da  , 

/i a  =  (0  —, h  n(uo  —  ta ), 

dy 

r  db       ,  ,  , 

i  /j  —  I  )  3  —  «0  -7-  -7-  ( «  —  i){uc  —  \b  ), 

dy 

'^^^   '  de 


dy 

du  db  .  o  de 

dx  dx  ^  dx 


^»     >    .        ,        a (O-73  -f-  M^  —  V    .       2^  =  —  ^-Jl,  -r-  l{UC  —  vb)...    ^ 
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par  suite,  on  a 

dl       di  ,  .  x^'/o  fx 

w T-  =  -yr ( —  OL-^  uo  —  va)-*-  -r ( —  ip  -h  luc  —  ^vo)  -h. .. 
dx       do  de  ^        * 

dl  ^dl       ^     dl  /,  dl  dl 

—  '"db-''^Tc'-^^dd'^''VTb-^^'Tc'^" 

f    dl  ,dl  \ 

ou  encore,  diaprés  les  propriétés  bien  connues  des  invariants, 

dl  /  dl         ^dl       ^    dl  \         ., 

"^dlr^-i'^db-^^^d'c-^^^^dd'^-")-^'''^' 

d'où  enfln 

dl         ^dl      ^    dl  .,  dl 

do  ^  de  *  dd  dx 

L*autre  formule  se  démontrerait  de  la  même  manière. 

i4.  Dans  Tapplication  des  formules  précédentes,  je  considé- 
rerai deux  cas  suivant  que  la  courbe  K  est  de  classe  paire  ou  de 
classe  impaire. 

Dans  le   premier  cas,  le    nombre   des  coefficients  a,    ^,  .... 

inconnus  est  pair;  considérons    -    invariants  I,  F,  I",   ...   de  la 

Ma 

forme  U  et  désignons  par  f|,  t)|,  f(',  t)(',  ...  les  polynômes  formés 
de  la  façon  indiquée  au  moyen  des  dérivées  partielles  de  ces  inva- 
riants :  nous  obtiendrons  n  équations  linéaires  de  la  forme  (8), 
qui  permettront  d'exprimer  les  coefficients  inconnus  en  fonction 
des  coefficients  de  U  et  des  polynômes  f|,  Qi,  f «',... . 

L'introduction  de  ces  polynômes  se  trouve  justifiée  par  le  fait 
important  que  le  polynôme  Ilb»  devient  alors  un  covariant  multiple 
de  U,  les  divers  couples  de  variables  étant  X,  jjl;  f,,  1)|  ^  .... 

15.  Si  la  courbe  est  de  classe  impaire,  nous  choisirons  

invariants  qui  fourniront  (/i  —  i)  relations  linéaires  entre  les 
inconnues;  une  dernière  relation  linéaire  peut  être  obtenue  de  la 
façon  suivante.  La  méthode  est  évidemment  générale,  mais  je  ne 
l'exposerai  que  pour  le  cas  d*une  courbe  de  cinquième  classe. 

Soient  U  =  (rt,  6,  c,  rf,  e,  y)  =  o  l'équation  mixte  d'une  courbe 
de  cinquième  classe  et  (A,  B,  C,  D)  un  covariant  quelconque  du 
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troisième    ordre    de    U;    en    désignant,    pour    tin    instant,    par 
(^09  ^09  Yoi  ^09  £o)  =  o  Téquation  de  la  polaire  de  la  droite  de 

rinfîni,  posons 

a      b       oLç       K 

ib    4c     4^0    3B 

6c     6d    6^0     3C 

id    ie     4^ 


r  = 


D 


e 


o 
A 

3B 

3C 

D 


en  appelant  (a,  p,  y,  o,  e)  =  o  Téquation  mixte  de  la  polaire  de  la 
droite  co  =  f/o:  -+-  i^y  +  (v:;  =  o,  on  déduira  de  la  formule  (5) 


coV  = 


a 

b 

ce 

A 

o 

A  Q 

4c 

4? 

SB 

A 

Gc 

&d 

6y 

3C 

3B 

id 

4c 

48 

D 

3C 

e 

/ 

£ 

o 

D 

d'où  Ton  conclut  que  Y  est  un  contrevariant  de  la  forme  fonda- 
mentale F  (*). 

En  développant  cette  égalité,  on  obtiendra  une  équation  linéaire 
qui,  avec  les  n  —  i  autres  précédemment  obtenues,  permettra 
d'exprimer  les  coefficients  de  lia). 

16.  Des  relations  établies  plus  haul,  n°  13,  on  peut  déduire  une 
proposition  générale,  dont  se  déduisent  un  grand  nombre  de  pro- 
priétés des  courbes  algébriques. 

Soit  I  un  invariant  quelconque  de  U,  en  sorte  que  Ton  ait  les 

relations 

d\         Q^I       o    d\  ._         d\ 

du  ^  de  '  dd  dx 

d\.       ,  sQ^I        /  ^ï  -r  d\ 


da 


db 


de 


dy 


Considérons  la  courbe  K'  composée  de   la  polaire  de  la  droite 


('  )  I!  est  bien  clair  que  ce  procédé  peut  être  varié  de  bien  des  manières  et  que 
(si  n  e*»t  >  4)  il  peut  être  aussi  employé  quand  n  est  pair. 

Cette  équation,  ainsi  que  beaucoup  de  celles  établies  dans  ce  Mémoire,  est  sus* 
ccptible  de  diverses  interprétations  géométriques;  mais  leur  développement 
m'écartcrait  trop  de  mon  sujet  principal. 
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ii)  =  o  et  d'un  point  Ç,  t»;  en  posant  X  =  x  —  Ç  et  Y  =y  —  r,, 
réqaation  mixte  de  ce  point  est 

par  suite,  Tëquation  mixte  de  K'  est 

ou  bien  encore 

[naY,  (n  — i)PY  — «X,  (/i  — 2)yY  — aaX,   . . .]  (X,  ixV'=  o. 

En   représentant  le   premier  membre  de   celte  équation    par 
(a',  6',  {/,  . ..),  on  trouvera,  par  la  valeur  de  l'invariant, 

-.         ,dl       .,d\        ,d\ 

J  =  Y[n«g.(.-i)pg...]-x(4-..pS...), 
oa  encore,  en  vertu  des  relations  transcrites  ci -dessus, 


Posons 


on  aura 


et 


="(^S+^^)-''(-^-''^>- 


M  ;  -+-  i^  r,  -h  5  î  =  to' 


iiX-+-i>Y  =  w  —  to' 


Remarquons  maintenant  que  le  poids  i  de  Tinvariant  1  est  pré- 
cisément le  degré  de  ce  polynôme  en  x^y^  z\  d'après  le  ihéorème 
des  fonctions  homogènes,  on  aura  donc 

l>d\  dl         Hl\       . 

(9)  "(^5ï-^^3^-^^^)='"'-^ 

et,  par  suite,  si  le  point  Ç,  r^  est  sur  la  droite  w  =3  o, 

/,dl  d\         d\\ 

<^^>  ''\}di'^'^dp-^^Tz)=-^' 

Je   ferai  remarquer  que  la  quantité  entre  parenthèses  dans  le 
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premier  membre  de  celte  équation  représente,  quand  on  Tégale  ^ 
zéro,  la  polaire  du  point  (i,  r.)  relativement  à  la  courbe  I  =  o. 

17.  Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  à  considérer  est  celui 
011,  K  étant  de  classe  paire,  on  considère  Tinvariant  quadratique  l 
de  L. 

En  convenant  d'appeler  faisceaux  harmoniques  deux  faisceaux 
de  n  droites,  tels  que  les  équations  du  degré  n  qui  les  déterminent 
aient  leur  invariant  quadratique  nul,  on  peut  énoncer  la  proposi- 
tion  suivante  : 

Théorème.  —  tétant  donnée  une  courbe  K  de  classe  2/1,  si 
Von  considère  la  courbe  C  du  degré  2/1,  dont  V équation  s^ ob- 
tient en  égalant  à  zéro  V im^ariant  quadratique  de  V équation 
mixte  de  K  et  le  lieu  des  points  d^où  Von  voit  suivant  deux 
faisceaux  harmoniques  :  i**  /a  polaire  d^une  droite  quel- 
conque D,  prise  par  rapport  à  K,  et  un  point  M  de  cette 
droite;  2"  la  courbe  K,  ce  lieu  se  compose  de  la  droite  D  elle- 
même  et  de  la  courbe  du  (2/1  —  1)  ordre  qui  est  la  polaire  du 
point  M  relativement  à  C. 

CHAPITRE  IV. 

APPLICATION    DK   LA   THÉORIE   PRÉCÉDENTE   ATX   COURBES   DE   TROISIÈME 

ET   DE   QUATRIÈME   CLASSE. 

18.  Considérons  une  courbe  de  troisième  classe  K,  dont  l'équa- 
tion mixte  soit 

U  =  (a,  b,  c^  d)  =  o; 

soit  A  son  discriminant,  en  sorte  que  A  =  o  est  l'équation  de  la 
courbe  en  coordonnées  cartésiennes.  En  appelant  H  et  J  le  bes- 
sien  et  le  covariant  cubique  de  U,  je  poserai,  pour  abréger, 

II  =  (A,B,C)        et        3  =  (a\b\c\d  ), 

(]c\a  posé,  en  considérant  l'invariant  A,  les  équations  (8)  donnent 

les  relations 

(Il  ,  fi\       ^    dl  ^     .  d\ 


..     dl  _^A  d\  ^.     ^  d\ 

aa  ^  du  ^  de  dy 


»  » 
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3yr, 


Quc  l'on  peut  écrire 


I      </A 
I      r/A 


9- 


sons  en  outre  (voir  n°  lo) 


toe  = 


a 
b 

c 


h     a 


^  est  un  contrcvarîant  de  la  forme  F(//,  r,  u)  qui,  égalé  à  zéro, 
doruficTéquation  tangenliclle  de  K;  dans  le  cas  actuel,  Téquation 
€1  =  0  représente,  comme  il  est  facile  de  le  voir,   la  cajleyenne 
de  K.(«). 

Le  déterminant  développé  donne  l'égalité 

aC  — •2^B-h7A  =  we, 

^HÎ ,  jointe  aux  égalités  précédentes,  permet  d'obtenir  a,  |3  et  y  par 
ies  formules 

Aa  =  rtr-+-6i)  —  2A1O0, 


('•) 


i 


.  A^  =  ^r-h  CD  —  2iB(o0, 
l  ay  =  cr  -h  <f  0  —  -iC  toO, 


î"'?  quand  on  réduit  U  à  sa  forme  canonique  a\^ -\- chï? ^   pren- 
'^^'it  la  forme  très  simple  suivante  : 


(ïi') 


[  Aa  =       ar, 
A^  =  —  adioSy 
A  Y  =       rfo. 

^^'x  désignant,  comme  je  l'ai  fait  jusqu'ici,  parII,^=o  l'équa- 
'on  ^jg  \^  polaire  de  la  droite  (0  =  0,  relativement  à  la  courbe  R, 
^^  aura 

^^^^  Ana,=  rUi-i-pUj- itoBll. 

*-•  tiquation  en  coordonnées  cartésiennes  de  cette  polaire  est 

aY  —  3'  =  o  ; 


V   )  Voir  mon  Mémoire  de  Géomclrie  analytique,  déjà  cite,  n*»  li. 
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en  nous  servant  de  ]a  forme  canonique  de  la  forme  U,  on  trouve 
immédiatement 

A»  («Y  —  p«  )  =  advf  —  a«rf*w«e«  ; 
d'où,  généralement, 

A»(aY  —  p*)  =  U(r,  p)  —  a)«Ae«. 

19.  Considérons  maintenant  une  courbe  de  quatrième  classe  K 
ayant  pour  équation  mixte  U  =  (a,  6,  c,  rf,  e)  =  o;  soient  S  et  T 
les  invariants  quadratique  et  cubique  de  U;  son  discriminant  A 
est  égal  à  S' —  a^T^,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que  A  =  o  est  Téqua- 
lion  de  la  courbe  en  coordonnées  cartésiennes.  Je  représenterai, 
pour  abréger,  le  hessicn  H  de  U  par  la  notation  (a\  b\  c',  d\  e'). 

Cela  posé,  en  considérant  les  invariants  S  et  T,  les  formules  (8) 
donnent  les  quatre  relations  suivantes  : 

ae  -3Srf  — Svc  -  86  =  -      i>S -4- *-)?  ^  =  —  Si, 
—  arfn-  3p<;  —  'i'{b  -h  oa  =  wS  —  -r  ^—  =  —  Sj, 

*  '  '2  4  «^ 

(Poù  Ton  déduit 

Aa  =  a(i8TT,  — S»S,)-f-6(i8TT,— S«S,) 

-+-a'(i8TS,  — i2ST,)-+-6'(i8TS,— 12ST,), 

AJJ  =  6(i8TT,— S»Si)-hc(i8TT,— S»S,) 

-+-6'(i8TS,  — i';tST,)-hc'(i8TS,— 12ST,), 

Ay  ^  c(i8TT,—  S»S,)  -h  ^(i8TT,—  S«S,) 

-Hc'(i8TSi— x2STi}-her(i8TS,— 12ST,  , 

Ao  =  </(i8TT,—  S»S,)  4-  rf(i8TT,—  S«S,) 

c^'(i8TSi  — i2ST,)4-e'(i8TS,-i2ST,). 


Posons  enfin,  pour  abréger, 


r  =  18TT,—  S^S,  =      ~  ^  -  pA, 

12  dy 

p  =  18TT,— S«S,  =  -  —  ^-  +  MA, 

12  dx 
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on  aura  enfia 

A3t  =  ar-T-6o-+-— (a'r'-h6'o'), 


di) 


A?=r6r-+-c9-h  —  (6'r'-hc'o'), 


d^où  encore 


(i4)  Anco=fU,-+-9U,H-— (r'H,-hO'H,). 

20.  J'ai  montré  (n^  12,  Remarque  III)  qu'en  désignant  par  B 
Féquation  de  la  cajieyenne  de  K,  co^AB  était  le  résultant  de  H  et 
du  polynôme  n<o,i  U2 —  11(0,2  U|  I  dans  le  cas  actuel,  ce  polynôme 
se  compose  de  deux  parties  :  la  première 

r(UuU,-Ui,Ui)-i-9(U,iU,-U„U,) 

est  exactement  divisible  par  H  :  il  n^y  a  donc  pas  à  en  tenir 
compte;  la  seconde 

to       r'(IInU»~H„Ut)-i-9'(H,»U,>-H,,U0, 
/i  -  ^  X  -  , 

le  résultant  de  Z  et  de  H  est  donc  égal  à  co^AB.  Sans  faire  de 
calcul,  on  voit  que  ce  résultat  est  le  produit  par  —  d'un  covariant 
du  quatrième  degré  et  du  vingtième  ordre;  on  a  donc 

//  et  q  désignant  des  invariants  de  U  (fonctions  enlières,  par  con- 
séquent, de  S  et  de  T)  du  seizième  et  du  dix-huitième  ordre. 


SLIi   LKS 

SINGULARITÉS  DES  COURBES  DE  QUATRIÈME  CLASSE. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  1875. 


1.  l  ne  courbe  de  qualrième  classe  K  possède  vingt-huit  poinls 
doubles  0  cl  vingl-qualre  points  de  rebroussemcnt  p.  Il  existe  en 
outre  dans  son  plan  vingt  et  une  droites  P  telles  que  la  première 
polaire  de  chacune  déciles,  relativement  à  K,  se  décompose  en  un 
point/?  et  une  conique  résiduelle;  aux  vingt  et  une  droites  P  cor- 
respondront donc  vingt  et  un  points  remarquables  pj  que  nous 
aurons  à  considérer  en  même  temps  que  les  poinls  singuliers. 

Je  rap[)cllerai  à  ce  sujet  que  les  soixante-treize  poinls  8,  p  et/; 
sont  les  poinls  communs  aux  trois  courbes 

2  b  =    -  , )  1   -7—   =0,  2  S     , il    -r-  =0,  2  S  -, 3  T  -r-    =  «» , 

tij!'  dx  dy  dy  dz  dz 

où  S  et  T  désignent  respectivement  Tinvariant  quadratique  el  Tin- 
variant  cubique  de  la  forme  U  =  («,  6,  c',  rf,  e)  (/,  jx)  qui,  égalée 
à  zéro,  donne  l'équation  mixte  de  la  courbe  K  (*). 

2.  Etant  données  deu\  équations  à  une  inconnue,  de  degré  /;/, 
F  3^  0  et  F'=  o  déterminant  par  leurs  racines  deux  systèmes  de 
|)oinls  situés  sur  uue  même  droite  (o^/  deux  faisceaux  de  droites 
passant  par  un  même  point),  je  dirai  que  ces  systèmes  {ou  ces 
faisceaux)  sont  harmoniques,  si  Tinvariant  quadratique  des  deux 


(')  Voir  {Comptes  rendus,  i(i  mars  187'^)  la  Noie  accompagnant  la  prêscnla- 
lion  de  mon  Mémoire  sur  rajtplication  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la 
Géométrie  plane. 
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formes  F  et  F'  est  nul;  celte  notion  est,  on  le  voit,  une  simple 
extension  de  la  notion  bien  connue  relative  ù  deux  systèmes  de 
deux  points  (ou  à  deux  faisceaux  de  deux  droites). 
Cela  posé, 

(l)  (a,  ^,  r.  .  . .,  A,  Â,  /)   -  r> 

et 

étant  les  équations  mixtes  de  deux  courbes  de  /i''*'"*-*  classe  K" 
et  K''*,  il  est  clair  que  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  ces  courbes 
suivant  deux  faisceaux  harmoniques  s'obtient  en  éf^alont  à  zéro 
r invariant  quadratique  des  deux  formes  (i)  et  ('2);  ce  lieu  est 
donc  une  courbe  du  /i'^*™*  déparé  ayant  pour  équation 

(3)  (i)  =  al' --  nbK' -¥■  "^^  "  ^^  ch' ^ . .  .-h  la  =  iu 

\  .'i 

et  je  la  désignerai  sous  le  nom  de  courbe  harmonique  des  deux 
courbes  K«  et  K'«. 

A  ce  sujet,  je  ferai  remarquer  que^  si  n  est  impair,  I  ne  change 
pas  quand  on  remplace  respectivement  a  par  a-^\a',  b  par 
b  -{-\b\  ...  ;  si  donc  C"  est  la  courbe  harmonique  de  K"  et  de  K'", 
ce  sera  également  la  courbe  harmonique  de  deux  quelconques  des 
courbes  du  faisceau  déterminé  par  R"  et  R'",  et  je  dirai  que  c'est 
la  courbe  harmonique  de  ce  faisceau* 

3-   Cela  posé,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  courbe  da  quatrième 
classe  K,  si  Von  considère  les  diJJ'é rentes  droites  que  l'on  peut 
mener  par  un  point  ^l^  leurs  premières  polaires,  relativement 
à  Y^^  forment  un  faisceau  de  courbes  de  troisième  classe  dont 
la  courhe  harmonique  est  la  droite  polaire  du  point  M,  njlali- 
vement  à  la  courbe  du  quatrième  ordre  5  qui  passe  par  les 
vingt-quatre  points  de  rebroussement  de  K. 

Démonstration.  —  Soient,  comme  ci-dessus, 

U  =  (a,  b^  c,  <f,  e)  =  o 


4oo 
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ev 


^t«* 


Téqualion  mixte  de  la  courbe  K;  S  et  T  rinvariant quadratlc|  ^^ 
rinvariant  cubique  de  U.  On  sait  que  la  courbe  Si  a  poar  ^^ 
hon  S  =  o. 

Pour  simplifier  les  calculs,  je  supposerai  la  forme  U  rédu 
sa  forme  canonique,  en  sorte  que  Ton  aura  simplement 

H  =  /iiX*-+-(i  — 3m»)XV*-^'«:Jt*» 
S  =  i-f-3/n*        et        T  = /Il  —  m». 

En  appelant  Ç,  r.,  !^  les  coordonnées  du  point  M,  désignons  par 

w  =  iix  -h  i'^  -+-  cv  =  o         et        cuo  =  UqX  -+-  VqJt  -+-  WqS  =  o 


les  équations  de  deux  quelconques  des  droites  qui  se  croisent 
point  M. 

Désignons  de  plus  par  A  =  S^ — 2-T^  le  discriminant  de 
forme  U,  et  par  (a,  ^,  y,  o),  (a^,  ^o,  y,,,  o©)  les  équations  mix 
des  premières  polaires  des  deux  droites  précédentes  relativeme 
à  K;  d'après  la  formule  (i3)  donnée  dans  mon  Mémoire  sur  Va^ 
plication  des  formes  binaires  {Journal  de  Mathématique 
W^  série,  t.  I,  p.  120),  on  aura  les  équations  suivantes  : 


au 


3a>        , 

Aa  =      r  H m  r  , 

3ct)o 
Axo  =       fo-^ ;—  mï  , 

A3  =  //io-+-  ^(i—  3//i*)9', 

4 

A3o=m0o-^T('-^'w«)9', 

Ay  =  m  r  -4-  —  (  I  —  3  m*  )  r', 
4 

Aço  =  m  ro -h  T"  (i  —  3 m' ) r', 

3  0)        , 
Ao  —      OH /'M  , 

.  ^                    3w 

AOo  =       Oo"i 'WÇ, 

où  r,  I),  r',  1)'  ont  la  même  signification  que  dans  le  Mémoire  pré- 
cité (|).  119),  et  fo)  Qo  représentent  les  quantités  analogues  à  ( 
cl  I),  dans  les(|uclles  u,  (',  w  ont  été  remplacés  par  Ho)  i*«  et  i\\. 
Cela  posé,  en  désignant  par  I  =  o  Téquation  de  la  courbe  har- 
monique du  faisceau  formé  par  les  polaires  des  droites  qui  se 
croisent  au  point  if,  on  aura 
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el 

l  AM  =  (i-f-3m5)(rno— oro) 

on  a   d ''ailleurs 

i-f-3/n*  =  S,         m  —  m'^=T, 

OU  dMcrore,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


r9o-ïro=  4"  (^S'S»— S  4TT«), 

puis 

r'(««)Po — wp)  —  9'(o)ro— o)or)  =  A(jiSTo—  3TSo). 

t*"^   stjbsliluant  ces  valeurs  dans  (4),  on  obtiendra 

A«I=  —  (3S»So-S*TTo)-+-^(9.STo— 3TSo), 
l'À  <j 


^^>  réductions  faites. 


^^  ^wi  démontre  la  proposition  énoncée. 

_^-    En  particulier,  considérons  une  droite  P,  telle  que  sa  pre- 

"^^èi^e  polaire,  relativement  à  K,  se  décompose  en  un  point  p  et 

*^^    conique.  Si   l'on   prend   un  point  quelconque   M   de   cette 

^^"He,  le  réseau  formé  par  les  premières  polaires  des  droites  qui 

^^  Croisent  en  M  comprend  en  particulier  le  point  p  et  la  conique 

^^siduelle;  on  en  conclut  que  la  courbe  harmonique  du  faisceau 

P^sse  par  le  point/?.  D'ailleurs  cette  courbe  est  la  première  polaire 

^^  Airelativement  à  S;  donc,  réciproquement,  d'après  un  théo- 

ï^Uie  connu,  la  droite  polaire  dey?,  relativement  à  S,  passe  par  le 

point  M,  et,  comme  ce   point  a   été   pris  arbitrairement  sur  la 

^ï'oiie  P,  cette  droite  n'est  autre  que  la  polaire  de  p, 

L.  -  IL  i() 
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On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  la  première  polaire  d'une  droite  P,  r^^^/a- 

Uvement  à  la  courbe  de  quatrième  classe  K,  se  décompo^^^^-  en 

un  point  p  et  une  conique  résiduelle,  la  droite  P  est  la  dw^^^ite 

polaire  de  p^  relativement  à  la  courbe  du  quatrième  ordr^     -S*» 

qui  passe  par  les  vingt-quatre  points  de  rebroussement  dt^     ^' 

D'où  encore  cette  conséquence  : 

Les  vingt  et  une  droites  P  sont  les  droites  polaires  relative 
ment  à  5  des  vingt  et  un  points  p. 

La  proposition  précédente  peut  se  démontrer  directement  ain^ 
qu'il  suit  : 

En  désignant  par  (a,  p,  y,  8)  =  o  Téqualion  mixte  de  la  pr 
mière  polaire  de  la  droite  w  =  ux  -H  t>y  -H  wz  =  o,  je  remarqu^^  ^Z-gi^lJ^^ 
que,  si  cette  polaire  se  décompose  en  une  conique  et  wn  point /?^      ^^^  o 
pour  les  coordonnées  de  ce  point,  on  devra  avoir  a  =  o,  p  =  o, -^  ^.^p. 

Y  =  o,  S  =  o,  la  tangente  à  la  polaire  étant  en  ce  point  entière- 
ment indéterminée. 

On  a  d'ailleurs,  pour  un  tel  point  (n"  1),  r'=o  et  t)'=o; 
d'après  la  formule  (i3)  déjà  citée  de  mon  précédent  Mémoire,  on 
aura  donc 

Il  en  résulte  que  r  et  1)  sont  nuls;  autrement  (a,  6,  c,  rf,  e) 
serait  une  puissance  exacte,  c'est-à-dire  que  les  quatre  tangentes 
menées  du  point  />  à  K  se  confondraient  en  une  seule,  ce  qui  est 
impossible. 

Les  coordonnées  du  point /?  satisfont  donc  aux  quatre  équations 


l'i 


ou  bien 


r=o,         9'=o, 


dT       ^rr  dS 
dx  dx 

(O-j \'XU\=^  o, 


r  =  o, 

9  =  0, 

^dT 
•2  S -7 

3Tf 
dy 

=  0, 

d\ 

tu— - 

<^y 

—  12V\ 

=  0. 

Remplaçons,  dans  les  deux  dernières  relations,  A  par  sa  valeur 

irp  /T* 

S' —  '2'^T'',  puis  -7-  et  -^  par  leurs  valeurs  tirées  des  deux  pre- 


) 
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migres;  il  viendra  simplement,  après  avoir  supprimé  le  facteur  A, 

a.^  =  4S«,        0.^=48., 

d'où  encore,  en  vertu  du  théorème  sur  les  fonctions  homogènes, 

ti)  -7-  =  4  S  «V . 
dz 

droite  polaire  du  point  /?,  relativement  à  S,  a  pour  équation 

X-5 — i-i-î — hZ-7-=o 
dx  dy  dz 

**»   en  vertu  des  relations  précédentes, 

a X  H-  fY  -+-  w Z  =  o. 


proposition  est  donc  démontrée. 

^•.  Étant  données  deux  courbes  de  /i'^"*"  classe  K"  et  K'",  dési- 

S'^^^Os  par  1  rinvariant  quadratique  qui,  égalé  à  zéro,  donne  l'équa- 

^^^*^    de  la  courbe  harmonique  des  courbes  données;  si  le  poly- 

'^^-^'^c  1  est  identiquement  nul,  K"  et  K'"  jouissent  de  la  propriété 

^^t^e  vues  d^un  point  quelconque  du  plan  suivant  deux  faisceaux 

^**ïiioniques.  Je  dirai  alors  qu'elles  forment  un  couple  harmo- 

^^9Ae;  si,  de  plus,  n  est  impair,  deux  quelconques  des  courbes 

^    faisceau  (K",  K''')  formeront  un  couple  harmonique,  et  je  dirai 

*^^^  \e  faisceau  est  harmonique. 

¥llant  donnée  une  courbe  K",  dont  Téquation  mixte  est 

(a,  6,  ...,  A-,  /)  =  o, 

^^^    peut  rechercher  s'il  est  possible  de  lui  adjoindre  une  autre 

^^urbe  de  même  classe  K'^',  qui  constitue  avec  elle  un  couple  har- 

ooique. 

En  désignant  par  («',  b\  ...,  A',  [)  =  o  l'équation  mixte  de  K'", 

^  *^  faut  déterminer  les  polynômes  a',  6',  . . .,  de  telle  sorte  que  l'on 

^îl  identiquement 

I  =  aV — /i6A'-+-.  ..=  o. 

Nous  disposons,  à  cet  effet,  des coefficients  de 

Véquation  de  K'"  ;  la  courbe  représentée  par  I  =  o  étant  de  degré  /i, 


L 


} 
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il  en  résulte  que  les coefficients  inconnus  doiv 

satisfaire   à   un    Tiombre   égal   d^équations  linéaires  sans  seco 
membre;  j'appellerai  A  le  déterminant  de  ce  système  d*équation 

6.  Il  est  important  maintenant  de  distinguer  le  cas  où  n  estpai 

et  le  cas  où  n  est  impair. 

Si  n  est  impair,  le  système  d'équations  est  toujours  satisfai 

pour 

a  =  a',         b  =  b\         •  •  •  î 

par  conséquent  on  a  toujours  A  =  o.  De  plus,  on  sait  que,  si  To 
a  une  solution  qui  diffère  de  celle-là,  il  y  en  a  une  infinité; 
d'autres  termes,  comme  je  l'ai  déjà    fait  observer,  les  diverses 
courbes  qui  constituent  avec  la  courbe  donnée  un  couple  harmo — - 
nique  forment  un  faisceau. 

On  pourra  donc  supposer  que  Pxm  des  coefficients  inconnus  esP 

I  »     H  A     .  (/l-hl)(/l-4-  a) I      .  ,    p    . 

nul,  et  1  on  aura  a  trouver  ^^ inconnues  salisfai — 

sant  à  —  équations  linéaires  sans  second  membre,  c 

qui,  en  général,  exige  que  deux  relations  entre  les  coefficien 
soient  satisfaites. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

hUant  donnée  une  courbe  de  classe  impaire,  deux  condition 
doivent  être  satisfaites  pour  que  cette  courbe  fasse  partie  d'un 
réseau  harmonique. 

On  voit  facilement,  d'après  cela,  qu'un  système  de  deux  points 
ne  peut  former  un  couple  harmonique,  ce  qui,  géométriquement, 
était  évident  a  priori. 

Relativement  aux  courbes  de  troisième  classe,  il  est  très  remar- 
quable que  les  conditions  nécessaires  soient  toujours  satisfaites  et 
que  toute  courbe  de  troisième  classe  fasse  partie  d'un  faisceau 
harmonique.  Cela  résulte  de  la  proposition  suivante,  que  j'ai 
démontrée  dans  le  Mémoire  sur  l'application  de  la  théorie  des 
formes  binaires,  etc.,  déjà  cité  {Journal  de  Mathématiques, 
p.  io8)  : 

Une  courbe  quelconque  de  troisième  classe  et  sa  hessienne  À 
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sont    vues  d'un  point  quelconque  du  plan  sunant  deux  f ai- 
sceaux  harmoniques. 

7.  Si  la  courbe  K"  est  de  classe  paire,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu^elle  fasse  partie  à\\n  couple  harmonique  est 
que  A  =  o;  et  je  vais  d'abord  chercher  comment  on  peut  facile- 
ment former  ce  déterminant. 

Représentons  symboliquement,  comme  l'ont  fait  MM.  Aronhold 
etClebsch,  par(a£/  H- Ap  4- c«v)^  =  o  l'équation  langentiellede  K", 
en  convenant,  dans  le  développement  du  trinôme,  de  remplacer  le 
produit  fl*6PcY  par  le  coefficient  ««py;  l'équation  mixte  de  cette 
coarbe  sera 

[(i|i  — AX-t- c(X^— fX2r)]«=  o        ou         [(c^— 6)X -|-(a  — ca7)[i]'»=  o. 

Semblablement,  l'équation  mixte  d'une  seconde  courbe  K'"  sera 
symboliquement 

L'équation  symbolique  de  la  courbe  harmonique  des  deux 
courbes  données  sera,  par  suite, 

[{cy  —  6)  (a  —  ^x)  —  ( Y^  —  P)  («  —  c^)Y  =  «» 

00,  en  eflectuant  les  calculs, 

Si  Pon  suppose  que  K"  et  K'"  constituent  un  couple  harmo- 
°'9*ïe,  les  divers  coefficients  du  développement  de  ce  trinôme 
<loivent  être  nuls. 

^n  aura,  par  suite,  les  diverses  équations 

(^Y  — <^P)''=o»         (^ï  —  cp  )«-»(« p  —  ^a)  =  0, 
(ci  —  aY)'*=  o,        (col  — a^(y*-^a^  —  boL)  =  o, 


•  •  •  > 
. . .  j 


^^^  sera  le  déterminant  de  ces  — ^ équations,  si  l'on  y 

considère  comme  inconnues  les  diverses  puissances  de  a,  B  et  y. 

«^  at  calculé  par  ce  procédé  la  valeur  de  A,  relative  à  la  courbe 

pnérale  de  quatrième  classe;  je  transcris  ici  l'expression  de  cet 

invariant,  qui,  comme  je   le  ferai  voir  tout  à   l'heure,  présente 


it'i  aionÉtniii. 

iiijque  inlérêt  daits  l'élude  des  points  de  rebroussement  de  la 
|:niirbe. 

l'our  simplîGcr  l'écriture,  j'ai  adopté  les  ootatîoos  de  M.  Sal- 
ma  (II ig/tcr  curves,  p.  25i),  et  pris  pour  équation  de  la  courbe  K 
'iji]tiation  suivante  : 

au*+  Ai''H-cii'>+6/f'(v'  +  6^w'«'-(-6Au'p* 

+  •iû'ja'ii'  +  ^fciW'K  -t-  \btv*  w  -\-  ie\w* u  -i-  ^ctiv*  V  =  o. 
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8.  Une  courbe  du  sixième  ordre  étant  déterminée  par  vingt-sept 
points,  on  ne  peut  pas,  en  général,  faire  passer  une  telle  courbe 
par  les  vingt-huit  points  doubles  d^une  courbe  de  quatrième 
classe  K;  mais  on  peut,  à  cet  égard,  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  III.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  vingt-huit  points  doubles  d'une  courbe  de  quatrième 
classe  soient  situés  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  est  que   ^s 
V invariant  A'  soit  nuL 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  la  proposition  suivante  :j^ 

Si  les  vingt-huit  points  doubles  d'une  courbe  de  quatrièmes 
classe  K  sont  situés  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  y  elle  faie^ 
partie  d'un  couple  harmonique;  la  réciproque  est  également 
vraie. 

Démonstration,  —  Soit  U  =  (a,  6,  c,  rf,  e)  =  o  réquation 
mixte  de  K;  supposons  que  cette  courbe  constitue  un  couple 
harmonique  avec  la  courbe  K'  dont  Téquation  mixte  est 

(a\  6',  c',  cT,  e')  =  o. 

En  désignant  respectivement  par  S,  T,  I  et  J  Tinvariant  quadra- 
tique et  l'invariant  cubique  de  U,  l'invariant  quadratique  de  U  el 

de  U',  et  l'expression  a' -, ^^'ir*  '  "'  ï^^  démontré  [Mémoire 

de  Géométrie  analytique,  n"  37  {Journal  de  Mathématiques, 

2^  série,  t.  XVll)],  que  la  courbe  du  dixième  ordre,  représentée 

par  l'équation 

aSJ  —  3TI  =  o, 

passait  parles  vingt-quatre  points  de  rebroussement  et  les  vingt- 
huit  points  doubles  de  R.  Les  deux  courbes  K  et  K'  constituant 
un  couple  harmonique,  on  a  identiquement  1  =  o;  la  courbe  du 
dixième  ordre  se  décompose  donc  en  deux  courbes  du  quatrième 
et  du  sixième  ordre  S  =  o  et  J  =  o.  D'ailleurs  il  ne  rencontre  K 
qu'en  ses  points  de  rebroussement;  les  vingt-huit  points  doubles 
se  trouvent  donc  sur  la  courbe  du  sixième  ordre  J  =  o. 

Réciproquement,  si  les  vingt-huit  poinls  doubles  sont  situés  sur 
une  courbe  du  sixième  ordre  C  dont  Téquation  soit  W  =  o,  je 
dis  que  K  fait  partie  d'un  couple  harmonique.  Pour  le  démontrer, 
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je  m^appuieraî  sur  la  proposition  suivante  {Mémoire  de  Géométrie 
analytique,  n®  38)  : 

Si,  par  les  cinquante-deux  points  singuliers  d^une  courbe 

de  quatrième  classe  K,  on  fait  passer  une  courbe  quelconque 

du  dixième  ordre,  cette  courbe  rencontre  K  en  seize  points 

distincts  des  points  singuliers;  les  tangentes  menées  à  K  e/i  ces 

seize  points  touchent  une  courbe  de  quatrième  classe. 

Puisque  les  vingt-huit  points  o  sont  une  courbe  du  sixième 

ordre  C,  l'ensemble  des  courbes  S  et  C  délermine  une  courbe  du 

dixième  ordre  passant  par  les  cinquante-deux  points  singuliers; 

S*  ne  rencontre  d'ailleurs  K  qu'en  ses  points  de  rebroussement; 

par  suite,  en  vertu  du  théorème  précédent,  les  tangentes  menées 

à  K.  aux  points  où  cette  courbe  est  coupée  par  C  (abstraction  faite 

des   points  doubles)  forment  un  polygone  Q  dans  lequel  on  peut 

inscrire  une  infinité  de  courbes  de  quatrième  classe. 

U'=  0  désignant  l'équation  mixte  d'une  quelconque  des  courbes 
"^s^riles  dans  ce  polygone,  on  aura  nécessairement 

_,,  2SJ  — 3TI  =  SW, 

d'où 

S(2J-W)=3TI, 

^^  J>ar  suite,  en  désignant  par  y.  un  facteur  numérique, 

S==3[il        et        T=fx(2J  — W). 

usidérons  maintenant  la  courbe  de  quatrième  classe 

U-3[iU'=o, 


écrite  évidemment  dans  le  polygone  Q;  l'invariant  I  relatif  à 
^"^te  courbe  et  à  K  est  égal  à  S  —  3[jlI  et,  par  suite  des  relations 
^^^^cédentes,  il  est  identiquement  nul. 

Les  courbes  déterminées  par  les  équations 

U  =  o        et        U  =  3îxU'=o 

^^^nstituenl  donc  un  couple  harmonique  et  la  proposition  est  com- 
ï^ïètement  démontrée. 


SUR  LES  POLAIRES  D'UNE  DROITE 


RELATIVEMENT 


AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES  ALGÉBRIQUES. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1875. 


I. 

1.  Je  m^appuierai,  dans. tout  ce  qui  suit,  sur  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  I.  —  Etant  donnés  un  nombre  quelconque  de 
courbes  K,  R',  R'',  ...  et  un  lieu  C  défini  par  la  condition 
qu'il  existe  une  relation,  du  reste  arbitraire,  entre  les  direc- 
tions d'un  certain  nombre  des  tangentes  que  Von  peut  mener 
aux  courbes  données  par  un  point  de  ce  lieu;  appelons  Co  le 
lieu  que  Von  obtient  en  remplaçant,  dans  la  définition  de  la 
courbe  C,  la  courbe  R  par  les  points  de  contact  des  tangentes 
quon  peut  lui  mener  par  un  point  M  du  plan  :  cela  posé,  la 
droite  polaire  du  point  M,  relativement  à  la  courbe  C,  5e  con- 
fond avec  la  droite  polaire  du  même  point  relativement  à  la 
courbe  Co  ('). 

Démonstration.  —  Soient 
(1)  U  =  (a,  6,  c,  ...)  =  o,         U'=  («',  ^',  c',  ...)  =  o, 

les  équations  mixtes  des  courbes  R,  R',  . . .,  et 

V(a,  b^  . . .;  a\  b\  . . .)  =  o 


(*)  J'emploie  ici  les  nolations  de  mon  Mémoire  sur  l'application  des  formes 
binaires  à  fa  Géométrie  {Journ.  de  Math..  3'  s<^rir.  t.  I). 
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l'éc|uaiîon  cartésienne  de  la  courbe  C;  cherchons  d'abord  ce  que 
devient  cette  équation  quand  on  substitue  à  la  courbe  K  les  points 
de  oontact  des  tangentes  inepées  à  cette  courbe  par  un  point 
i^y  ^)  du  plan.  Soit  0)=  ux-^  vy  '\-wz^=-o  Téquation  d'une 
oi'oit.c  quelconque;  Féqualion  mixte  de  la  première  polaire  rela- 
tive nnent  à  K  est 

(*)  aU,— i»Ui-4-cun  =  o, 

"^==  (a,  p,  y,  . . .)  =  o  étant  l'équation  de  la  première  polaire  de 
>^  droite  de  Finfinî;  si  nous  éliminons  X  et  u  entre  les  équations 
v)  et  (2),  nous  obtiendrons  l'équation  cartésienne  des  tangentes 
menées  à  K  aux  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  droite 
donnée;  si  ensuite,  en  faisant  pour  abréger  X  =  Ç  —  x^  Y  =  y, — y^ 
et  en  considérant  Ç  et  7^  comme  les  coordonnées  courantes,  nous 
remplaçons  respectivement  dans  Téquation  ainsi  obtenue  £/,  i^  et  co 
par  |ji',  — X'  et  X'Y  —  [a'X,  nous  aurons  l'équation    mixte   des 
points  de  contact  des  tangentes  menées   du  point  (a:,  y^  à  la 
courbe  K.  Faisant  d'abord  la  substitution  indiquée  dans  l'équa- 
tion (2),  il  vient 

(-/)  X/gHt'-H^-+-/i(VY-H^'X)n(X,Ht;  =  o, 

et  c'est  entre  cette  équation  et  l'équation  (1)  que  nous  devons  éli- 
miner X  et  [ji;  comme  nous  avons  à  déterminer  la  droite  polaire 
do  point  (Ç,  7^)  relativement  à  Co,  j'observe  d'abord  que  l'on  peut 
négliger  les  puissances  de  X  et  de  Y  supérieures  à  la  première. 
L'équation  mixte  des  points  de  contact  devient  alors  simplement, 
en  supprimant  les  accents, 

(3)  U(X,fz)+/i(XY  — |iX)n(X,  ^)  =  o, 

ou  encore 

(a,6,  c)-4-[naY,  (/i-i)?Y— aX,  (/i  —  7.)yY  -  2pX,  ...]. 

Il  résulte  de  là  que  l'équation  de  la  courbe  Cq  s'obtiendra  (en 
négligeant  toujours  les  puissances  de  X  et  de  Y  supérieures  à  la 
première)  en  y  remplaçant  respectivement  a,  6,  c,  .  . .  par 
a-4-/iaY,    t -f- (n  —  i),ÎY  —  aX,    c -I- (n  —  ^)yY  —  2,3X,    ..., 
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et  en  siibsllliiaiil  aux  lellies  x  et  y  les  IcUres  Ç,  7^  dans  les 
nomes  a',  6',  . . .,  a'',  6",  . . .,  . . .. 

Désignant,  pour  un  instant,  les  résultats  de  cette  substil 
par  A',  B',  . . .,  A",  B'',  . . .,  . . .,  Téquation  de  la  courbe  Co  a 

V,  =  V(a-+-/iaY,  ...;  A,  B',  ...;  A',  B",  . ..)  =  o, 

et  Péquation  de  la  droite  polaire  du  point  (x,y)  relativemen 


'(t)--(S)-(f)- 


les  lettres  ^  et  t^  élant  de  nouveau  remplacées  par  les  letl 
et  y  dans  les  dérivées  partielles. 
On  a  évidemment 


ÎS  X 


Q, 


dV 


""^-dx- 


dS_  M 
da'  dx 


d\  da^ 
da'  dx 


•i 


OU,  en  vertu  de  formules  que  j'ai  données  dans  le  Mémoire- 
cité, 


déjà 


\  d\  I       da  dx       db  dx 


dS  da' 
da'  dx 


dS  d^ 
da'  dx 


d^ 


«jke 


On  démontrerait  de  même  que  (-—p-)  ^^  lï~   ^^    \1F')^^ 
La  proposition  est  donc  complètement  établie. 

Remarque,  —  Dans  la  définition  de  la  courbe  Cq,  on  volt  (^^r^xt 
la  courbe  K  a  été  remplacée  par  un  système  de  points;  il  est  cl-^       _  c^ 
que  Ton  pourrait  faire  de  même  pour  chacune  des  autres  courl 
K',  K^,  . . .,  et  même  pour  tontes  ces  courbes. 


2.  La  proposition  précédente  permet  de  résoudre  dans  un  gran 
nombre  de  cas  intéressants  le  problème  suivant  qui  comprend,  e 
particulier,  le  problème  de  la  construction  de  la  tangente  : 

Etant  donnée  une  courbe^  construire  la  droite  polaire  cVuï 
point  du  plan  relativement  à  cette  courbe. 

Ainsi,  la  podaire  d'une  courbe  K  étant  le  lieu  des  points  d'o 
l'on  voit  sous  nu  angle  droit  cette  courbe  et  un  point  fixe  P,  on 
immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  la  podaire  C  dUin  point  P  relativement  à  un 


r 


0^ 


e 
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courbe  K^  la  polaire  (*)  d'un  point  M  du  plan  relativement  à 
la  podaire  est  la  polaire  du  même  point  relativement  aux 
divers  cercles  ayant  pour  diamètres  les  droites  qui  joignent  le 
point  Vaux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  M 
à  la  courbe  K. 

Semblablemenl,  une  spirique  A  élanl  le  lieu  des  points  d^où 
FoD  voit  sous  un  angle  donné  a  une  conique  B,  on  peut  énoncer 
ce  théorème  : 

La  polaire  d' un  point  M  relativement  à  la  spirique  A  est  la 
polaire  de  ce  même  point  relativement  aux  deux  cercles  ca- 
pables de  V angle  donné  et  ayant  pour  corde  commune  la 
droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
de  M  à  la  conique  B. 

3.  Les  conséquences  les  plus  importantes  du  théorème  I  sont 
contenues  dans  les  propositions  suivantes  que  j*ai  déjà  données 
dans  une  Note  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  algé" 
briques  {*)  : 

Théorème  II.  —  Étant  données  deux  courbes  quelconques  IL"^ 
et  K\  de  classe  respectivement  égale  à  m  et  à  n,  la  polaire 
^'un  point  quelconque  M,  relativement  aux  mn  tangentes 
communes  à  ces  courbes,  est  la  polaire  du  même  point  relati- 
vement aux  mn  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  de  M  à  R'"  aux  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  du  même  point  à  K". 

Théouême  III  (corrélatif  du  précédent).  —  Étant  données 
deux  courbes  quelconques  G'"  et  G",  d'ordre  respectivement 
^S^l  à  m  et  à  n,  le  pâle  d'une  droite  quelconque,  relativement 
^wa?  mn  points  d'intersection  de  ces  courbes,  est  le  pôle  de  la 
^éme  droite  relativement  aux  mn  points  d"^ intersection  des 
^f^ngentes  menées  à  G*"  aux  points  où  cette  courbe  rencontre  la 
droite  avec  les  tangentes  menées  à  G"  en  ses  points  de  rencontre 
^^ec  la  droite. 

(  )  Ici,  comme  dans  la  suite  de  celle  Note,  j'appelle  simplement  polaire  d'un 
point  la  droiu  polaire  de  ce  point. 
(  )  Comptes  rendus  de  l'Acad,  des  Se,  mai  1873. 


TBioRÊifc  rV.  —  La  polaire  d^um.  point  quelconque  relative- 
ment  à  une  courbe  de  z»*^*^  classe  est  la  polaire  du  ntime  point 

relativement  aux  ^^—  droites  qui  joignent  deux  à  deux 

les  points  de  contact  des  tangentes  que  Von  peut  mener  du 
point  à  la  courbe. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  a  des  UDgentes  d^inflenion  el  d 
tangentes  doubles ^  ces  droites  doivent  être  considérées  comm 
faisant  partie  de  cette  courbe^  en  comptant  deux  fois  chaque  tan 
gente  double  et  trois  fois  chaque  tangente  d^inflexion. 

TnéOEÊME  V  (corrélatif  du  précédent).  —  Le  pôle  d'une  droit 
quelconque  relativement  à  une  courbe  du  /i*^«*  ordre  est 

pôle  de  la  même  droite  relati>;ement  aux  — points  d^ in- 
tersection des  tangentes  menées  à  la  courbe  aux  points  où  ell^ 
est  rencontrée  par  la  droite. 


Remarque.  —  Si  la  courbe  a  des  points  doubles  et  des  poinL^V  -«ts 
de  rebroussemenl,  ces  points  doivent  être  considérés  comme  fai^r  .^.:^flii- 
sant  partie  de  cette  courbe,  en  comptant  deux  fois  chaque  poiinz^^  n^ 
double  cl  trois  fois  chaque  point  de  rebroussemenl. 


II. 

-4.  Considérons  une  courbe  gauche  quelconque  K  et  une  droi 
de  Tespace  A;  par  celle  droite,  menons  un  plan  quelconque 
prenons  le  pôle  de  la  droile  relalivemenl  aux  points  d^inlerseclio 
du  plan  el  de  la  courbe;  lorsque  le  plan   tourne  aulour  de 
droite,  le  lieu  du  pôle  est  une  droile  que  j'appellerai  W  polaii 
de  A  relalivemenl  à  la  courbe  gauche  el  que  je  désignerai  par 
notation  A(K). 

Poncclel  a  donné  de  belles  propriétés  de  ces  polaires  (*);  o 
voit  immédiatement,   par  exemple,  que  lu  polaire  d'une   droi 
relalivemenl  à  une  courbe  gauche  est  la  polaire  de  cette  droi 


(')  Propriétés  projeclLK es  des  figures.  Section  IV.  Foocelet,  au  lieu  du  im 
polaire,  emploie  l'expression  à'axe  des  moyennes  harmoniques. 
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ilivemcDt  aux  tangentes  menées  à  cette  courbe  aux  points  où 
est  coupée  par  un  plan  quelconque  mené  par  la  droite.  Je  ne 

is  pas  que,  jusqu'ici,  on  ait  indiqué  comment  on  peut  déter- 

ler  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  une  courbe,  lorsque  au 
de  donner  celte  courbe  on  la  définit  comme  l'intersection  de 

X  surfaces.  Je  m'occuperai  simplemeht  ici  du  cas  où  la  courbe 

l'intersection  complète  de  deux  surfaces,  les  autres   cas   se 

enant  évidemment  à  celui-là. 

»u  théorème  III  on  déduit  immédiatement  la  proposition  sui- 

c  : 

HÉORÈME  VI.  —  Une  courbe  gauche  étant  l'intersection 
plète  de  deux  surfaces  S  et  S',  la  polaire  d'une  droite 
itivement  à  cette  courbe  est  la  polaire  de  cette  même  droite 
Hivernent  aux  diverses  droites  d' intersection  des  plans 
lés  tangentiellement  à  S  aux  points  où  cette  surface  ren-- 
tre  la  droite  avec  les  plans  menés  tangentiellement  à  S'  aux 
Ils  où  la  droite  coupe  cette  surface. 

Considérons  une  surface  quelconque  S  et  une  droite  de  l'es- 
'  A;  par  cette  droite  menons  un  plan  quelconque  et  prenons  le 

de  la  droite  relativement  à  la  courbe  d'intersection  de  la 
ice  et  du  plan  (la  courbe  étant  considérée  comme  étant  d'une 
e  donnée);  lorsque  le  plan  tourne  autour  de  la  droite,  le  pôle 
il  une  droite  que  j'appellerai  la  polaire  de  A,  relativement  à 
rface  et  que  je  représenterai  par  la  notation  A(2). 
Mie  polaire  peut  être  évidemment  encore  définie  comme  l'en- 
>pe  des  plans  polaires  des  dilTérenls  points  de  A  relativement 
cônes  circonscrits  à  2)  et  aj^ant  ces  points  pour  sommets  (ces 
s  étant  considérés  comme  d'un  ordre  donné). 
ir  suite,  si  la  surface  S  ne  comporte  aucune  singularité  relati- 
Bnt  à  son  ordre,  c'est-à-dire  n'a  ni  ligne  double  ni  ligne  de 
oussement,  on  déduit  immédiatement  du  théorème  V  la  pro- 
lion  suivante  : 

HÉOKÈME  VII.  —  Si  une  surface  du  n'^"^^  ordre  n'a  aucune 
^ularité,  la  polaire  d^ une  droite  relativement  à  cette  sur- 

?  est  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux 
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droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plans  qui  touchent  l 
surface  aux  points  où  elle  rencontre  la  droite. 

De  même,  si  la  surface  S  ne  comporte  aucune  singularité  relati- 
vement à  sa  classe,  le  théorème  IV  donne  la  proposition  suivante 
corrélative  de  la  précédente  : 

Théorème  VIII.  —  Si  une  sur/ace  de  n^^"^^  classe  n^a  aucune 
singularité,  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  celte  sur* 

face  est  la  polaire  de   la  droite  relativement  aux   — - 

droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  la  sur/ace  par  la  droite 
donnée. 

6.  En  particulier,  si  Ton  considère  une  surface  développable  G 
ayant  pour  arête  de  rebrousseracnt  une  courbe  gauche  K  et  un 
point  quelconque  M  de  la  droite  A,  le  plan  polaire  de  M,  relative — 
ment  à  l'ensemble  des  plans  osculateurs  de  la  courbe  qui  passent  _ 
par  ce  point,  enveloppe,  quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  droite,    . 
la  polaire  de  cette  droite  relativement  à  G. 

Si  la  développable  G  est  définie  au  moyen  de  deux  surfaces- 
inscrites  S  et  S',  on  a  le  théorème  suivant  corrélatif  du  théo — 
rème  VI  : 

Théorème  IX.  —  Une  sur/ace  développable  G  étant  la  déve- 
loppable complète  circonscrite  à  deux  surfaces  S  et  S',  la 
polaire  d'une  droite  relativement  à  cette  développable  est  la 
polaire  de  cette  droite  relativement  aux  droites  qui  joignent 
chacun  des  points  de  contact  des  plans  menés  par  la  droite 
tangcntiellement  à  S  à  chacun  des  points  de  contact  des  plans 
menés  par  la  même  droite  tangcntiellement  à  S'. 

7.  En  particulier,  considérons  une  suite  de  surfaces  homofo- 
cales  du  second  ordre  (S)  inscrite  dans  la  développable  isotrope  F. 

Soient  2  et  S'  deux  quelconques  de  ces  surfaces;  d'une  droite  A 
on  peut  leur  mener  quatre  plans  tangents,  les  droites  qui  joignent 
les  points  de  contact  sur  l'une  des  surfaces  avec  les  points  de  con- 
tact sur  l'autre  forment  un  quadrilatère  gauche  Q. 
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De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  : 

La  polaire  de  la  droite  \par  rapport  au  quadrilatère  Q  ('  ) 
est  la  même,  quelles  que  soient  les  deux  sur/aces  homofocales 
considérées,  et  se  confond  avec  la  polaire  de  celte  même  droite 
relativement  à  la  développable  isotrope  circonscrite. 

En  particulier,  si  la  surface  S'  se  réduit  ù  romhilicale,  la  polaire 
de  A  se  réduit  à  la  polaire  de  cette  droite  relativeuieiU  aux  nor- 
males que  Ton  peut  mener  à  S  aux  deux  |)oints  où  cette  surface 
est  touchée  par  les  plans  tangents  ({u^on  peut  lui  mener  par  A. 
D'où  celte  conséquence  : 

■Etant  donnés  un  système  de  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  (S)  et  une  droite  fixe  A,  si  par  A  on  mène  les  plans  tan- 
gents à  une  surf  ace  quelconque  S  du  système  et  si  Von  prend 
^  polaire  de  A  relativement  aux  normales  qu'on  peut  mener 
^  21  aux  deux  points  de  contact,  la  polaire  de  A  relativement 
à  ces  normales  est  la  même  quelle  que  soit  la  surface  du  sys- 
^^nie  que  l'on  considère  et  elle  se  confond  avec  la  polaire  rela- 
^^^*€/nent  à  la  développable  isotrope  circonscrite  au  système  ('^), 


III. 

"•  Les  deux  théorèmes  généraux  VII  et  VIII  s'appliquent,  avec 
4**elc|ues  modifications,  à  toute  surface  donnée,  en  sorte  qu'ils 

•-■'"tiissent  en  réalité  deux  moyens  distincts  de  construire  la 
polaire  d\ine  droite  donnée  relati\'en)cnt  à  celte  surface.  Il  serait 

^■•e  d'énoncer  à  ce  sujet  les  propositions  générales,  mais  je  crois 


.^    1  Ce  quadrilatère  Q  jouit  encore  de  plusieurs  autres  propriétés  intéressa  nies; 
*'  i<z  somme  de  deux  de  ses  côtes  conligus  est  e'gate  à  ta  somme  des  deux 
f''*»  [^Mémoire  sur  l'emploi  des  imaginaires  dans  la  géométrie  de  l'espace 
\^ouv.  Ann.  de  Math:,  1872)]. 

^   )  Cette  proposition  s'étend  évidemment  à  un  système  de  surfaces  homofocales 
H^elconques;  on  peut  la  considérer  comme  l'extension  à  l'espace  de  ce  Ihéoronie 
nUift  f  ai  donné  depuis  longtemps  : 

*^  centre  harmonique  d'un  point,  par  rapport  aux  points  de  contact  des 

^'^S^ntes  qu^on  peut  mener  de  ce  point  à  une  courbe  de  n''"'"  classe,  est  le 

"*'**  harmonique  du  même  point  relativement  aux  n  foyers  de  la  courbe. 
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înulilc  de  le   faire  et  je  me  conlenlcraî  d'énoncer  les  résuUa^* 
relatifs  à  deux  surfaces  particulières  des  plus  simples. 

Considérons,  en  premier  lieu,  une  cubique  gauche  Rellad^*^' 
loppahle  du  quatrième  ordre  G  dont  elle  est  l'aréle  de  rebroifs»*^ 
ment;  soient  A(K)  et  A(G)  les  polaires  d'une  même  droite  Ai*«^« 
tivement  à  la  courbe  gaucbé  et  à  la  développable  (C/,  n***4et:    6 

Si,  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  A,  on  mène  le  c 
contenant  la  courbe  K,  ce  cône  est  du  troisième  degré  et  d^ 
(pialrième  classe;  il  a  trois  plans  d'inflexion,  qui  sont  les|il^i 
osculateurs  que  Ton  peut  mener  à  K  par  le  point  M.  Le  p  ■* 
polaire  de  M  relativement  à  ce  cône  contient  la  polaire  A(K);  c 
théorème  IV  et  des  considérations  ci-dessus  développées  (n*  t 
résulte  la  proposition  suivante  : 

Thkoiième  X.  —  Jsn  désignant  par  t  r ensemble  des  -y/ 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  quatre  points  de  è 
courbe  K,  dont  les  tangentes  s'appuient  sur  A,  on  a  la  relal^^ 

'.il{t)  -^  A(K)-;-  3A(Gj. 

9.  Concevons  maintenant  que,  parla  droite  A,  on  mène  un  |>1  a 
quclcon(juc;  il  coupe  la  surface  G  suivant  une  courbe  du  qiLia 
Irième  ordre  et  de  la  troisième  classe  ayant  pour  point  de  rcbro  tj? 
sèment  ses  trois  points  de  rebroussement  sur  R.  Le  pôled^ï  - 
relativement  à  celle  courbe  est  sur  A  (G);  du  théorème  V  résu  II 
la  proposition  suivante  : 

Thkorèmk  XI.  —  Jui  désigna  tit  par  T  C  ensemble  des  ^i^ 
droites  su  lisant  lesquelles  se  coupent  les  plans  osculat^^^''' 
menés  aux  points  de  K,  dont  les  tangentes  s'appuient  sur'    A 

o/i  a 

uA(T)  _-  A(G)-^-  3A(K). 

Jtennirque.  —  On  déduit  <lc  là 

iA(G)^3A(/)  — A(T) 
et 

4A(K)  =  3A(T)-- A(/): 

ou  voit  que  les  polaires  d'une  droite  relativement  à  K  et  à  G  sont 
déterminées  quanti  ou  connaît  les  quatre  tangentes  à  la  courbe 
qui  la  rencontrent.  Par  suite  : 
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*ux  droites  \  et  M ^  conjuguées  par  rapport  à  la  cubique 
g-r^ische  K,  ont  mêmes  polaires  refatii^ement  à  cette  cubique,  et 
rd€X iivcment  à  la  désreloppable  dont  elle  est  C arête  de  rebrous- 

C^^s  deux  polaires  sont  également  conjuguées  par  rapport 
il    £nc  cubique. 

10.  Considérons  en  second  lieu  une  surface  rt'ijiée  S  du  Iroi- 
sîonne  ordre  (et  par  conséquent  de  troisième  classe);  appelons  D 
la  cl  îreclrice  double  de  celle  surface  el  D'  la  seconde  directrice 
r<?o  l.iligne;  on  sait  que  tout  plan  passant  par  D'  est  doublement 
lancent  à  la  surface. 

delà  posé,  soient  A  une  droite  quelconque  de  Tcspacc  et  A(S) 
•**a  |:3c3laire  relativement  à  S;  si  Ton  mène  par  A  un  plan  quelconque, 
*'  croupe  S  suivant  une  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la  qua- 
^■'^^^rne  classe  ayant  pour  point  double  le  point  de  rencontre  de  ce 
P^^  ciMavecD.  Du  théorème  IV,  on  déduit  la  proposition  suivante  : 


^HÉORÈME  XII.  —  En  désignant  par  t  le  triangle  formé  par 
jioints  de  contact  des  plans  tangents  que  Von  peut  mener 
par  la  droite  1,  on  a 

•xMf)  =  A(S)H-'2A(D). 


et 

il       = 


1    1.  Prenons  maintenant  un  point  quelconque  M  sur  la  droite  A 
■  Knaginons  le  cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  ce  point  pour 
*  ^*met;  ce  cône  est  de  la  troisième  classe  el  du  quatrième  ordre; 
pour  plan  double    le  plan  mené  par  le   point  M  et  par  la 
***^^>îleD'. 

-*-^u  tbéorème  V  résulte  donc  la  proposition  suivante  : 

X^HÉonkME  XIII.  —  En  désignant  par  T  les  arêtes  du  trièdre 
'^  ^^^^mé  par  les  plans  menés  tangentiellement  à  S  en  ses  points 


<l€^ 


rencontre  avec  A,  on  a 

•jiA(T)^:  A(S;-r-2A(D'). 

ÏJes  deux  relations  précédentes,  on  déduit 

A(T.)  -^  A(I>;^  A«/;-.- A(D'), 

^^enliié  sur  laquelle  je  reviendrai  plus  lard. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE. 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  1875. 


Dans  ravanl-deriiier  niiiiiéro  des  Comptes  rendus,  M.  Ribati- 
cour  a  donné  celle  élégante  proposilion,  démonlrée  depuis  géomé- 
Iriquemenl  par  M.  Mannlieim  : 

Le  rayon  de  courbure  géodésique  d'une  courbe  2  à  cour- 
bure  normale  constante  est  les  §  du  rayon  de  courbure  géodé- 
sique de  la  section  plane  S',  ayant  même  tangente  et  suroS" 
culée  par  un  cercle. 

Considérons  sur  une  surface  quelconque  deux  courbes  S  et  2' se 
louclianl  au  poinl  M.  Soîenl  p  et  /•  le  rayon  de  courbure  et  le 
rayon  de  torsion  de  la  courbe  2  au  point  M;  ny  Tangle  que  fait  en 
ce  point  le  plan  osculaleur  à  la  courbe  avec  la  normale  à  la  sur- 
face; désignons  par  des  lettres  accentuées  les  valeurs  des  mêmes 
quantités  relatives  à  la  courbe  S'. 

Portons  enfin  sur  chacune  des  deux  courbes,  à  partir  du  point  M, 
une  même  longueur  infiniment  petite  ds. 

On  aura  d'abord,  en  vertu  d'une  expression  donnée  par 
M.  Ossian  Bonnet  de  la  torsion  géodésique, 

(  I  )  dw =  dm' T  ; 

'  r  /• 

puis,  en  vertu   d'une  relation  que  j'ai  donnée  {Bulletin  de    la 
SocitUv philomathiquCy  t.  Vil,  p.  5i), 

/   V  /  f         1  ds\       i  dp  ,  /  j  ,      "x  ds\        \  dû 

(■X)     tangm(^rf^-  -  _j  +  3  -Jl=  tangm  [dm---^^^-  -Ç, 

ou  encore,  en  introduisant,  relativement  à  la  première  courbe.  le 
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>n  R  de  la  section  normale  à  la  surface  et  tangente  en  M  à  Jl, 

I  £/R  2  /  .  ds\  ,  I  .   ,      '?.  ds\        I  dû' 

r)    —  —  -ir —  tansm  i  dm )  ^  tansTu  f  dm —7  I  H —  — ^« 

'  3    R   3        °      \  /•  /        ^'••f^"'  \^""'        3   r' J        i    p' 

ipposons  maintenant  que  IS  soit  une  courbe  a  courbure  nor- 
:    constante  et  S'  la  courbe  plane  ayant  même  langente  et 
sculée  par  un  cercle;  on  aura  évidemment  rfR.  =  o,  rfp'=:o 
=  00. 
îs  équations  (1)  ci  {2 bis)  deviennent  alors 


dm =  dm' 

r 


:l         :^  tangiu  (dm j  =  ian^^m' dm'; 


lan<»Tn'=  J  tangTu, 


iule  qui  est  l'expression  analytique   du    théorème   ci-dessus 


SUR  LES  COURBES  DU  TROISIÈME  ORDÏU. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1875-1876. 


1.  Soil-  une  cubique  fondamenlale  U  =  o;  en  ndoptanlles  dgp 
lions  de  M.  Salmon  {Iligher  plane  curvesj  p.  i83  el  suiv.), 
désignerai  par  S  el  T  les  deux  invarianls  de  U,  par  H  son  hessi 
cl  par  F,  P  cl  Q  ses  conlrevarianls  principaux.  La  hessicnne  de 
courbe  aura  donc  pour  équalion  H  =  o  ;  Inéquation  tangenlielle 
la  courbe  elle-même  sera  F  =  o;  cl  Téqualion  langenliellc  de 
caj'leyenne  P  =  o. 

La  cubique  fondamentale  et  sa  hessicnne  délerniinenl  un  fai 
ceau  (U);  une  courbe  quelconque  de  ce  faisceau  a  pour  équalioi 
U  -I-  60  H  =  o  ;  je  la  désignerai  par  la  nolalion  Up. 

Je  considérerai  en  même  temps  le  faisceau  tangentiel  des  courbe 
déterminées  par  l'équation  F  —  ôpP^^  o,  et  je  désignerai  par  I 
notation  Fp  la  courbe  de  ce  faisceau  qui  correspond  t»  une  valeu 
déterminée  de  p. 


n 


2.  Un  syslrme  de  trois  points  étant  déterminé  sur  une  droite^ 
par  les  racines  d'une  équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  un  poly- 
nôme du  troisième  degré 

ax^-^  '^bx^-T-  icx  -{-  d^ 

j'appellerai  points  cova riants  du  système  les  points  déterminés 
sur  la  droite  par  les  racines  de  Téquation  obtenue  en  égalant  à 
zéro  le  polvnome  du  second  degré 

{ac—  b^)x'-\-  ( ad  —  bc)x  -h-  {bd  —  c^) 


covariant  du  précédcnl. 
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Cela  posé,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

-  Une  droite  quelconque  D  du  plan  de  U  rencontrant  cette 

"  rbe  en  un  système  de  trois  points,  les  deux  points  covariants 

e  système  sont  situés  sur  une  même  cubique  du  faisceau  (U). 

Ite  cubique  rencontre  D  en  un  troisième  point  que  j'appcl- 
li  le  centre  de  la  droite. 

I.  Par  tout  point  M  du  plan  passent  quatre  droites  ayant 
mnt  M  pour  centre;  je  les  appellerai  les  rayons  du  point  M. 

II.  Si,  d' un  point  quelconque  M  de  la  cubique  Up,  on  mène 
tangentes  à  la  conique  polaire  de  M  par  rapport  à  U,  ces 

gentes  enveloppent  la  surface  de  sixième  classe  Fp. 
IV.  Des  six  tangentes  que  Von  peut  mener  d^un  point  M 
U  à  la  courbe  Fp,  deux  sont  les  tangentes  menées  du  point  M 
^i    -^ct  conique  polaire  relativement  à  U,  les  quatre  autres  sont 
^^^  rczyons  du  point  M. 

V.    Si  une  droite  se  meut  tangentiellement  à  Fp,  son  centre 
d^tj-nit  la  cubique  \j^. 

Vl .  Si  une  droite  touche  Fp  au  point  A.  et  rencontre  Up  aux 
P^*^9  £s  a^  6,  Cj  les  quatre  points  A,  a,  />,  c  forment  un  système 
^^^^^^^lonique, 

^-     Voici  quelques  conséquences  de  celte  dernière  proposition  : 

fc-t-anl  donnée  une  cubique  U,  si  Ton  clicrcbe  les  courbes  jouis- 

^^^^    de  la  propriété  qu^ine  quelconque  de  leurs  tan<;;enles  est  par- 

^S"^^;  harmoniquement  par  leur  [)oint  de  contact  et  les  trois  points 

*^^   ^  lie  rencontre  la  cubique  U,  on  trouve  que  ces  courbes  sont 

^'6*^ljriques,  et  il  est  facile  d'en  obtenir  une  construction  gcoiné- 

^'*5^^ie('). 

^^-    toute  cubique  U  se  rattache  en  effet  une  intégrale  elliptique 

I   ^^^quî  jouit  de  la  propriété  suivante  :  désignons,  en  général, 

p^^  (M)  la  valeur  de  cetle  intégrale  prise  depuis  un  point  conve- 
nav^\ement  choisi  jtistju'à  un  point  M  pris  arbitrairement  sur  cette 


\M  Voir,  sur  ce  sujet,  ma  Note  Sur  un  problème  de  Géométrie  relatif  aux 
cOUrOes  ffauc/iex  du  t/uatrivme  ordre.  Il  {Journal  de  MaChéma/if/ues,  .i'  série, 
t-  \V). 


f^-i'l  OÊOMKTHIE. 


courbe;  la  condition  nécessaire  et  siinisanlc  pour  que  trois  pointa 
A,  B,  Cde  la  courbe  soient  en  ligne  droite  peut  s'exprimer  parU 

relation 

(A)-h(B)-+-(C)  =  o, 

le  signe  de  la  congruence  indiquant  que  la  somme,  qui  se  trouve 
dans  le  premier  membre,  est  de  la  forme  mp  -f-  nq^  m  et  n  dési- 
gnant des  nombres  entiers,  p  cl  q  les  deux  périodes  de  rînlégralc. 
Si  une  droite  tourne  autour  d\in  point  A  de  la  courbe,  en  dési- 
gnant par  B  et  C  les  deux  points  variables  où  cette  droite  mobile 
coupe  la  courbe,  on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

(A)  =  o, 
et,  par  suilc, 

(n)-+-(C)so, 

ce  qui  donne  géométriquement  Tintégrale  de  Tcqualion 

Si  maintenant  on  désigne  par  A'  le  point  conjugué  liarmoniqiie 
de  A  relativement  à  B  et  à  G,  on  voit  que  la  droite,  en  tournant 
infiniment  peu  autour  du  point  A',  décrit  sur  la  courbe  deux  seg- 
ments infiniment  pelits  égaux  à  ceux  qu'elle  décrivait  en  tour- 
nant autour  du  point  A,  l'un  de  ces  segments  étant  décrit  dans  un 
sens  contraire. 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

équation  dont  Tintégrale  est  (B)  —  (G)  ■-  :  o. 

D'où  celle  conclusion  : 

Si  une  courbe  est  telle,  qu'une  quelconque  de  ses  tangentes 
rencontrant  la  cubique  U  en  trois  points  A,  B,  C,  son  point 
de  contact  soit  le  conjugué  harmonique  du  point  A  relative- 
ment à  B  et  à  G,  les  points  variables  B  ^/  G  sont  reliés  par  ta 

relation 

(B)  — (C)«o. 

De  là  encore  une  construction  géométrique  simple  de  ces 
courbes. 

Soient,  en  offel,  b  et  c  deux  points  fixes  pris  sur  la  courbe  et  M 
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^^  f>oinl  mobile  décrivant  celle  courbe.  Menons  les  drolles  Mb 
€<•  ^/Sl€  et  appelons  B  et  C  les  points  où  elles  coupent  respeclive- 
ï^^tit  U;  je  dis  que  la  droite  BC  enveloppe  une  courbe  jouissant 

A*^  la  propri^^té  énoncée.  Les  trois  points  M,  6,  B  éianl  on  eflel  en 

l^%tie  droite,  ainsi  que  les  points  M,  c,  C,  on  a 


d'où 


ou 


(M)-f-(6)-4-(B)  =  o, 
(M)-4-(c)^(C)^o; 

(B)  —  (C;  =  (c)  —  (6)  s  consi. 


Il  est  clair,  d'ailleurs,  que,  pour  obtenir  toutes  les  courbes 
cherchées,  il  suffit,  un  des  points  b  étant  choisi  arbitrairement  et 
restant  fixe,  de  faire  varier  le  point  C. 

5.  Quelque  simple  que  soit  la  construction  géométrique  que  je 
viens  de  donner,  elle  se  prêterait  peut-être  difficilement  à  la  re- 
cherche de  l'équation  générale  des  courbes  elles-mêmes. 

Le  théorème  VI  donné  ci-dessus  (3)  permet  d'}'  arriver  facile- 
ment. 

On  voit,  en  effet,  qu'étant  donnée  une  cubique  Up,  la  courbe  de 
sixième  classe  Fp  est  une  solution  delà  question;  or,  Up  étant  une 
courbe  déterminée,  comme  on  peut  prendre  pour  cubique  fonda- 
naenlale  une  quelconque  des  cubiques  du  faisceau  (U),  on  voit 
qu'il  lui  correspond  une  inGnité  de  courbes  Fp  dont  Tensemble 
donne  la  solution  complète  du  problème. 

Pour  achever  la  solution,  changeons  U  en  U  -f-  ()XH,  A  étant  un 
nombre  indéterminé;  H,  P  et  F  deviennent  alors  respectivement 
(Salmon,  loc.  cit.,  p.  189  et  suiv.) 

(_2SX  — TX*.t-8S»X»>U-^(i-hi2SA*-^aTÀ^)II, 
P -f- QX  - 1  jiSPa«-t- 4(SQ  -  TP)X' 


et 


(i-f-24SX»-f-8TX»--48S«X^)F 
—  24(X-+-2TX*)Pî— •24(Xî-4SX>)PQ-8X3Q«; 


par  suite,  Up  devient 

u[i  — •iSX  — TX«-*-8S«x»]-f-r,n[X-+-p(i-M-îSX*-4-iTX')], 
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OU  simplement  U,  si  Ton  détermine  o  par  la  condition 

_  -X 

En  efTectnant  la  même  transformation  dans  Fp,  cette  expression 
devient,  réductions  faites, 

(I  -+-  24SX«-i-  8TÀÏ—  48S»X*) 
X  [(i-f-i2SX«-f-2TX»)F--i8XP«— lîX'PQ  — -iX'Q»]; 

Téquation  générale  des  courbes  considérées  est  donc 

(i-M2SX«-i-2TX»)F  — iSXP»— i2X«PQ  —  2X»Q«=  o. 


SUR 

QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences;  1875. 


1.  Une  courbe  de  /i'*"«  classe  peut  êwc  considérée  comme  une 
courbed'ordre/i(/i — i).Elant  donnée  une  lellecourbeK"  =  C''^''~'\ 
les  polaires  des  divers  ordres  d'un  point  INl  du  plan  relativcmenl  à 
Qn(n-i)  dépendent,  en  général,  non  seulement  des  points  de  contact 
des  tangentes  que  Ton  peut  mener  du  point  M  à  la  courbe,  mais 
encore  des  singularités  de  la  courbe.  Il  est  remarquable  que  la 
droite  polaire  du  point  M  ne  dépende  que  des  points  de  contact; 
on  a  en  elTet  la  proposition  suivante  : 

Théoeème  I.   —   S  if   d'un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  /i"^"*^  classe  K"r^  C"^""'^,  on  mène  les  n  tangentes  à 

la  courbe,  et  si  l'on  considère  les ^ droites  qui  joignent 

deux  à  deux  les  points  de  contact  y  la  droite  polaire  de  ^l  rela- 
tivement à  C^""*^  est  la  droite  polaire  du  même  point  relatii'e- 

/lient  aux droites  considérées. 

•>. 

Démonstration  (  *  ).  —  Soient  w  =  wx  -+-  vy  -\-  ivz  =  o  Féqua- 
tion  d*une'  droite  D  du  plan  ; 

U  =  Cflr,  ^,  c,  . . .  )  =  o 
réquation  mixte  de  K."  et  FI  =  (a,  ^,  •',  .  . .)  Téquation  mixte  de 


*)  J'emploie  ici  le«  nolalions  dont  je  me  suis  servi  dans  mon  Mémoire  sur 
t 'application  de  la  théorie  des  formes  binaires   à  la    Géométrie  analytique 
Journal  de  Mathématif/uesj'i'  série,  l.  I). 
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la  polaire  de  la  droite  de  Tinfini  relativement  à  K".  L'équalioiiM^ 
mixte  de  la  polaire  de  D  relativement  à  K"  est  (F.  B.,  n**  4)^ 
wUa —  dJ|  H-(i>n  =  o;  si  Ton  élimine  X  et  |x  entre  celte  équation  eB 
Téquation  (i),  on  obtient  Téqualion  T  =  o  des  /i(/i  —  i)  tangentes 
menées  à  K"  aux  points  de  rencontre  de  cette  courbe  et  de  D.  Si,  enn* 
posant  pour  abréger  X  =  5  —  j:etY  =  7i  — J'(Çet7|  désignant  le*:  ^ 
coordonnées  courantes),  on  remplace,  dans  le  résultant  T,  </,  » 
et  (0  respectivement  par  [jl,  — A  etXY  —  [jlX,  l'expression  T'  ains^* 
obtenue  étant  égalée  à  zéro  donne  Téquation  mixte  des  points  d»^  A 
contact  des  n  tangentes  menées  du   point   (^x^y)   à   la  courb< 
EnHn^  si  Ton  forme  le  discriminant  de  T',  ce  discriminant  sera  ui 

carré  pnrfait  R^  et  Féquation  R  =  o  représentera  les  -^^ — ^^—^  droit< 

menlionnées  dans  l'énoncé  du  ihéorème.  Il  faut  maintenant  forme=" 
l'équation  de  la  droite  polaire  du   point  (x^,  y)  relativement  à  l    ^ 
courbe  R  ==  o,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  relativement  à  I^ 
courbe  R2=  o;  et  je  remarque  d'abord  qu'il  suffit  de  calculer  dan  5 
le  discriminant  R^   le   terme  constant  et  les  termes  du    premier 
degré  en  X  et  en  Y,  en  négligeant  les  termes  du  second  degré. 

Le  résultant  ï,  quand  on  y  néglige  les  termes  en  ci>  d'un  degré  su- 
périeur au  premier,  est  simplement  U( —  i',  w)  4-  /îci)ll( —  i',  w), 
comme  on  le  voit  facilement  en  se  servant  de  la  formule  élémen- 
taire qui  donne  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  frac- 
tions simples;  on  déduit  de  là 

T'=  U(X,  jx)H-/ï(XY-  -;i.X)U(X,  fx), 
ou 

T'=  (a,  A,  c,  . , .)  -h  [/laY,  (/i  —  i)  ^ Y  —  aX,  («  —  2)  y^^  —  ^^^],   ...  ; 

d'où,  en  négligeant  toujours  les  puissances  de  X  et  de  Y  supé- 
rieures à  la  première  et  en  appelant  A  le  discriminant  de  U  (égalé 
à  zéro  il  donne  l'équation  de  C"^"~'^) 

R  5  ^  A -h /i  a  Y  4^ -4- [  ( /t  -  I  )  3  Y  —  a  X  ]  ^ -- . . .  ; 

da  '  CIO 

d'où  encore,  en  se  rappelant  que  H  =  o  représente  la  polaire  de  la 
droite  de  l'infini  et  en  em|)loyant  une  formule  donnée  dans  le 
Mémoire  déjà  cité  (F,  IJ.,  n"  13), 

R*  =  A  -h  X  -, — ri  -7-  » 
ax  dy 


r,,  .  H  SL'R  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  GOURDES  ALUÉBRIQUES.  4^9 


^  î  B     la  polaire  du  poînl  (x^y)  relativcnienià  R^  esl 


^'^. 


Vf 


00,  en  verlii  du  ihéorèine  connu  sur  les  fondions  homogènes, 

^dl  dl       ^  dl 

^di-^'^d^'^-lTz^''' 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

2.  Si  la  courbe  de  /i'*™*^  classe  K"  est  une  courbe  C'"  d'ordre 
ioférî<»nr  à/i(/i  —  i),  le  théorème  précédent  lui  est  applicable  en 
la  considérant  comme  une  courbe  d'ordre  n{n  —  i)  oblenue  en 
adjoignant  à  C'^  ses  t  tangentes  doubles  (chacune  d'elles  étant 
^^mptée  deux  fois)  et  ses  i  tangentes  d'inflexion  (chacune  d'elles 
^^nt  comptée  trois  fois). 

^"Kx  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

T^^oBÈMB  II.  —  Étant  donnée  une  courbe  de  n^^"^^  classe  et 

^  ^^^éme  ordre  ¥J*  =  C/^ j possédant  t  tangentes  doubles  et  i  tan- 

^^^^^cs  d*inflexion,  si  l'on  désigne  respectivement  par  D,  I,  T 

^   ^es  droites  polaires  d'un  point  M  du  plan  relativement  à 

^    ^^ourbe  C*",  à  V ensemble  des  tangentes  doubles,  à  V ensemble 

.     '*'      tangentes  d'inflexion  et   à  l'ensemble    des  droites  qui 

^     ^-iS^^ent,  deux  à  deux,    les  points  de  contact  des  tangentes 

^^^^es  du  point  Ma  K",  la  droite  A  est  la  polaire  du  point  M 

-,    ^^^  Mivement  au  triangle  formé  par  les  droites  D,  T  etl,  ces 

^^  ^tes  étant  supposées  de  poids  proportionnel  aux  nombres  m, 


n  d^autres  termes,  si  par  1^  point  M  on  mène  une  sécante  quel- 
^^^ue  rencontrant  respectivement  les  droites  D,  ï,  1  et  A  aux 
^  ^ts  ûT,  t'^  i'  et  o',  on  a  la  relation 

u(n  —  \)         m  'xt         3  i' 


M  8'      ^  Ud!       Ut'       Ui' 


^.  En  particulier,  si  la  courbe  considérée  se  décompose  en  deux 
^Vârbes  distinctes,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Étant  données  deux  courbes  quelconques  de 


i 
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classe   n  et  n'y  K"  et  R"',  la  droite  polaire  dUtn  point  qnA- 
conque  M  du  plan  ^relativement  à  leurs  nn'  tangentes  commnmiy 
est  la  droite  polaire  du  même  point  relativement  aux  nn'  droites 
r/ui  joignent  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  M 
à  K"  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  M  à  R*'. 

Si  lacourhc  R"'  se  réduil  à  un  poinl  P,  on  obtient  le  théorème 
suivant  : 

Si  Ion  considère  les  tangentes  menées  d'un  point  V  à  une 
courbe  de  n^^"'*"  classe  R",  la  droite  polaire  d'un  point  quel- 
conque  M  du  plan,  relativement  à  l'ensemble  de  ces  tangentes, 
est  la  droite  polaire  du  même  point  relativement  aux  droites 
tjui  joignent  au  point  P  les  points  de  contcu^t  des  tangentes 
à  R"  issues  du  point  M. 

SI,  en  particulier,  on  suppose  que  les  droites  issues  du  point  P 
soient  isotro/fcs,  on  retrouve  ce  théorème  que  j'aî  déjà  donné  dans 
ma  Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 
planes  [DulL  de  la  Société phiL,    186^). 

Si,  d'un  point  M,  on  mène  les  n  tangentes  à  une  courbe  de 
classe  /«,  le  centre  harmonique  du  point  ^l^  relative/nen  t  aux  n 
points  de  contact ,  est  le  même  que  le  centre  harmonique  du 
même  point  relativement  aux  n  foyers  réels  de  la  courbe. 

i.  Si  la  courbe  donnée  est  une  courbe  de  troisième  classe 
R"»  rzz:  O,  on  voit  que  la  polaire  d'un  point  M,  relativement  à  C®, 
est  la  polaire  de  ce  point  relativement  au  triangle  formé  par  Jes 
])oints  de  contacl  des  (angentes  issues  de  M. 

Si  M  est  sur  la  cajicjenne  de  R^,  ces  points  sont  en  ligne 
droite;  donc  cette  droilc  est  la  polaire  de  M  relativement  h  C*, 
d'où  ces  conséquences  : 

Iai  hessirnnc  de  R'*  est  l  enveloppe  des  droites  polaires,  rela- 
tivement à  C'*,  des poitits  de  la  cayleyenne  de  R'. 

Luc  droite,  tangente  en  M  à  R^,  coupe  C^  en  quatre  points 
distincts  de  M;  les  trois  pôles  de  M,  relativement  ù  ces  quatre 
points,  sont  les  points  où  la  droite  coupe  la  cayleyenne. 
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o.  On  déduit  de  la  lliéorie  des  polaires  réciproques  une  série 
de  théorèmes  analogues  aux  précédents  el  relatifs  aux  |)ôles  d\ine 
droite  par  rapport  à  une  courbe  donnée.  Il  est  inutile  de  les 
énoncer;  leur  considération,  néanmoins,  est  indispensable, 
notamment  dans  Tapplication  des  propositions  précédentes  à  la 
lliéorie  des  surfaces  algébriques. 


SUR  UNE  SURFACE  DE  QUATRIEME  CLASS 


DONT  ON   PEUT  DÉTERMINER 


LES  LIGNES  DE  COURBURE. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées:  1876. 


1.  Les  propriétés  générales  des  surfaces  du   qualrîème  ord 
ayant  une  ligne  double  du  second  ordre  et  des  surfaces  de  qu; 
trième  classe,  corrélatives  des  précédentes,  qui  sont  doublemei 
inscrites  dans  un  cône  du  second  ordre,  sont  actuellement  bi( 
connues.  L^étude  des  variétés  de  ces  surfaces  peut  néanmoins  oflfi 
quelque  intérêt  à  l'égard  de  leurs  propriétés  métriques;  la  surfai 
qui  fait  l'objet  de  cette  Note  peut  être  considérée  comme  une  d( 
corrélatives  de  l'anallagmalique  du  quatrième  ordre  à  centre 
comme  une  transformée  homographique  de  la  surface  parallèle 
l'ellipsoïde  :  on  peut  construire  ses  lignes  de  courbure,  et  sa  dé( 
nition  géométrique  très  simple  lu  rattache  éhoitemcnt  aux  surfac< 
du  second  ordre;  on  peut  la  définir  ainsi  qu'il  suit  : 

2.  Soient  S  et  5  deux  surfaces  homofocales  du  second  ordr 
et  P  un  de   leurs  plans  principaux  communs;  par  une  droite 
prise  arbitrairement  dans  le  |)lan  P,  menons  un  plan  touchant  1 
surface  S  au  point  M,  et  un  plan  touchant  la  surface  S  au  point  m    * 
D'après  un  théorème  connu,  du  à  M.  Chasies,  la  droite  Mm  es  C- 
perpendiculaire  à  D  :  on  peut  donc  par  D  mener  un  plan  perpen- 
diculaire à  M/7<;  appelons  [x  le  point  d'intersection  de  ces  deusc 
plans. 

Lorsque  D  se  déplace  dans  le  plan  P,  le  point  u.  décrit  une 
surface  i],  et  c'est  celte  surface  dont  je  veux  étudier  les  propriétés; 
je  dirai,  pour  simplifier  le  langage,  qu'à  la  droite  D  du  plan  P 
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-espondent  respectivement  les  points  M,  m  et  [x  des  surfaces  S, 
^  ot.  S;  en  sorte  qu'à  chaque  droite  du  plan  correspondent  deux 
points  sur  chacune  des  surfaces  du  second  ordre,  et  quatre  points 
sux-  la  surface  S. 

3.    En  premier  lieu,  j'établirai  la  proposition  suivante  : 

I€n  un  point  quelconque  [x  de  la  surface  S,  la  normale  à  la 
swM^'J'ctce  est  la  droite  jxmM  qui  joint  les  points  correspondants 
-^ts^'  les  surfaces  du  second  ordre  homofocales. 

A  cet  effet,  considérons  un  point  quelconque  A  situé  sur  la 
<li*oîle  D,  correspondant  au  point  |jl;  le  cône  6,  ayant  pour  sommet 
*^  j)oint  A  et  circonscrit  à  la  surface  S,  touchera  cette  dernière  an 
point  [JL,  et,  si  Ton  remarque  que  M/;j[jl  est  dans  l'espace  perpen- 
aîculaire  au  plan  jjlD,  on  pourra  définir  ainsi  gu'il  suit  le  cône  H, 
^•>  plutôt  la  courbe  sphérique  0'  suivant  laquelle  ce  cône  est  coupé 
P*"*   une  sphère  Q  ayant  pour  centre  le  point  A. 

t^'après  un  théorème  connu,  les  traces  sur  la  sphère  Q  des 
c<^nes  circonscrits  à  S  et  5,  et  ayant  pour  sommet  le  point  A,  sont 
^^ux.  coniques  sphériques  homofocales  S'  et  s' \  le  plan  principal  P 
^onpe  cette  sphère  suivant  un  arc  sphérique  P'  commun  à  S'  et 
^  •*^'.  Par  un  point  quelconque  d'  de  P',  menons  un  arc  de  grand 
^^ï^cle  louchant  S'  en  M',  et  un  arc  de  grand  cercle  touchant  S' 
^•*  /»«';  puis,  par  d\  menons  un  arc  de  grand  cercle  perpendicu- 
*^i  i-e  à  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  M'  et  ni'.  En  appelant  \x'  leur 
P^*ctt  d'intersection,  on  voit  que,  quand  d'  se  déplacera  sur  P', 
1^     Jf5crira  la  courbe  de  contour  apparent  B\ 

^i  la  proposition  que  je  veux  démontrer  est  vraie,  la  tangente 

'^^^n^e  à  0'  au  point  y!  sera  l'arc  de  grand  cercle  \i! d' \  et  récipro- 

^'-■^^«acnt  celle  proposition  sera  démon Irée  si  la  tangente  sphérique 

^    ^^ontour  apparent  est  déterminée  comme  je  viens  de  l'indiquer, 

'^^xid  l'œil  est  placé  en   un   point  quelconque  de  D,  ou  encore 

^^•^^me  un  plan  est  déterminé  par  deux  des  droites  qu'il  contient 

7^^«:id  l'œil  est  placé  en  deux  points  distincts  de  D.  Or,  comme 

^^     '^ais  le  faire  voir,  cette  construction  de  la  tangente  sphérique 

^^    facile  à  vérifier  quand  Tœil  est  placé  en  un  des  deux  points  où 

^    droite  D  rencontre  S. 

'^^  Soit  H  un  de  ces  deux  points  :  la  surface  S  est  vue  de  ce 
L.  ^  n.  28 


i 
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point,  suivant  une  ellipse  sphérîque  S',  et  la  surface  s  suivant  /^^ 
deux  foyers  /  et  ç  de  cette  ellipse  située  sur  l'arc  de  grand  cerc^^ 
perpendiculaire  à  P'. 

Il  s'agit  donc  de  vérifier  le  théorème  suivant  : 

Si  d'un  point  cP  de  Vaxe  P  d^une  ellipse  sphérique  S'  on 
mène  un  arc  de  grand  cercle  touchant  cette  ellipse  en  M\  et  si 
par  d'  on  mène  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  àfVliy 
/désignant  l'un  des  deux  foyers  de  f  et  ©  de  S'  situés  sur  un 
arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  P,  leur  point  d'inter- 
section  [JL  décrit   une  courbe  sphérique  tangente  à  Varc  de 
grand  cercle  [xrf';  ou,  en  d'autres  termes,  le  lieu  du  point  jjl 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  f. 

Ce  théorème  s^établit  facilement  dans  le  cas  plus  général  où  le 
point  flf,  au  lieu  de  décrire  Taxe  y*'^,  décrit  un  arc  de  grand  cercle 
quelconque  perpendiculaire  à  P'. 

A  cet  effet,  je  ferai  remarquer  qu'il  est  évident  lorsqu'on  rem- 
place l'ellipse  sphérique  par  une  ellipse  plane  et  que  le  point  M'  se 
meut  parallèlement  à  l'un  des  axes;  cela  résulte  immédiatement 
de  ce  qu'une  conique  plane  et  un  cercle  ajaut  pour  centre  Tun  de 
ses  fojers  sont  deux  courbes  homologiques;  si  maintenant  on  pro- 
jolie  cette  conique  et  les  axes  sur  une  sphère  ajant  pour  centre 
un  point  de  la  droite  menée  par  le  foyer,  perpendiculairement  au 
plan  de  la  conique,  on  obtient  le  lemme  sur  lequel  je  viens  de 
m'appuyer. 

La  construction  de  la  normale  à  la  surface  !C,  que  j'ai  donnée 
ci-dessus,  est  donc  entièrement  démontrée. 

o.  Quelques  remarques  sur  ce  qui  précède  ne  seront  pas  inu- 
tiles. En  premier  lieu,  on  voit  que  les  courbes  sphériques  de  con- 
tour apparent  de  la  surface  S,  quand  l'œil  est  placé  en  un  point 
de  P,  sont  susceptibles  d'une  définition  entièrement  analogue  à 
celle  de  la  surface  S,  et  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  deux  ellipses  sphériques  homofocales,  si,  par 
un  point  quelconque  D,  on  mène  des  arcs  de  grand  cercle  tan-- 
gents  aux  deux  ellipses,  et  si  l'on  projette  orthogonalement 
le  point  D  sur  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  le  point  de  con^ 
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tact  des  tangentes  avec  les  ellipses,  le  pied  [x  de  Varc  proje- 
tant  décrit  une  courbe  sphérique  tangente  à  Varc  de  grand 
cercle  [xD. 

n  est  à  peine  utile  d^indiquer  qu^un  théorème  analogue  a  lieu 
pour  les  coniques  homofocales  planes. 

6.  Les  surfaces  S  et  5  sont  respectivement  coupées  par  le 
plan  P,  suivant  des  ellipses  E  et  e  qui  sont  des  coniques  doubles 
des. 

Des  résultats  précédents  (n**  4)  il  résulte  immédiatement  que  : 

Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S  et  ayant  pour  sommet  un 
point  H  de  la  conique  E  se  compose  de  deux  cônes  de  révolu- 
tion coupant  le  plan  P  suivant  les  tangentes  que  Von  peut 
f^ener  du  point  H  à  la  conique  e,  et  ayant  pour  axes  les  gêné- 
matrices  de  S  qui  se  croisent  au  même  point. 

^s  quatre  cônes  ont  en  commun  quatre  plans  tangents;  deux 

0  entre  eux  se  coupent  suivant  la  tangente  menée  au  point  H  à  la 

<^^niq^,eE  :  ce  sont  les  plans  tangents  à  la  surface  en  ce  point;  les 

^^x  autres,  qui  sont  doublement  tangents  à  S,  se  coupent  suivant 

^®  perpendiculaire  au  plan  P. 
**   est  facile  de  déterminer  le  degré  de  leur  enveloppe.  La  sur- 
^^   2)  est  de  quatrième  classe;  en  effet,  le  plan  P  ne  touche  évi- 
'^^Onent  pas  la  surface  et  à  une  droite  quelconque  de  ce  plan  cor- 

^Pondent  quatre  points  de  la  surface,  et  par  conséquent  quatre 
^*^s  tangents. 

"*^^r  suite,  le  cjlindre  doublement  circonscrit  dont  je  viens  de 
^"^r  est  du  second  ordre,  et  il  est  facile  de  voir  que  sa  trace  sur 
l^lçin  P  est  une  conique  homofocale  à  E  et  e. 
"*-*  ou  cette  proposition  : 


^^< 


<2  surfojce  corrélative  de  la  surface  S  est  une  surface  du 
trième  ordre  ayant  une  conique  double. 


ï-^e  là  se  déduiraient  facilement  diverses  conséquences  relatives 
^X  coniques  doubles  de  S  et  aux  cônes  du  second  degré  qui  lui 
^^ot  circonscrits,  mais  je  crois  inutile  de  m'étendre  à  ce  sujet. 
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:ft:e 
A.  I 


7.  D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  toutes  les  droites  telles 
que  Mm  sont  normales  à  une  même  surface.  Ce  théorème  est  on 
cas  particulier  du  théorème  suivant,  que  j'ai  donné,  il  v  a  déjà 
quelques  années  (*)  : 

Etant  données  deux  surfaces  du  second  degré  homofocaks,  B;.  L 

si,  par  une  droite  D  située  dans  un  plan  fixe  P,  on  mène  des  Jx  i-î*: 
plans  qui  touchent  respectivement  ces  sur/aces  en  M  et  en  m, 

toutes  les  cordes  telles  que  Mm  sont  normales  à  une  série  de  B^tr?  E 

sur/aces.  ft'F*-'^ 


Dans  le  cas  gént'ral,  celte  série  de  surfaces  comprend  une  sur- 
face anallagniatiquc  du  quatrième  ordre  ;  mais,  comme  je  iVi  fait 
remarquer  dans  un  des  Mémoires  cités  ci-dessus,  lorsque  le  plan 
fixe  P  est  un  plan  principal  commun  aux  deux  surfaces  du  second 
ordre,  cette  anailagmatiquc  disparaît  et  est  rejetée  entièrement  a 
Pinlini. 

11  importait,  dans  ce  cas,  de  définir  géométriquement  et  d'uoe 
l'aron  simple  une  surface  particulière  coupant  orthogonalemcnt  »€ 
système  des  rayons;  d'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  si»^" 
face  ï  précédemment  définie  donne  la  solution   de  la  question* 
(lotte  surface  se  comporte  relativement  aux  anallagmaliques    ^** 
quatrième  ordre  comme  Thypocycloïde  à  quatre  points  de  rcbroi-*^^" 
sèment  relativement  au  cercle.  Dans  le  cas  général,  on  sait,  comr^^ 
j«j  Tai  montré,  déterminer  les  groupes  de  rayons  qui  forment  M  ^^ 


}\.'- 


s 


snri'accs  dévcloppablcs;  il  on  résulte  que  l'on  saura  déterminerl 
lignes  de  courbure  de  ]S;  mais,  bien  que  celte  détermination  sC^^  * . 
comprise  comme  cas    particulier  daus  les  propositions  que  j 


données  antérieurement  sur  ce  sujet,  je  crois  cependant  utile  de 
faire  directement. 

8.  Étant  donnée  une  conique  quelconque  K  passant  par 
points   d'intersection  des  coniques  E  et  e,  si  la  droite  D 
déplace  tangentiellement  à  K,  le  point  jx  correspondant  déc 
une  ligne  de  courbure  de  i. 


1^ 


(M  Sur  quelques  propriétés  des  sur/aces  anallagmatiques  {Bulletin  de 
Société philomathique,  i868).  -  Mémoire  sur  l'emploi  des  imaginaires  da 
la  Géométrie  de  resjnzce  {.\omt'llcs  Annales  de  Mathématiques,  187a). 
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Démonstration.  —  Soient  D  une  tangente  quelconque  à  K  tou- 
iiant  cette  courbe  au  point  A;  M,  m  et  p.  les  points  qui  corres- 
}DdeDt  respectivement  à  D  sur  les  surfaces  S,  s  et  S.  Si  la 
roiteD,  par  un  déplacement  infiniment  petit,  tourne  autour  du 
)int  A,  les  points  M,  m  et  {a  viennent  respectivement  en  M', 
!  ei\i!.  Les  plans  polaires  de  Â  relativement  aux  surfaces  S  et  5 
ant  perpendiculaires  à  P,  on  voit  que  les  droites  MM'  et  mni  se 
x)jeltent  sur  ce  plan  suivant  les  polaires  de  A  relativement  aux 
uniques  E  et  e;  d'où  il  suit,  puisque  les  coniques  Ë,  e  et  K  ont 
lalre  points  communs,  que  ces  projections  se  coupent  sur  la 
Dgente  en  A  à  la  conique  K;  en  d'autres  termes,  les  droites  MM' 
mm!  se  coupent  dans  l'espace,  les  normales  en  jx  et  [x'  sont  donc 
Ds  un  même  plan  et  [xjx'  est  tangente  à  une  des  lignes  de  cour- 
ire  qui  se  croisent  au  point  [x. 

CoROLLAiRi:.  —  Étant  donné  le  plan  tangent  à  la  sur/ace  S 
■  point  jA,  si  Von  désigne  par  D  la  droite  suii^ant  laquelle  ce 
tn  coupe  le  plan  P  et  par  A  e^  B  les  points  oà  la  droite  D 
iche  les  deux  coniques  du  faisceau  (E,  e)  qui  lui  sont  tan- 
Iles,  les  droites  [a  A  et  jaB  sont  les  directions  des  axes  de  Vin- 
utrice  au  point  [a. 

connaissant,  comme  je  l'ai  montré  plus  haut,  huit  cônes  de 
olution  circonscrits  à  la  surface  et  la  touchant  au  point  [a,  on 
irrait  construire  sai\s  peine  les  grandeurs  de  ces  axes;  mais  les 
structions  que  l'on  déduit  immédiatement  de  cette  considéra- 
1  ne  me  paraissent  pas  assez  simples  pour  être  rapportées  ici. 

^  Examinons,  dans  quelques  cas  particuliers  remarquables,  ce 

•  devient  la  surface  S. 

^i  la  surface  s  se  réduit  à  la  focale  de  S  située  dans  le  plan  P, 

•  confond  avec  S,  et  l'on  retrouverait  ainsi,  si  on  le  voulait,  les 
■es  de  courbure  de  celte  dernière  surface. 

1  5  se  réduit  à  une  focale  de  S  située  dans  un  plan  perpendicu- 
à  P,  S  est  une  cyclide  de  Dupin.  Supposons  enfin  que  les 
^ces  S  et  5  se  confondent;  soient  M  un  point  quelconque  de  S 
iQ  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  P,  il  est  facile 
oir  que  la  droite  Mm  est  alors  la  symétrique  de  MQ  relative- 
t  au  plan  tangent  mené  en  M  à  la   surface  S;  en  d'autres 
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termes.  Mm  provient  de  la  réflexion  du  rayon  MP  sur  celle  8u^ 
fuce,  et  Ton  voit,  conformément  au  théorème  de  Dupin,  que  loos 
les  rayons  réfléchis  sont  normaux  à  S.  De  la  construction  donnée 
pju*  le  point  «ji  on  déduit  d'ailleurs  que  M]x  =  MP;  la  surfaceSesl 
donc,  dans  ce  cas,  une  anticaus tique  par  réflexion  de  la  surfatt 
(lu  scconfl  ordre,  les  rayons  incidents  étant  parallèles  à  l'un 
de  ses  axes. 


:::tii'Vi 

.:  .dl  i:  '. 

.-"-  *'  * 

r  -i 

..'.n 

\~.l^i 

.[> 


.   ''iT'-'l 


■  'L  -î 


1-    \r  rr 

•  '-^  r- 


rV  ■ 

■  ,'■■11 


10.  De  la  conslruclion  rpie  j'ai  donnée  des  lignes  de  courborc 
(le  ï  on  déduit  facilement  que  les  développables,  lieu  des  normales 
le  long  d'une  de  ces  lignes  de  courbure,  coupent  les  surfaces  da 
second  ordre  S  et  5  suivant  un  svstème  de  lignes  conjuguées:  je 
veux  dire  qu'en  chaque  point  de  l'une  de  ces  surfaces  les  langenles 
aux  courbes  du  syst«>me  qui  s'y  croisent  forment  un  système  de 
droites  conjuguées  relativement  à  l'indicatrice  en  ce  point.  ■'   ^' 

De  là  diverses  conséquences  intéressantes  découlant  immédia- 
tement de  celte  proposition  due  a  M.  Ribaucour  :  «  Si  les  déve- 
loppables lieu  des  normales  à  une  surface  découpent  un  réseau 
conjugué  sur  une  surface  du  second  ordre  S,  elles  y  découpent  utt 
second  réseau  également  conjugué;  elles  tracent  deux  réseaux  con- 
jugués sur  chacune  des  surfaces  homofocales  à  S.  Chacune  des 
développables  est  elle-même  circonscrite  à  une  surface  du  secon* 
ordre  homofocale  à  S  (*)  )). 

11.  Il  est  facile  de  démontrer  que  la  surface  S  la  plus  généra* 
est  une  anticaustique  par  réfraction  dUine  surface  du  s€C9^^ 
ordre,  les  rayons  incidents  étant  parallèles  à  l'un  des  axes    ^ 
cette  surjace. 

A  cet  efiel,  par  une  droite  D  du  plan  P  menons  un  plan  lo^  '^ 
chant  la  surface  S  en  M  et  les  deux  plans  tangents  à  s;  en  apf^^ 
lanl  m  et  m'  les  points  de  contact  de  ces  derniers  plans,  si  T  ^^ 
mène  par  D  des  plans  respectivement  perpendiculaires  à  Mm       ^ 
ù  M//i',  ils  couperont  ces  droites  en  deux  points  jjl  et  uf  situes  s  ^^ 
la  surface  S,  et  que  je  désignerai  sous  le  nom  dépeints  associés  ^^ 
celle  surface  i*elalivement  à  S.  D'une  proposition  que  j'ai  donn^^ 


(')  yoiice  sur  /«  ira\aujr  mathcmaiiques  de  M.  /fittaucour,  1873. 
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ieurement  (*)  il  résulte  que  les  droites  Mjx  etMjx'  sont  ëga- 
it  inclinées  sur  le  plan  MD,  et  que,  par  suite,  les  lon- 
*s  M[x  et  M[jl'  sont  égales. 

aginons  maintenant  la  sphère  ayant  pour  centre  le  point  M  et 
rayon  M[x;  celte  sphère,  d'après  les  propositions  précé- 
s,  louche  la  surface  S  aux  points  [x  et  tx';  les  plans  tangents 
s  à  S  en  ces  points  se  coupent  d'ailleurs  sur  le  plan  P  suivant 
»ile  D  qui  est  située  dans  le  plan  mené  en  M  langentiellement 
On  en  conclut  immédiatement  que  le  rayon  de  la  sphère 
proportionnellement  à  la  distance  de  son  centre  au  plan  P.  La 
;e  S,  qui  est  Tenveloppe  de  cette  sphère,  est  donc,  pour  un 
!  de  réfraction  convenablement  déterminé,  une  anlicaustiquc 
les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  au  plan  P. 

Une  partie  des  résultats  précédents  peut  facilement  être 
alisée.  En  se  reportant,  en  efTet,  à  la  proposition  que  j'ai 
lée  ci-dessus  (n®  7),  on  voit  que  Tanallagmatique,  trajectoire 
^onale  du  système  de  rayons  qu'elle  définit,  est  rejetée  à 
i,  non  seulement  quand  le  plan  fixe  P  est  un  plan  principal 
un  aux  deux  surfaces  homofocales,  mais  encore  dès  qu'il 
par  leur  centre  ;  les  surfaces  trajectoires  de  ces  rayons  doivent 
lire  considérées  comme  des  surfaces  parallèles  à  une  anallag- 
ue  rejetée  à  Pin  fini. 

ir  étudier  directement  ces  surfaces,  considérons  d'abord  une 
g;raatique  S©  déterminée  par  une  surface  du  second  ordre  S 

sphère  0  d'un  rayon  donné  arbitrairement;  étant  donné  un 
quelconque  M  sur  la  surface  S,  en  désignant  par  D  la  distance 
à  la  sphère  (distance  comptée  sur  une  tangente)  et  par  o  la 
ce  constante  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan  quelconque  P 
it  parle  centre  de  S,  si  l'on  considère  une  sphère  ayant  pour 


ur  quelques  propriétés  des  surfaces  anallagmatiques  {Bulletin  de  la 
philomathique,  i8  janvier  1868). 

t  données  deux  surfeuses  homofocales  k  et  B  et  une  droite  D,  menons 
te  droite  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces^  et  soient  b  et  b'  les 
ie  contact  relatifs  à  la  surface  B,  à  l'un  des  points  de  contact  relatif 
rface  A;  les  droites  aby  ab'  sont  dans  un  même  plan  avec  la  normale 
U  a  et  également  inclinées  sur  cette  normale. 
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centre  le  point  M  et  pour  rayon  la  longueur  (D  —  S),  l'envelopP^ 
de  ces   sphères  est  une    surface  parallèle  à  ranallagmatiqis  ^   -«* 

Si  maintenant  on  imagine  que  le  centre  de  la  sphère  6  s'élo  ^ë^^ 
indéfiniment  suivant  une  direction  perpendiculaire  au  plan  P-y     -^"^ 
rayon  conservant  toujours  du  reste  une  valeur  finie,  Tanallag-f '"*^" 
tique  So  est  alors  rejetée  à  Tinfini  :  la  longueur  (D  —  o)  dévie  «^  *'* 
distance  du  point  M  au  |)1an  P  et  la  surface  £  parallèle  à  £«       ^^^^ 
anticaustique  par  réflexion  de  S,  les  rayons  incidents  étant    p.'^  <r- 
pendiculaires  à  P. 

Pour  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette  anlicausli^^  «^ 
je  rappellerai  les  propositions  suivantes,  que  j'ai  données dan^  »^3 
Note  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  anallagmaiic^  ^^^^ 
déjà  citée. 


Etant  donnée  une  surface  anallagmatique  Sq  définie 
moyen  dUtne  surface  de  second  ordre  S  et  d^une  sphère  di^ 
trice  B,  imaginons  la  surface  développable  qui  leur  est  < 
conscrite  :  elle  a  pour  lignes  doubles  quatre  coniques  plar^ 
H  désignant  Vu  ne  quelconque  de  ces  coniques  et  Q  son  p^ 
H  est  situé  sur  une  surface  du  second  ordre  s  homofocale  r"î 
Si  par  une  droite  D,  prise  arbitrairement  dans  le  plan  Q-» 
mène  un  plan  tangent  à  S  et  un  plan  tangent  à  5,  la  droite 
joint  les  points  de  contact  est  normale  à  So- 

Imaginons   une   quelconque   des  coniques  passant  par 
quatre  points  communs  au  plan   Q  et  aux  surfaces  S  e 
lorsque  la  droite  D  roulera  sur  cette  conique,  les  nornir 
à  So  correspondantes  formeront  une  surface  développablG 
traceront  une  ligne  de  courbure  sur  cette  surface  et  sur  ta 
celles  qui  lui  sont  parallèles. 


li- 
es; 

S. 
on 
ai 


13.   Appliquons  cette  proposition  au  cas  où  la  sphère  B  s'éloi 
à  rinfini  dans  une  direction   II  perpendiculaire  au  plan  P; 
ravon   demeurant   fini.  La   surface  développable  circonscril^ 


réduit  alors  sensiblement  à  deux  cylindres  infiniment  peu  i 
rents  l'un  de  Taulre  et  dont  les  génératrices  sont  sensiblei  i 
parallèles  à  II.  Une  seule  de  ses  lignes  doubles  est  à  distance  & 
c^est  une  conique  diflerant  infiniment  peu  de  la  section  de  1^- 
face  S  par  le  plan  conjugué  à  la  direction  II;  la  surface  hoil^ 


o 

soa 
r  se 

meal 
jie  ; 

fo. 
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cale  qui  la  renferme  difTère  elle-même  infinimenl  peu  de  S;  on 
peul  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Considérons  des  rayons  lumineux  parallèles  à  une  direc- 
tion n  et  venant  se  réfléchir  sur  une  sur/ace  de  second  ordre  S  ; 
sou  û  la  courbe  de  contact  de  cette  surface  avec  la  dévelop- 
pable  (*)  isotrope  qui  lui  est  circonscrite.  Le  plan  conjugué  à 
la  direction  II  rencontre  û  en  quatre  points;  considérons  l'une 
quelconque  des  coniques  qui  passe  par  ces  quatre  points;  sa 
polaire,  relativement  à  S^  est  un  cylindre  du  second  ordre 
coupant  S  suivant  une  biquadratique.  Les  rayons  réfléchis  le 
'^^g  de  cette  biquadratique  forment  une  surface  développable^ 
Cl  par  conséquent  déterminent  sur  U  anticaustique  une  ligne 
de  courbure. 

14.  Les  mêmes  considéralions  s'appliquent  au  cas  de  la  réfrac- 
tion, en  supposant  que  la  sphère  0,  en  s'éloignanl  à  Tinfini, 
demeure  toujours  inscrite  dans  un  cône  de  révolution  donné. 

On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant  : 

£^ tant  données  deux  surfaces  homofocales  du  second  ordre  S 

^^  «5  et  un  plan  fixe  V  passant  par  leur  centre  commun,  si,  par 

t^^e  droite  D  prise  arbitrairement  dans  le  plan  P,  on  mène  un 

P^^^ri  tangent  à  S  et  un  plan  tangent  à  s,  la  droite  qui  Joint 

tes  jooints  de  contact  engendre,  lorsque  D  se  déplace,  un  sys- 

^^^^^e  de  rayons. 

ous  ces  rayons  peuvent  être  considérés  comme  provenant 
rayons  incidents  parallèles  et  se  réfractant  sur  S  avec  un 
^f^^^ice  de  réfraction  convenablement  choisi;  ils  peuvent  être 
^^^''"^lement  considérés  comme  provenant  des  rayons  incidents 
allèles  et  se  réfractant  sur  5,  la  direction  de  ces  seconds 
ans  et  leur  indice  de  réfraction  étant  généralement  diflé- 
ts  de  la  première  direction  et  du  premier  indice  de  réfrac- 


'«-^. 


^es  rayons  sont  normaux  à  deux  anticaustiques  par  ré  frac- 


^    ')  J'appelle  ainsi  la  développable  dans  laquelle  sont  inscrites  toutes  les  sur- 
^«s  homofocales  à  S. 
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tioriy  la  première  relative  à  la  surface  S  et  la  deuxième  à  la 
surface  5,  et  l'on  peut  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces 
anticaustiques. 

Je  ne  sais  si  Ton  avait  remarqué  les  rapports  étroits  qui  relient 
entre  elles  la  théorie  des  anlicaustiques  des  surfaces  du  second 
ordre  et  la  théorie  des  surfaces  homofocales,  non  plus  que  la 
détermination  simple  qui  en  résulte  de  leurs  lignes  de  courbure. 


SUR  LES  LIGNES  GÉODÉSIQUES 


DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 


Annales  de  Mathématiques,  1876. 


En  désignanl,  en  un  point  d'une  eilipsc,  par  pie  rayon  de  cour- 

kiire  de  celle  ellipse,  et  par  -,'  la  dérivée  de  ce  rayon  par  rapport 

à  Tare,  Maclaurin  a  montré  comment  la  valeur  de  cette  dérivée 
pouvait  se  déduire  de  Tangle  que  fait  la  normale  à  Tellipse  au 
point  considéré  avec  le  diamètre  qui  passe  en  ce  point.  On  peut, 
si  l'on  veut,  énoncer  de  la  façon  suivante  le  théorème  de  Maclaurin  : 

En  un  point  M  d^une  ellipse,  portons  sur  la  tangente  une 
longueur  égale   à  -  et  sur  la  normale  une   longueur  égale 

€1  —  %  Zi'  "'  '"^  résultante  de  ces  deux  longueurs,  composées 
comme  des  Jorces,  est  perpendiculaire  au  diamètre  OM. 

Les  lignes  géodésiques  des  surfaces  du  second  ordre  jouissent 
d'une  propriété  semblable  : 

Siy  en  un  point  M  d*une  ligne  géodésique  tracée  sur  une 
surface  du  second  ordre,  nous  portons  sur  la  tangente  MT  à 

cette  courbe  une  longueur  égale  à  ~  >  sur  la  normale  principale 
une  longueur  é^ale  à  —  iz-r-^^^  sur  la  normale  au  plan 

osculateur  une  longueur  égale  à  -{r  désignant  le  niyon  de  tor- 
sion au  point  considéré),  la  résultante  de  ces  trois  longueurs 
composées  comme  des  forces  est  perpendiculaire  au  plan  dia- 
métrai  conjugué  de  la  direction  MT. 
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J^ai  considéré  ici,  pour  simplifier  TénoDcé,  les  composaDle^  ^' 
—  r  ^  ~®t  -î  mais  il  est  plus  convenable,  dans  d^autres  applica'' 
lions,  de  considérer  les  composantes  proportionnelles  -r»  — x  ^-i^ 

Vi  .  ".'"  .     *^' 

et— >  ces  composantes  conservant  d'ailleurs  les  directions  qae 

j'ai  indiquées. 

Pour  abréger,  appelons,  si  l'on  veut,  pour  un  instant,  axe  de 
courbure  au  point  M  la  composante  ainsi  définie  ;  on  pourra  énon- 
cer la  proposition  suivante  : 

Si  MT  et  M'T'  désignent  deux  droites  quelconques  tou- 
chant une  même  ligne  géodésique  tracée  sur  une  sur/ace  du 
second  ordre  aux  points  M  et  W,  la  projection  de  Vaxe  de 
courbure  en  M  sur  la  tangente  en  M'  est  égale  à  la  projection 
de  l'axe  de  courbure  en  W  sur  la  tangente  en  M. 

Si  MT  et  M'T'  étaient  tangentes  à  deux  lignes  géodésiques  difTé* 
rentes,  tracées  sur  une  même  surface  du  second  ordre,  le  rapport 
des  deux  projections  dont  je  viens  de  parler  demeurerait  constant 
lorsque  les  droites  se  déplaceraient  tangentiellement  aux  lignes 
géodésiques;  à  quoi  j'ajouterai  que  les  projections  sont  encore 
égales  si  les  deux  lignes  géodésiques  sont  tangentes  à  une  même 
ligne  de  courbure. 


SUR  LES  COURBES  GAUCHES 


ET 


«  « 


SOR  LA  VALEUR  BE  LA  TORSION  EN  UN  POINT  DTNE  LIGNE  GEODESIQUE 


TRAGBE  SUR  UNE  SURFACE  DU  SECOND  ORDRE. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1875-1876. 


\ .  Considérons  une  courbe  gauche  quelconque  rapportée  à  Irois 
axes  rectangulaires  cl  dont  les  équations  soient  J7  =  X,  y  =zYf 
js  s=  Z,  X,  Y  et  Z  étant  trois  fondions  données  d'une  même 
variable  indépendante  t.  En  chaque  point  m  de  cette  ligne, 
menons  une  droite  m  [x  normale  à  cette  courbe  et  dont  la  longueur, 
ainsi  que  la  direction,  soient  fixées  à  chaque  instant  par  la  valeur 
de  la  variable  t  correspondant  au  point  m.  Projetons  ensuite  sur  la 
corde  mm!  les  segments  normaux  m  jjl  et  m' [jl  menés  respectivement 
par  les  extrémités  de  cette  corde  ;  je  me  propose  d'abord  d'évaluer 
la  somme  algébrique  de  ces  projections. 

En  désignant  par  <o  cette  somme,  par  A,  B,  G  les  dérivées  de 
X,  Y,  Z  par  rapport  à  ^  et  par  L,  M,  N  les  projections  sur  les  axes 
du  segment  mpi,  on  a  évidemment 

MM  .  (u  =  >   [dx-\ 1 •  •  •  )  (  21 L  -+-  c^L  H •  •  • 

^ÊÉ  \  1.2        I .  s>. .  3       /  \  I .  Jt        / 

V^/,   ^        Mdt^       ydt^       \/    ,         ,,        d^h       \ 

4Ld  \  I  .  '2  1.2.3  /  \  1.2  / 

Je  poserai,  pour  abréger, 
(i)  MM'.<D  =  P, h  Pj ^  -h... H -h..., 

^    ^  1.2  1.2.3  1.2.  ..(/l-hl) 

le  coefficient  de  dt  étant  nul  dans  ce  développement,  en  vertu  de 


4}6 

l'équation  SAL 
courbe. 
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o,  qui  exprime  que  le  segment  est  Dormal  à  U 


i-.tOiV 


2.  Des  considéralions  très   simples  montrent  im média teID^I^^ 
que  chaque  coefficient  d'ordre  pair  P2rt  s'exprime  linéairement-     i^^ 
moyen  des  coefficients  d'ordre  inférieur  et  de  leurs  dérivées  ^ 
s'annule  donc  en  même  temps  que  ces  derniers;  par  suite,  la  f^ 
mule  (i)  montre  que  (onc  peut  être  qu'un  infiniment  petit  d'orc 
impair, 

Pi  et  P2  étant  identiquement  nuls,  on  voit  que  généralemen 
quantité  to  sera  du  troisième  ordre;  si  elle  est  d'un  ordre  su 
rieur,  elle  sera  du  cinquième  ordre  et  l'équation  suivante  devra  ê 
satisfaite  : 


(a) 


i:A'L-h32A'L'=o. 


Si  elle  est  d'un  ordre  supérieur  au  cinquième,  elle  sera  du 
tième,  avec  la  condition  suivante  : 


(3) 


SA'^L-+-5SA''L-+-ioi:A'L'=o. 


Enfin,  si  elle  est  d'un  ordre  supérieur  au  septième,  elle  si 
identiquement  nulle,  avec  la  condition 


(4) 


2A^'L-+-72A^L'-+-2i2A»^L'-+-35SA''L"=o, 


et  alors  la  courbe /?OMrra  être  placée  sur  une  sur/ace  du  seco 
ordre. 

3.  Si  l'on  se  propose,  étant  donnée  une  courbe,  de  trouver 
système  de  segments  normaux  ayant  cette  courbe  pour  base  et  K 
que  (o  soit  une  quantité  infiniment  petite  du  septième  ordre» 
devra  déterminer  les  segments  par  les  équations  (a)  et  (3). 

Je  les  transformerai  d'abord  en  définissant,  en  chaque  poia^ 
la  courbe,  le  segment  normal  par  ses  deux  projections  U  et  W 
la  normale  principale  et  sur  la  binormale  en  ce  point.  En  design  ^* 
suivant  l'usage  habituel,  par  p  et  par  r  le  rayon  de  courbure  ^^ 
rayon  de  torsion  de  la  courbe  au  point  considéré^  et  en  pref^^ 
l'arc  s  comme  variable  indépendante,  les  formules  (2)  et  (3  ^ 
mettront  facilement,  au  moyen  des  formules  de  M.  Serret,  sou^ 


ftjr 

11 
le 

ni 

se 
h 


i 


SDR  LES  COURBES  OADCBES.  44? 

toxane  suivante  : 

.......(i)-I^'.L[..(i).i(±.j,)..j 

.w.,[->(i)_l..(I) 

En  éliminant  W  entre  les  deux  équations  précédentes,  on 
obtiendra  une  équation  linéaire  et  du  troisième  ordre  pour  déter- 
miner U;  on  voit  donc  que,  la  courbe  étant  donnée,  le  problème 
qne  je  m'étais  proposé  a  une  infinité  de  solutions,  qui  toutes  peu- 
vent se  déduire  de  trois  solutions  indépendantes,  conséquence  à 
laquelle  quelques  propositions  géométriques  très  simples  condui- 
raient directement. 

4.  Laissant  de  côté  ces  considérations  générales,  ainsi  que  les 
conséquences  qui  en  découlent  relativement  aux  équations  diffé- 
rentielles (entre  r,  p  et  s)  qui  définissent  les  courbes  que  Ton  peut 
tracer  sur  une  surface  de  second  ordre,  les  biquadratiques  gauches 
(par  lesquelles  on  peut  faire  passer  une  infinité  simple  de  surfaces 
du  second  ordre),  et  les  cubiques  gauches  (par  lesquelles  on  peut 
faire  passer  une  infinité  double  de  surfaces  du  second  ordre),  je 
vais  rechercher  quelles  sont  les  courbes  que  Ton  peut  prendre 
comme  base  de  segments  normaux  dirigés  suivant  les  normales 
principales  de  la  courbe  et  jouissant  de  la  propriété  que  o)  soit 
du  septième  ordre. 

On  devra,  dans  les  équations  précédentes,  poser  W  =  o;  Téqua- 
lion  (a')  s'intègre  alors  immédiatement  et  donne 

U  =  atp», 
a  désignant  une  constante  arbitraire.  Portons  cette  valeur  de  U 
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dans  Féquation  (3');  il  vient,  toutes  réductions  faites, 


(5) 


,^(l)-<s,.(i)..(i).2f^..(l) 


Il  est  remarquable  que  cette  équation  puisse  s'intégrer  s 
établir  aucune  relation  entre  p  et  r;  si  on  l'intègre  en  eflet  en  c 

sidérant  -  comme  la  fonction  inconnue  (ce  qui  ne  présente  aucw 

difficulté),  on  trouve  que  la  quantité  sous  le  signe  /  est  une  difle 
rentielle  exacte,  et  l'on  obtient  l'intégrale  suivante  : 


(6) 


c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  torsion  et  la  cour- 
bure d'une  courbe  pour  qu'elle  jouisse  de  la  propriété  énoncée 
ci-dessus. 

o.  En  particulier,  on  peut  remarquer  que,  si  une  ligne  géodé- 
sique  est  Iracce  sur  une  surface  du  second  ordre  quelconque,  en 
portant  en  chaque  point  de  la  courbe  sur  la  normale  principale 

une  longueur  proportionnelle  à  Ç/p,  les  segments  ainsi  obtenus 
jouissent  de  la  propriété  que  la  somme  algébrique  des  projections 
de  deux  dVnlre  eux,  sur  la  corde  qui  joint  leurs  pieds,  est  identi- 
quement nulle;  la  quantité  que  j'ai  appelée  w  étant  nulle,  on  voit 
qu'en  chaque  point  d^ine  telle  ligne  géodésique  la  torsion  est 
donnée  par  la  relation  (6),  la  constante  C  ayant  une  valeur  conve- 
nablement déterminée. 
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DES 


SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1876. 


*  •    Soient  A  une  surface  du  second  ordre  elK  l'une  quelconque 
oc  Ses  lignes  de  courbure.  On  peut  faire  passer  parK  une  infmllé 
de  Siirfaces  du  second  ordre  5  soit  A'  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
^la  posé  : 

La  surface  développable,  circonscrite  à  h,  et  A',  touche  A  sui- 
^Qnt  une  de  ses  lignes  de  courbure. 

En  d'autres  termes  : 

Étant  donné  un  plan  tangent  quelconque  à  la  surjace  A  qui 
la  touche  au  point  M,  on  peut,  par  K,  mener  deux  autres  sur- 
faces du  second  ordre  qui  touchent  le  plan;  si  l^on  désigne 
par  \eth  leurs  points  de  contact,  les  droites  MA  et  MB  sont  les 
tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  A  qui  se  croisent  au 
point  M. 

2.  Les  sur/aces  quadricuspidaleSj  étudiées  par  M.  de  la  Goui- 
nerie,  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  surfaces  du 
second  ordre  A'.  - 

Si,  par  la  biquadratique  K,  on  mène  une  quadricuspidale 
quelconque,  la  surface  déi^eloppable  circonscrite  à  K  i^t  à  la 
quadricuspidale  touche  A  suivant  une  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

L.  —  11.  39 


SUR  LE  LIEU  DES  POINTS  TELS,  QUE  LES  TANGENTES 
MENÉES  DE  CES  POINTS  A  DEUX  COURBES  PLANES 
SOIENT  ÉGALES  ENTRE  ELLES. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1877. 


i.  Soient  S  cl  S'  deux  courbes  planes,  met /n' deux  points  situés 
respectivement  sur  ces  courbes  et  tels  que,  les  tangentes  menées 
en  ces  points  se  coupant  en  /,  on  ait  mt  =  m' t. 

Pour  déterminer  le  lieu  du  point  ^,  je  m'appuierai  sur  le  lemme 
suivant,  dont  Tévidence  est  immédiate  : 

Si  Von  fait  la  perspective  stéréo  graphique  des  courbes  S 
et  S'  sur  une  sphère,  en  appelant  O  le  centre  de  la  projection, 
S  et  2'  les  courbes  perspectives  de  S  et  de  S',  [x  et  p'  les  points 
correspondant  à  m  et  m',  les  tangentes  menées  en  ix  et  {jl'  aux 
courbes  S  et  S'  se  rencontrent  en  un  point  de  V espace  S  qui  est 
situé  sur  le  rayon  Ot. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

2.  De  ce  lemme  résulte  immédiatement  la  construction  suivante 
du  lieu  des  points  t. 

Faisons,  sur  une  sphère  quelconque,  la  perspective  stércogra- 
phique  des  courbes  données  S  et  S'  et  imaginons  les  deux  surfaces 
développables  qui  ont  pour  arêtes  de  rebroussement  les  deux 
courbes  perspectives  S  et  S'.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
une  courbe  gauche  K;  imaginons  maintenant  le  cône  ayant  pour 
base  K  et  pour  sommet  le  centre  O  de  la  perspective  :  ce  cône 
couperh  le  plan  de  S  et  de  S'  suivant  le  lieu  cherché. 

3.  Etant  donnée  une  courbe  plane  S,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  une  courbe  T  telle  que  deux  des  tangent^es  que  l'on 


r 
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peut  mener  de  chacun  des  points  de  cette  courbe  à  S  soient  égales 
entre  elles. 

Pour  résoudre  ce  problème,  faisons  sur  une  sphère  quelconque 
la  projection  sléréographique  de  S.  La  courbe  perspective  I]  est 
Tarête  de  rebrousscment  d'une  surface  développable;  soit  K  la 
ligne  nodale  de  cette  surface. 

Si  Ton  imagine  le  cône  ajant  pour  base  K  et  pour  sommet  le 
centre  O  de  la  perspective,  ce  cône  coupe  le  plan  de  S  suU'ant  la 
courbe  T. 


SUR  LES  NORMALES 


QUE  l'on   peut   mener 


D'UN    POINT    DONNÉ    A    UNE    CONIQUE 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences;  1877 


1.  Je  m'appuîeraî  sur  les  deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  Von  considère  trois  des  normales  que  l'on 
peut  mener  d'un  point  M  à  une  conique,  la  droite  qui  joint  le 
point  M  au  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  pieds  de  ces 
normales  a  pour  conjuguée  harmonique,  relativement  à  ces 
trois  normales,  la  quatrième  normale,  que  l'on  peut  mener  du 
point  M  à  la  courbe. 

Théorème  IL  —  Si  Von  désigne  par  a,  6,  c,  d  les  pieds  des 
normales  que  Von  peut  mener  d^un  point  M  à  une  conique,  et 
par  h.^  B,  C,  D  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
bcd,  cda^  dab  et  abcj  les  droites  menées  respectivement  par 
ces  points  parallèlement  aux  normales  Ma,  M 6,  Me  et  Mrf  se 
coupent  en  un  même  point  [jl. 

Ce  point  est  situé  sur  la  droite  qui  /oint  le  point  M  au  centre 
de  la  conique,  de  Vautre  côté'  de  ce  centre  et  à  une  distance 
moitié  moindre. 

En  conservant  les  notations  précédentes,  on  déduit  du  théo- 
rème I  que  la  droite  MA  est  l'une  des  deux  droites  qui  constituent 
la  polaire  conique  de  Ma  relativement  aux  droites  M 6,  Me  et  Mrf. 

Déterminons  les  directions  des  quatre  normales  par  des  para- 
mètres qui  soient  les  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré 

U  =  ax^-{-  .\bx^y  -h  Gcar*^*-+-  ^dxy^-^  ey''\ 
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en  désignant  par  H  el  S  le  hessien  et  Tinvariant  quadratique  de  U| 
on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

JLes  directions  des  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MD  sont 
déterminées  par  les  racines  de  latine  des  équations  suii'antes  : 

H-+-l/|u  =  o        et        n-4/-J.U=o, 

2-  Tbéorème  III.  —  Si  l'on  mène  par  le  point  M  deux  pa- 
^ci listes  aux  axes  de  la  conique  et  si  Von  joint  ce  point  au 
certiw^^  de  cette  conique^  les  trois  droites  ainsi  obtenues  jouis^ 
sene  ^e  la  propriété  suivante  :  la  conjuguée  harmonique  de 
^  uri^  quelconque  d'entre  elles,  relativement  aux  deux  autres^ 
^^  <^owïfond  avec  la  conjuguée  harmonique  de  la  même  droite 
^^^^^^ivement  au  faisceau  des  normales  passant  par  le  point  M. 

A.o.aljliquement,  si   ~   est  le  paramètre  définissant  une  quel- 

concjtie  des  directions  dont  je  viens  de  parler,  les  directions  des 
^'^  X.  autres  sont  déterminées  par  les  racines  de  l'équation 


(O 


I< 


-irri^{cx^-Jridxy-^ey^)ûii/  :^(xri—y\)'i  =  o, 
dical  étant  pris  avec  un  signe  convenable. 


ox^ 


«.   Étant  données  quatre  droites  passant  par  un  même  point  M,. 

leutse  proposer  de  déterminer  les  coniques  qui  coupent  ortho- 

ileraent  ces  quatre  droites.  Laissant  de  côlé  les  cercles  ayant 

*^      ^*  T  centre  le  point  M,  on  voit  qu'il  y  a  encore  une  infinité  de 

^-^tions;  le  problème  sera  complètement  déterminé,  si  l'on  assu- 

^^t  les  coniques  à  passer  par  un  point  donné  sur  Tune  des  droites 

â  toute  autre  condition  analogue. 
^IDn  trouve  alors  quatre  solutions,  et  le  problème  peut  se  résoudre 
^     miojen  de  la  règle  et  du  compas. 

Si  l'on  veut,  en  effet,  chercher  le  lieu  des  centres  des  coniques 
^isfaisant  à  la  question,  on  voit  qu'il  se  compose  de  droites  dont 

**    directions  sont  déterminées  par  les  valeurs  de  —>  pour  les- 
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quelles  les  racines  de  l'équation  (i)  en  (Ç,  tj)  correspondent  à  deux 
directions  rectangulaires.  Si  l'on  représente  par 

l'équation  correspondant  aux  directions  parallèles  aux  asymptotes 
du  cercle,  les  directions  des  droites,  qui  joignent  M  aux  centres 
des  coniques  satisfaisant  à  la  question,  correspondront  aux  racines 
de  l'équation 

[(a Y  —  26p-+-ca)r«-+-2(6Y— 2cp-+-cfa)irj^H-(cY  —  arf^-H  ««)>'*]* 

3 

équation  du  quatrième  degré,  résoluble  par  l'extraction  de  simples 
racines  carrées. 

4.  Géométriquement,  le  problème  proposé  peut  se  résoudre  de 
la  façon  suivante  :  menons  un  cercle  quelconque  passant  par  M 
et  coupant  les  normales  données  en  a^  6,  c,  d\  appelons  A,  K, 
C,  D  les  tangentes  menées  au  cercle  par  ces  points.  On  peut  con- 
struire deux  coniques  tangentes  à  ces  quatre  droites,  et  telles  qu'on 
puisse  circonscrire  à  chacune  d'elles  un  triangle  ajantses  sommets 
sur  la  conique  donnée.  Soit  K  l'une  de  ces  coniques;  on  la  déter- 
minera de  la  façon  suivante  :  construisons  les  deux  droites  qui 
constituent  la  conique  polaire  de  Oa  par  rapport  au  faisceau  06, 
Oc,  Orf;  choisissons  arbitrairement  l'une  de  ces  droites,  et  soit 
a  le  point  où  elle  coupe  le  cercle.  Cela  posé,  la  conique  K  sera 
déterminée  par  cinq  tangentes,  qui  seront  A,  B,  G,  D  et  la  droite  oa. 
Par  le  centre  du  cercle,  nous  pourrons  mener  deux  tangentes  à 
la  conique  ainsi  définie.  Soient  p  ^l  q  les  points  où  l'une  de  ces 
tangentes  coupe  le  cercle;  construisons  le  troisième  sommet  r  du 
triangle  circonscrit  à  K,  inscrit  dans  le  cercle  et  ayant  pour  côté 
le  segment /;/jr.  Ces  constructions  peuvent  évidemment  s'efFectuer 
sans  tracer  la  conique  K. 

Si  alors,  par  le  point  r,  on  mène  des  parallèles  aux  droites  rec- 
tangulaires M/>  et  M^,  on  pourra  construire  une  conique  ajant 
pour  axes  ces  parallèles  et  normale  aux  quatre  droites. 

On  obtiendra  ainsi,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  les 
quatre  solutions  du  problème. 
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Je  ferai  observer,  en  terminant,  que  les  qiialre  droites,  qui 
joignent  au  point  M  les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  K, 
contiennent  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  divers  triangles 
Jéternninés  par  les  pieds  des  quatre  normales. 


SUR  LES  NORMALES 

QUE  l'on   peut  mener 

D'UN    POINT    DONNÉ    A    UNE    CONIQUE 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1877. 


1.  Je  m^appuierai  sur  le  beau  théorème  suivant,  dû  à  M.  Liou 
ville  (*): 

Si,  aux  quatre  points  dUntersection  d^un  cercle  et  dUine  co- 
nique, on  mène  des  normales  à  la  conique,  et  si,  par  le  centre 
du  cercle,  on  mène  une  sécante  quelconque,  le  centre  harmo- 
nique du  centre  du  cercle,  par  rapport  aux  quatre  points  où 
la  sécante  coupe  les  normales,  est  situé  à  V infini. 

Considérons  maintenant  (^)  les  quatre  normales  Ma,  Mfc,  Me 
et  Mr/,  que  d'un  point  M  on  peut  abaisser  sur  une  conique  donnée. 
Désignons  par  A  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  fc,  r,  d 
de  trois  de  ces  normales,  déterminons  le  point  M'  symétrique  du 
point  M  par  rapport  au  centre  O  de  la  conique,  et  par  ce  point 
menons  une  parallèle  Ma'  à  la  normale  Ma.  Puisque  OM'  =  OM, 
il  est  clair  que  a  et  ol  sont  deux  points  diamétralement  opposés 
de  la  conique,  et,  d'après  une  élégante  proposition  due  à  Joa- 
chimsthal,  on  sait  que  les  quatre  points  a',  fc,  c,  d  sont  situés  sur 
un  même  cercle. 

Par  suite,  d'après  le  théorème  de  M.  Liouvillc,  si  l'on  mène  par 


(  *  )  Mémoire  sur  quelques  'propositions  générales  de  Géométrie  et  sur  la 
théorie  de  l'élimination  {^Journal  de  Mathématiques,  l.  VI,   !'•  série,  p.  4o3). 
(M  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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le  point  A  une  sécante  quelconque,  le  conjugué  harmonique. de  A 
/)âr  rapport  aux  quatre  points  où  la  sécante  coupe  les  droites  M'a', 
Mb,  Me,  Md  est  situé  à  Tinfini. 
Considérons,  en  particulier,  la  sécante  Ajji  parallèle  à  M'a'  et 
par  conséquent  à  Ma,  le  point  de  rencontre  avec  M'a'  étant  rejeté 
à  l'infini,  on  en  déduit  immédiatement  que  Ma  est  la  conjuguée 
harmonique  de  MA  relativement  au  faisceau  des  normales  M6, 
Afo,  Md. 

Supposons  maintenant  que  la  sécante  passe  par  le  point  M,  on 

I  3 

1 
d'où  il  suit 


Xa  "^  AM  ~  ^' 


A  M 
«A  =  -z— 


ons  par  le  point  A  une  parallèle  à  Ma,  et  soit  tji  le  point  où 

^^^t.«  parallèle  coupe  le  diamètre  OM;  le  point  iji  décrira  le  seg- 

'•^^xi^tMM'  dans  le  rapport  de  3  à  i.  On  voit  donc  qu'il  est  situé 

**^*^    le  prolongement  du  rayon  MO  et  à  une  distance  du  centre 

S^le  à  la  moitié  de  ce  rayon;  ce  point  sera  d'ailleurs  le  même, 

*I^^^He  que  soit  celle  des  quatre  normales  que  l'on  considère. 

^n  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

HÉOREME  I.  —  Sî  Von  considère  trois  des  normales  que  Pon 
tt  mener  d^un  point  M  à  une  conique,  la  droite  qui  joint  le 
d^t  M  au  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  pieds  de  ces 
"^males  a  pour  conjuguée  harmonique,  relativement  à  ces 
4s  normales,  la  quatrième  normale  que  l'on  peut  mener  du 
^nt  M  à  la  courbe. 

^TThéorème  11.  —  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c,  d  les  pieds  des 

"^^itre  normales  que  l^on  peut  mener  d^un  point  M  à  une  co- 

'^ue,  et  par  A,  B,  C,  D  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux 

^^ngles  bcd^  cda,  dab  et  abc,  les  droites  menées  respective  ment 

r  ces  points,  parallèlement  aux  normalesMa,  M6,  Me  et  Mrf, 

coupent  en  un  même  point  [jl. 

Ce  point  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  centre 
?  la  conique,  de  Vautre  côté  de  ce  centre  et  à  une  distance 
oitié  moindre. 


k 


r 
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2.  Il  résulte  de  là  que,  sî  Ton  considère  Tune  quelconqu^^^  des 
normales  Ma  que  Ton  peut  mener  par  le  point  M,   la  droite  MA 

qui  joint  ce  point  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Ici 

est  r///2(?  des  deux  droites  qui  constituent  la  polaire  conique  Am^ — eM^ 
relativement  au  faisceau  M6,  Me,  Me/. 

Par  suite,  si  Ton  détermine  pour  chacune  des  normales  sa po- 
laire conique  par  rapport  aux  trois  autres,  on  obtiendra  huit  dr  ^^ohes 
sur  lesquelles  se  trouveront  les  quatre  centres  A,  B,  C  et  EI^  des 
cercles  circonscrits. 

Soit 

U  =  ax^-h  ^bx^y  -+■  Gcx^y^-^  ^dx^~\-  ey^=  o 


une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  déterminent 
directions  des  quatre  normales  issues  du  point  M,  et  a  unerac/' 
de  cette  équation  déterminant  une  des  normales.  Les  directio 
des  trois  autres  seront  données  par  l'équation 


les 
nc 


X  —  %/ 


et  la  polaire  conique  de  la  première  normale,  par  rapport  aux  Irois^ 
autres,  par  l'équation 

af  3a  j-'-t-  a(46-f-  aoi)  xy  -^. .  .]-^  [{  \b  -»r  aaL)x^-^. . .]  =r  o. 

Pour  obtenir  réqualion  délcrminant  les  huit  droites  dont  j'ai  parlé 
plus  haut,  il  faut  éliminer  a  entre  cette  relation  et  la  relation 
U(a,  i)  =  o;  comme,  d'ailleurs,  le  résultat  doit  être  un  covariaiil 
de  U,  nous  n'avons  besoin  que  de  calculer  le  terme  du  degré  plus 
élevé.  Nous  ferons  donc  ^  =:  o,  et  il  restera  à  éliminer  a  entre  les 
équations  aa  -[-  6  =  oet  U(a,  i)=  o;  le  résultant,  multiplié  par  x', 
devient 

Si  donc  on  désigne  par  H  le  hessien  de  U,  et  par  S  son  invariant 
quadratique,  l'équation  (|ui  détermine  les  huit  droites  est 

SU»— 3H2=^o. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres 

H+1/-3U-0        et        H-t/Ju=o. 


is 
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Comme  je  le  montrerai  plus  loin,  le  faisceau  des  quatre  droites 
iMA,  MB,  MC  et  MD  est  déterminé  par  Tune  de  ces  équations. 

3.  Théorème  III.  —  Si  Von  joint  le  point  M  au  centre  O  de 
laconique,  et  si,  par  le  même  point ,  on  mène  des  parallèlesMX. 
et  MY  aux  axes  de  cette  conique,  les  trois  droites  ainsi  obte- 
nues  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

La  conjuguée  harmonique  de  chacune  d'elles,  par  rapport 
au  faisceau  des  normales  issu  du  point  M,  se  conjond  avec  sa 
conjuguée  harmonique  relativement  aux  deux  autres  droites, 

La  vériGcation  de  ce  théorème  se  fait  très  simplement  en  remar- 
quant que,  si  Ton  rapporte  la  conique  à  ses  axes,  Inéquation  qui 
donne  les  coefficients  angulaires  de  normales  issues  du  point  (^,1^) 
est 

4.  Soit,  comme  précédemment,  U  =  o  Téquation  qui  détermine 
les  directions  des  quatre  normales  issues  du  point  M;  pour  abré- 
ger, je  dirai  simplement  que  c^est  Téqualion  de  ces  normales,  et 
je  me  servirai  d'une  expression  semblable  pour  les  autres  systèmes 
de  droites  que  j'aurai  à  considérer.  Soit,  de  plus, 

Téquation  de  deux  quelconques  des  trois  droites  MO,  MX  et  MY. 
Le  théorème  précédent  montre  qu*un  certain  invariant  des  formes 
tt et  U  doit  être  nul;  pour  calculer  cet  invariant,  je  supposerai  la 
forme  U  réduite  à  sa  forme  canonique,  en  posant  a  =  y  =  o,  et  les 
deux  droites  auront  simplement  pour  équation  xy  =  o  ;  soit,  de 
plus,  xr^  — y\  =  o  Téquation  de  la  troisième  droite. 

Les  conjuguées  harmoniques  de  j?  =  o,  relativement  à  U  =  o  et 
Y{xr^  — y^)  =  o,  sont  respectivement 

dx-^ey    et    arij  — a^-Ç; 

d*après  le  théorème  précédent,  on  a  donc 

arfj-herj  =  o. 

De  même,  les  conjagaées  harmoniques  de^=o,  relativement  à 
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U  =1  o  et  X (x7i  — yli)  =  o,  sont  respectivement 

ax-^-by    et    axr^ — y\\ 

on  a  donc  également 

a^  -h  iÔYj  =  o. 

Eliminant  i  et  tj  entre  les  relations  précédentes,  il  vient 

ae  —  ibd  =  o. 

Écrivons  maintenant  la  relation  suivante  : 

où,  comme  on  le  voit,  le  premier  membre  ne  renferme  que  Jcs 
invariants  de  U  et  de  w  (*).  D'ailleurs,  quand  on  y  fait  a  =  Y^^» 
celte  relation  se  réduit  à  la  relation  ae  —  4^rf=o>  que  nous  me- 
nons de  trouver.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante*. 

Si  Von  désigne  rcspectii'emeni par  u  z=zo  et  U  =  o  les  équa- 
tions des  quatre  normales  issues  du  point  M  et  de  deux  quel- 
conques des  droites  OM,  OX  etOY,  les  invariants  des/ormesu 
et  U  sont  reliés  par  la  relation  (i). 

5.  Désignons  par  «^  et  -  les  paramètres  qui  Gxent  les  directions 

de  deux  quelconques  des  droites  OM,  OX  etOY;  on  pourra  poseï 

évidemment 

a  — ?.3 


— :  > 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  on  obtiendra  la  re 
lation  suivante  : 

(  Ç*(aa:*-+-  7.bxy  -4-cj'*)  4-  2Jtj(^^*-h  icxy  -¥-  dy^) 
(2)  /S 

I  -î-T,«  (car» -H  2^^-7-4-6^2)  ±4/  -^(aTTl  —  jt)î  =  0. 

Cette  équation  déterminera,  quand  on  se  donnera  la  direction  ~  d 
Tune  des  trois  droites,  les  directions  des  deux  autres. 

(  '  )  Voir  Salmox,  Higher  Algebra,  3«  édilion,  p.  aoo. 
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6.  Je  me  proposerai  maintenant  le  problème  suivant  : 

Déterminer  les  coniques  qui  coupent  orthogonalement  quatre 
droites  données  passant  par  un  même  point  M. 

Je  ferai  abstraction  des  cercles  ayant  pour  centre  le  point  M  et 
loi  satisfont  évidemment  au  problème;  il  y  a  encore  une  infinité 
^e  solutions,  et  l'on  pourra  préciser  la  question  en  assujettissant, 
P^  exemple,  les  coniques  à  passer  par  un  point  fixe  pris  sur  Tune 
des  droites. 

Je  désignerai,  comme  ci-dessus,  par  U  =  o  l'équation  des  quatre 
droitesdonnées.  Cela  posé,  pour  déterminer  les  droites  qui  joignent 
Iq  point  M  aux  centres  des  coniques  qui  sont  des  solutions  du  pro- 
blème, il  suffira  d'exprimer  que  les  racines  de  l'équation  (2)  en  (i,Ti) 
correspondent  à  deux  directious  rectangulaires. 

Soit 

a  =  a  ar-  -h  2  p  xy  -+-  y^*  =  o 

inéquation  des  deux  droites  isotropes  passant  par  le  point  M.  En 
posant,  pour  abréger, 

OD  obtiendra  l'équation  suivante  : 


(3) 


Vf"=" 


Le  lieu  des  centres  des  coniques  cherchées  se  compose  donc  de 
quatre  droites  que  l'on  peut  déterminer  par  Textraction  de  simples 
racines  carrées. 

L'une  de  ces  droites  étant  déterminée,  on  prendra  arbitrairement 
un  de  ses  points  que  l'on  regardera  comme  le  centre  d'une  conique 
normale  aux  quatre  droites  données.  L'équation  (2)  déterminera 
les  directions  des  axes  de  cette  conique,  et  il  sera  facile  de  trouver 
la  longueur  de  ses  axes. 

7.  Comme  je  l'ai  montré  (n®  2),  les  quatre  droites,  qui  joignent 
le  point  M  aux  centres  A,  B,  C  et  D  des  cercles  qui  sont  circon- 
scrits aux  triangles  que  l'on  peut  former  avec  les  pieds  des  nor- 
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maies,  sont  déletniinëes  par  quatre  des  racinèft.de  Téqualion 


(H^/fu)(H_^u)=o. 


De  ce  que  je  Viens  de  dire  plus  haut  il  résulte  que,  le  polynôme  U 
étant  donné,  on  peut,  en  extrayant  de  simples  racines  carrées,  dé- 
terminer toutes  les  coniques  normales  aux  quatre  droites,  et  par 
suite  déterminer  le  faisceau  MA,  MB,  MC  et  MD.  Ce  faisceau  doit 
par  suite,  comme  je  Pavais  énoncé,  avoir  pour  équation 

H^l/|u=o        ou        H-^U=o; 

autrement  ces  deux  équations  seraient  résolubles  par  Fadjonction 
desimpies  racines  carrées,  ce  que  Ton  sait  généralement  être  im- 
possible. 

8.  Étant  données  quatre  droites  passant  par  un  même  point 
et  déterminées  par  V équation  u  =  o,  il  est  clair  qu'il  existe 
une  infinité  de  systèmes  de  trois  droites  jouissant  de  la  pro- 
priété que  la  conjuguée  harmonique  de  chacune  d'elles  rela^ 
tiçement  aux  deux  autres  se  confond  as^ec  sa  conjuguée  har- 
monique  relativement  aux  quatre  droites  données. 

En   désignant  par  -  le  paramètre  d^une  droite  arbitrairement 

choisie,  les  racines  de  l'équation  (2)  détermineront  deux  autres 
droites,  formant  avec  la  première  un  système  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée. 

Coupons  les  quatre  droites  données  par  une  conique  K  passant 
parleur  point  de  rencontre  et  choisie  du  reste  arbitrairement; 
soient  a,  p,  y  et  8  les  points  où  ces  droites  rencontrent  la  conique  ; 
un  quelconque  des  systèmes  de  trois  droites,  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée,  rencontrera  la  conique  en  trois  points/?,  q  et  r; 
ces  trois  points  formeront  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  K, 
et  il  est  clair  que  ce  triangle  sera  déterminé  dès  que  l'on  connaîtra 
un  de  ses  sommets.  On  en  conclut  immédiatement  que  tous  ces 
triangles  enveloppent  une  conique  K'. 

Considérons  les  quatre  tangentes  communes  que  l'on  peut  mener 
à  K  et  à  K'  et  le  point  où  l'une  de  ces  tangentes  touche  K  ;  si  I'od- 
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prend  ce  point  comme  sommet  d'an  triangle  inscrit  dans  K  et  cir- 
conscrit à  K',  on  voit  facilement  que  deux  des  sommets  de  ce 
deroier  triangle  seront  confondus  au  point  de  contact. 

Or  en  faisant,  dans  l'équation  (2),  j?  =  Ç  et^  =  yj,  on  obtient 
l'^cj  nation  u  =  o;  donc  les  tangentes  menées  aux  points  a,  p,  y  et  S 
à    îix   conique  K  sont  tangentes  à  K'. 

T^ous  les  triangles  satisfaisant  à  la  question  s'obtiendront  donc 

en    oonstruisant  les  deux  coniques  touchant  les  tangentes  menées 

en    oc,  p,  Y  et  S  à  K,  et  jouissant  de  la  propriété  qu'à  chacune  d'elles 

o^^    puisse  circonscrire  un  triangle  inscrit  dans  K;  on  sait  alors  que 

l'o*^   pourra  en  inscrire  une  infinité  et  tous  ces  triangles  satisferont 

problème  proposé. 


.  De  là  résulte  la  détermination  suivante  des  coniques  coupant 
oi:*d-iogonalement  quatre  droites  données  passant  par  un  même 
poî  jQt  M. 

¥^ar  M  faisons  passer  un  cercle  quelconque  K  rencontrant  les 
droites  données  aux  points  a,  ^,  y  et  8  et  menons  en  ces  points  les 
tA  ni  pentes  au  cercle. 

^PSous  pouvons  déterminer  deux  coniques  différentes  tangentes 
à  <r«s  quatre  droites  et  jouissant  de  la  propriété  qu'à  chacune 
d**^!  les  on  puisse  circonscrire  un  triangle  inscrit  dans  K. 

^oit  K'  l'une  de  ces  coniques  ;  sans  qu'il  soit  besoin  de  la  tracer, 
om  pourra  la  supposer  déterminée,  par  exemple,  par  une  cinquième 
ta^Eigente.  Par  le  centre  du  cercle  menons  une  tangente  à  K'; 
^^^^^nip  et  q  les  points  où  cette  tangente  coupe  le  cercle  et  con- 
^^'"'-■^sons  le  troisième  sommet  r  d'un  triangle  inscrit  dans  le  cercle 
et  oirconscrit  à  K'. 

^-^la  posé,  si  par  le  point  r  on  mène  deux  droites  rX  et  rY 

^^^^*<^tlèles  à  Mp  et  Mg,  on  pourra  construire  une  conique  ayant 

^^^^^    axes  rlLet  rY  et  coupant  orthogonalement   les  quatre 

^^*^«5  issues  du  point  M. 

.    ^^*^  obtiendra  ainsi,  par  la  règle  et  le  compas,  les  quatre  solu- 

^*^^    du  problème. 


k 
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NOTE  A. 

Sl'R   LA   DKTKRMINATION   D'uNE   CONIQUE,   CONNAISSANT  SES  AXES 
ET  DEUX   DROITES  QUI   LUI   SONT  NORMALES. 

Soient  OX  cl  OY  les  axes  de  la  conique;  Ma  et  Mi  les  deux 
droites  données;  je  me  propose  de  déterminer  les  points  a  et  ,3  où 
les  deux  droites  sont  respectivement  normales  à  la  conique che^ 
chée;  il  sera  alors  facile  de  la  déterminer  complètement. 

Soit  ile  milieu  du  segment  a^  :  j'ai  démontré  que  la  droite^ 
menée  par  i  perpendiculairement  à  a^  passe  par  les  milieuxdes 
segments  interceptés  sur  les  axes  par  les  deux  normales^iaetiib. 
Connaissantces  deux  normales,  on  construira  facilement  la  droite  A 
et  il  suffira  de  déterminer  sur  cette  droite  un  point  t,  tel  que  la 
perpendiculaire,  menée  en  ce  point  à  A,  rencontrât  les  droites M^ 
et  Mb  en  deux  points  équidistants  du  point  i. 

La  construction  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit  serait  souvet^ 
défectueuse  dans  la  pratique^  la  suivante  sera  peut-être  préférab»^* 

La  proposition  que  j'ai  rappelée  plus  haut  peut  encore  s'énoï*^ 
de  la  façon  suivante  : 


Etant  données  deux  droites  normales  à  une  conique 
points  OL  et  ^,  ces  deux  normales,  la  droite  menée  par  le  pC^ 
milieu  i  de  la  corde  aji  et  perpendiculairement  à  cette  cor^ 
la  corde  a^  et  les  deux  axes  de  la  conique  forment  un  ensem 
de  six  droites  tangentes  à  une  même  parabole,  dont  la  dir 
trice  est  la  droite  Oi. 

Pour  obtenir  le  point  /,  il  suffira  donc,  d'après  une  propri^^ 
bien  connue,  de  construire  le  point  de  rencontre  P  des  hauteu^ 
du  triangle  formé  par  les  deux  normales  données  et  l'un  des  axe 
le  point  I  sera  alors  déterminé  parle  point  de  rencontre  de  A  et  C^ 
la  droite  qui  joint  le  point  P  au  centre  de  la  conique. 

Le  point  i  étant  déterminé,  en  menant  par  ce  point  une  perper^ 
diculaîre  à  A,  on  obtiendra  les  pieds  des  normales  a  et  ^. 

Si  Ton  suppose  que  les  normales  Ma  et  Mb  se  confondent,  o 
retrouve  alors  une  élégante  construction  du  centre  de  courba 
d*iine  conique  donnée  par  M.  Mannheim. 
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NOTE  B. 

SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  NORMALES  AUX  COURRES  ET  AUX  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE. 

1.  Pa!  démontré  plus  haut  la  propriété  suivante  des  normales 
que  Ton  peut  mener  d'un  point  à  une  conique. 

SiV on  joint  un  point  quelconque  M  au  centre  d^ une  conique 

et    31  l'on  mène  parce  point  des  parallèles  aux  axes  de  cette 

corëique^  les  trois  droites  ainsi  obtenues  jouissent  de  la  pro- 

P^^été  que  la  conjuguée  harmonique  de  chacune  d'elles  y  rela- 

ti^^cment  aux  deux  autres  y  se  confond  avec  la  conjuguée  har- 

^<^^ique  relativement  aux  quatre  normales  que  Von  peut  mener 

^'^  />oint  M  à  la  conique. 


Ite  propriété   étant  évidemment   projective,   on  en    déduit 
"ri  Immédiatement  la  proposition  suivante  : 

'ant  donnés  un  pointai  et  V  hyperbole  équilatère  qui  passe 
P^^^^  les  pieds  a,  6,  «,  d  des  quatre  normales  que  Von  peut 
'''<^#^^?r  du  point  M  à  une  conique^  si  Von  joint  un  point  quel- 
^'^^^  ^  4ie  de  V hyperbole  aux  quatre  points  «,  i,  c  et  d,  on  obtient 
^^^^^^^ re  droites  normales  à  une  conique  ayant  mêmes  axes  que 
«^'    <^<:>  nique  donnée. 


V 


o 


Cl  particulier,  les  points  a,  6,  c,  d  sont  sur  Thjperbole,  et,  si 
c:onsidère  trois  quelconques  de  ces  points,  en  vertu  d'un  théo- 


no. 


'^^•*^^^  bien  connu,  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
^^*'*~ié  par  ces  trois  points  se  trouve  également  sur  cette  courbe. 
^"^'C^les  conséquences  suivantes  : 

Mant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  tels  que  les 

^'^lales  en  ces  points  soient  concourantes,  si  Von  joint  un 

J^^  ^conque  de  ces  points  aux  trois  autres,  les  trois  droites  ainsi 

^^ nues  sont  normales  à  une  conique  ayant  mêmes  axes  que 

^^oniquc  donnée. 

"^^^s  trois  hauteurs  d^un  quelconque  des  triangles,  que  Von 

^\^  ^^  €  former  avec  trois  de  ces  points,  sont  également  normales 

^^^e  conique  ayant  mêmes  axes  que  la  conique  donnée. 

L.  —  IL  3o 


i 
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2.  Considérons  maintenant  une  surface  du  second  ordre  doni 
Téquation,  en  coordonnées  rectangulaires,  soit' 


U) 


yl 


Z« 


a 


I    "+"  T"  =  ^î 
h  c 


pour  déterminer  les  pieds  des  normales  ù  cette  courbe  qui  passent 
par  le  point  (a,  ^,  y)  nous  adjoindrons  à  Téquation  (i)  les  équa- 
tions 

.r  —  a        y 


0 


.r 
a 


b 


ou,  en  désignant  par  \  une  quantité  indéterminée, 


an 


X  r= 


(I 


m 


en  donnant  à  \  toutes  les  valeurs  possibles,  les  formules  précé- 
dentes déterminent  les  divers  points  d'une  cubique  gauche  K  pas- 
sant par  les  six  pieds  des  normales,  les  paramètres  de  ces  poiols 
étant  d'ailleurs  donnés  par  les  racines  de  Téquation 


n%'- 


/-»3* 


V 


..1 


,:_„)*       (5_^;3       kX  —  v)' 


=  I 


ou,  sous  forme  entière  et  en  introduisant  pour  rhomogénéilé 
quantité  r^  égale  à  Tu  ni  té, 

Le  centre  de  la  surface  et  les  trois  points  à  l'infini  sur  les  ai( 
sont  éf-alement  situés  sur  K  et  leurs  paramètres  sont  respecliv( 
ment  oc,  a,  6  et  c  :  ce  sont  les  racines  de  Téquation 

Je  vais  établir  maintenant  que  le  conjugué  harmonique  de  Tu^ 
quelconque  des  quatre  points  déterminés  par  l'équation  W  =  <•- 
relativement  aux  trois  autres,  se  confond  avec  son  conjugué  haï 
moniqiie  relativement  aux  six  pieds  des  normales. 

Considérons,  par  exemple,  le  point  A  dont  le  paramètre  est  a 
en  posant,  pour  abréger, 


m 


V=T,(f  — ^»Ï))(C_CTJ, 
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le  conjugué  harmonique  de  A  relativement  aux  points  (x,  b,  c) 
sera  déterminé  par  l'équation 

Kf)--(f)=«' 

*^  lettre  Ç  ayant  été  remplacée  par  la  lettre  a  dans  les  dérivées 
partielles. 

D'autre  part,  le  conjugué  harmonique  du  point  A  relativement 
^^x  pieds  des  six  normales,  sera  déterminé  par  l'équation 


<^h<t)-- 


^ù,  dans  les  dérivées  partielles,  on  doit  également  faire  $  =  a.  Il 
^st  clair,  dans  cette  hypothèse,  que  Ton  peut  supprimer  dans  U 
*ous  les  termes  qui  renferment  (ç  —  ar^)  au  carré  et  remplacer  U 
P^rV^;  Téq nation  précédente  devient  alors 


[Kî)-'(f)]=". 


®'>  en  la  comparant  à  l'équation  (2),  on  en  déduit  la  proposition 
9tie  je  voulais  démontrer. 

^-  Cette  proposition  peut  encore  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 
"^^^    un  point  M  de   l'espace  menons  des   parallèles  aux  trois 

^^     d'une  surface  du  second  ordre,  puis  joignons  ce  point  au 

'^^■*^  de  la  surface,  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  droites  (D)  : 
Miroites  et  les  normales  que  du  point  M  on  peut  mener  à  la 

*^Cie,  seront  situées  sur  un  môme  cône  du  second  ordre. 

^^la  posé  : 


>  "^^<3c     conjuguée     harmonique     de    l'une    quelconque     des 
**  ^^s  (D),  relativement  aux   trois  autres,  se  confond  avec 
^'uguée  harmonique  relativement  aux  six  normales. 


sa 


NOTE  C. 

SUR  UN   1N>'AR1ANT   DE   DEUX   FORMES  CUBIQUES  QUI   SE   PRÉSENTE 
DANS   LA  THÉORIE   DES  NORMALES  A    UNE   OONIQUE. 

*•      En  général,  trois  droites  passant  par  un  même  point  ne  sont 
^  ^^^ormales  à  une  conique  ayant  pour  axes  deux  droites  données. 
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Soit 

une  équation  du  troisième  degré  déterminant  les  directions  des 
axes  et  de  la  droite  qui  joint  un  point  donné  M  au  point  d'inter- 
section des  axes  ;  soit  de  plus 

u'  =  a'oD^  -+■  3  b'x^y  4-  3  c'xy^  -^d'  y^  =  o 

une  équation  déterminant  les  directions  des  trois  droites  passant 
par  le  point  M.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
trois  droites  soient  normales  à  une  conique  ajrant  pour  axes  les 
droites  données  est 

A  =  2(arf'— 3^>c'-4-3c6'— rfa')«-+-9[(ac?— 6c)(a'6'— Z>'c') 
—  2(ac  — ^^«X^^'rf'— c'»)  — 2(M— c«)(a'c'-^»'«)]  =  o. 

2.  L'invariant  A  des  deux  formes  cubiques  u  et  i/',  qui,  on  le 
remarquera,  est  un  combinant^  se  présente  dans  plusieurs  autres 
questions  de  Géométrie. 

Soient,  sur  une  conique,  deux  systèmes  de  trois  points  a,  6,  c 
v.\  a\  b\  c',  déterminés  respectivement  par  les  racines  des  équa- 
tions u=^  o  ei  u'=  o. 

i"  Si  Ion  considère  les  sommets  du  triangle  formé  par  les 
tan  fientes  en  a',  b' ^  c'  à  laconique  donnée,  la  condition  néces- 
saire et  su (}i santé  pour  que  ces  trois  points  et  les  points  a,  i,  c 
soient  sur  une  /ne/ne  conique  est  A  =  o. 

v.""  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l 'on  puisse 
par  les  trois  points  a,  />,  c  faire  passer  une  conique,  pour 
laquelle  a' ,  b' ^  c'  soit  un  triangle  autopolaire,  est  encore  ^  =  o. 

3.  Soient,  sur  une  cubique  gauche,  deux  systèmes  de  lroi<  points 
a,  />,  e  et  a' ^  b'^  c\  dclcrininés  respectivement  par  les  racines  de 
deux.  rM|uations  u  =  o  el  //'=  o. 

I"  La  condition  néeessttire  et  suffisante  pour  que  le  plan 
des  trois  points  a\  //,  (/  rencontre,  en  trois  points  en  lirr^ft* 
droite,  les  tangentes  menées  en  a,  b  et  c  à  la  cubique^  est  A  =  o. 

2"  Si  loti  a  la  relation  A  =  o,  les  traces  y  sur  un  plan 
osculateur  quelconque,    des  tangentes   menées  à   la  cubique 


SUR  LES  NORMALES  QUE  L*ON  PEUT  MENER  A  UNE  CONIQUE.      .  4^9 

en  a,  b  et  c  et  des  côtés  du  triangle  a',  b\  c',  sont  situées  sur 
une  même  conique, 

4.  De  l'expression  de  Finvariant  A  se  déduit  immédiatemenl  la 
proposition  suivante  : 

Étant  données  une  cubique  gauche  K  et  deux  tangentes  quel- 
conques à  cette  cubique,  ces  droites  et  la  courbe  déterminent  une 
surfeuse  du  second  ordre  ?>\  soit  D  V  intersection  des  plans  oscu- 
lateurs  à  K  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes. 

Si,  par  D,  on  mène  un  plan  sécant  quelconque  P,  les  tan- 
gentes à  R,  aux  points  où  cette  courbe  rencontre  le  plan, 
déterminent  une  surface  du  second  ordre  circonscrite  à  S  le 
long  d'une  conique  située  dans  le  plan  P. 


SUR  LA  DÉVELOPPÉE  DE  L'ELLIPSE. 


r  <tet  Science»:  i"*;;. 


1.  Lfmmk.  ■  -  Éliint  floruii'rf  tinc  l'Uipxc  E  ff/  une  pnralml^^'^  P 
Itt/if^rrilf  iiii.r  di-uj-  ft.res  iIp  celle  ellipse,  les  nnrmalex  mena  »^-^*' 
'i  l*^,  nii.r  piiinlx  ete  contact  des  lonirenlex  coittmunex  ù  ccx  'ie  -^^^ 
ciiurbes.  concourent  en  un  même  poitu, 

['oiir  11-  tiémontror,  il  suffit  de  reinai-quoi'  que  la  polaire  ré^c^"* 
|irni]uc  lU:  P  rrlativciiiunt  à  E  esl  ime  hyperbole  passant  par  ■* 

ceiidv  lie  celle  conique,  par  les  quatre  points  de  contact  et  ay^   ■^' 
«(■4  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique. 

2.  Soit  N  une  normale  à  l'ellipse  E  ;  si  de  cliaqiie  point  de  ce  «-  *  * 
dri.ite  on  mène  les  normales  à  E  difTiircnles  de  >i.  leurs  pi£?ï«Js 
l'ornient  un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  une  parabole  P 
liinttente  aux  axex  de  E. 

V.n  désignant  par  O  le  rentre  de  la  conique,  par  n  le  pied  àe^    la 
\  oiniale  \  et  par  «'  le  point  diamétralement  opposé  à  n,  je  ferrai 
remarquer  que  le  foyer  de  la  parabole  est  le  pied  de  la  perper>d/.      j 
culairc  abaiss<te  de  6  sur  la  tangente  au  point  n';  sa  directrice    est       J 
la  svmélriquc  de  celle  perpendiculaire  relativement  à  l'un  que/-       | 
conque  de»  axe*.  Il  en  résulte  que  les  cercles  cîrconscriU  aux 
divers  tritngles  dont  jai  parlé  plus  haut  passent  tous  non  «-uie- 

r  U  point  n',  comme  on  le  sait  par  un  lliéorème  de  Joa- 

*  ■  i«r  un  autre  point  fixe  situé  sur  I»  ttn- 


.ale  N,  qui  esl  ungeote  à  la  développée  it 
_  lie  nouveau  ««"«  «^'•"rbe  en  quatre  tuttes 
t.  Considwoo».  va'-'^n'P'*'  ^^  P"'°^  *'  ""^  '^^' 
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S  a  le  poiat  de  Tellipsc  dont  le  centre  de  courbure  est  en  a; 
X  des  normales  menées  du  point  a  à  E  ont  leurs  pieds  con- 
lus  en  a;  par  suite,  la  tangente  en  a  à  Tellipse  est  tangente  à 
arabole  P,  et,  comme  la  même  chose  a  lieu  pour  les  points  (3, 
S,  il  résulte  du  lemme  énoncé  plus  haut  que  les  normales 
3les  abaissées  des  points  a,  ^3,  y  et  o  concourent  en  un  même 
t. 
a  d'autres  termes  : 

HÉOREME  I.  —  Si  l'on  considère  une  tangente  quelconque  à 
développée  d'une  ellipse  et  les  quatre  points  oit  cette  tan- 
t^  coupe  de  nouveau  la  courbe,  les  tangentes  menées  en  ces 
lis  concourent  en  un  même  point  p, 

•    On  peut  encore  dire  que  la  polaire  de  chacune  des  tangentes 

développée  se  décompose  en  une  conique  et  un  point  /?. 

'Q  général,  étant  donnée  une  courbe  quelconque  de  quatrième 

se,  si  l'on  représente  par  U  =  o  Téquation  du  quatrième  degré 

détermine  les  directions  des  tangentes  issues  du  point  (a?,  y^  z)^ 

*^r  S  et  T  l'invariant  quadratique  et  l'invariant  cubique  de  U, 

montré  \Sur  les  singularités   des  courbes   de  quatrième 

'^€  (^Journal  de  Mathématiques,  3®  série,  t.  I,  p.  aôS)]  que 

points  singuliers  de  la  courbe  et  les  points  qui,  associés  à  des 

'<{ueS)  constituent  les  polaires  de  droites  du  plan,  satisfaisaient 

U'ois  conditions 

S^néral,  le  nombre  des  points  satisfaisant  à  ces  trois  relations 
^mité  et  égal  à  78;  dans  le  cas  de  la  développée  de  l'ellipse, 
me  Pa  remarqué  M.  Clebsch  (  *  ),  S  est  un  carré  parfait,  et  l'on 
t  poser  S  =  A^,  h  étant  l'équation  d'une  conique  ayant  pour 
imets  les  points  de  rebroussement  de  la  développée  ;  on  a  aussi 
=  A*+w*,  w  =  o  étant  l'équation  des  trois  tangentes  doubles 


')  Problem  der  Normalen  fur   Curven  und  Flàchen   zweiter  Ordnung 
"•««,  t.  62,  p,  79). 


{ 


47^  GÉOMÉTRIE. 

de  la  courbe.  Les  relations  précédentes  deviennent  alors 

et  Ton  voit  qu'elles  sont  satisfaites  pour  tous  les  points  des  deux 
courbes  iV=zo  et  h=zo.  La  première  équation  donne  les  trois 
tangentes  doubles  qui  correspondent  à  Tinfinité  de  points  singu- 
liers que  possède  la  développée  considérée  comme  courbe  de  qua- 
trième classe  et  du  douzième  ordre;  la  seconde  donne  le  lieu  des 
points />  que  j*ai  considérés  dans  le  théorème  L 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IL  —  Le  lieu  des  points  p  est  la  conique  ayant 
pour  sommet  les  points  de  rebroussement  de  la  développée. 

4.*  Le  théorème  I  résulte  aussi  immédiatement  de  ce  que  S  est  un 
carré  parfait.  J'ai  démontré,  en  eOet  [Mémoire  sur  Inapplication 
de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  Géométrie  analytique 
{^Journal  de  Mathématiques,  t.  I,  3"  série,  p.  io4)],  la  proposi- 
tion suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  quatrième  classe  K,  une  quel- 
conque de  ses  tangentes  est  coupée  par  sa  polaire  en  six  points 
dont  deux  sont  confondus  au  point  de  contacty  les  quatre 
autres  points  d^ intersection  décrivant,  lorsque  la  tangente  se 
déplace,  la  courbe  du  quatrième  ordre  dont  V équation  est  S=o. 

Si  S  est  un  carré  parfait,  les  six  points  d'iiilerseclion  de  la 
droite  avec  sa  polaire  sont  confondus  deux  à  deux  en  trois  points, 
d'où  résulte  la  décomposition  de  cette  polaire  en  une  conique  et 
un  point/?,  et  l'on  peut  remarquer  que  les  tangentes  menées  du 
point  p  à  cette  conique  rencontrent  la  tangente  à  la  courbe  de 
quatrième  classe  en  deux  points  situés  sur  le  lieu  des  points  p. 

D'autres  conséquences  inléressanles  relativement  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  se  déduiraient  facilement  de  plusieurs  proposi- 
tions générales  sur  les  courbes  de  quatrième  classe  que  j'ai  données 
dans  les  Mémoires  cités  plus  haut. 


SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  DE  JOACHIMSTHAL. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1876. 


1.  Joachimsthal  termine  ainsi  (*)  une  des  Notes  nombreuses  et 
élégantes  qu'il  a  publiées  sur  la  théorie  des  normales  à  une 
conique  : 

Je  vais  indiquer  une  proposition  qui  est  fondamentale  dans  cette 
théorie  : 

Théorème.  —  Soient  pj  y,  r  trois  points  d^une  conique,  tels 
que  les  normales  en  ces  points  concourent  en  un  même  point. 
Si  Von  tire,  par  un  sommet  S  de  la  conique,  trois  parallèles 
à  pqy  qr^  rp^  le  centre  de  gravité  des  trois  points  où  ces  parai- 
lèles  rencontrent  la  courbe  est  situé  sur  l^axe  qui  contient  le 
sommet  S. 

La  proposition  précédeiUc,  ainsi  que  beaucoup  d'autres  dues  au 
même  géomètre,  peuvent  se  déduire  très  simplement  des  considé- 
rations suivantes. 

2.  Étant  donnés  une  conique  K  et  deux  points  fixes  A  et  B, 
dont  ]e  premier  A  soit  sur  la  courbe,  si  Ton  imagine  les  divers 
cercles  qui  passent  par  ces  deux  points,  chacun  d^eux  rencontre 
laconique  en  trois  points  distincts  du  point  A,  et  il  est  clair  que 
le  triangle  déterminé  par  ces  points  enveloppe,  lorsque  le  cercle 
varie,  une  parabole. 

Réciproquement,  si  dis^ers  triangles j  inscrits  dans  une  co- 
nique K,  sont  circonscrits  à  une  parabole,  les  cercles  qui  leur 
sont  circonscrits  passent  par  deux  points  fixes,  dont  Vun  est 


(  '  )  Sur  la  construction  des  normales  que  Von  peut  abaisser  d'un  point  donné 
iur  une  section  conique  complètement  trouvée  (Journal  de  C relie,  t.  48). 
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situé  sur  la  conique  et  dont  Vautre,  situé  en  dehors  de  cette 
conique,  est  le  foyer  de  la  parabole. 
On  en  déduit  immédiatement  que  : 

Si  divers  triangles,  inscrits  dans  une  conique  K,  sont  circon- 
scrits à  une  parabole  : 

I**  Les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  sont 
situés  sur  une  même  droite; 

2°  Les  centres  de  gravité  de  ces  triangles  sont  également 
situés  sur  une  ligne  droite, 

3.  Soient  M  un  point  situé  sur  une  conique  K  et  MN  la  normale 
en  ce  point;  si  de  chaque  point  m  de  la  droite  MN  on  mène  des 
normales  à  la  courbe,  les  pieds  des  normales  distinctes  de  MN  for- 
meront un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  évidemment  une 
parabole. 

On  en  conclut  que  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  passent 
par  un  point  fixe  de  la  courbe.  Soient  âr,  a'  et  6,  b'  les  exlrémîlés 
des  axes  de  la  conique,  M'  et  M"  les  symétriques  du  point  M  rela- 
tivement à  ces  axes;  si  Ton  abaisse  les  normales  du  point  a  où  MN 
rencontre  aa\  les  pieds  des  normales  distincts  de  M  sont  a,  et'  et 
M';  de  même,  si  Ton  abaisse  les  normales  du  point />  oùMN  coupe 
bl/,  les  pieds  des  normales  distincts  de  M  sont  b,  V  et  M'',  Or  il 
est  évident  que  les  cercles  circonscrits  aux  deux  triangles  aa'M'el 
bb'W  se  coupent  tous  deux  sur  la  courbe,  au  point  (x  symétrique 
de  M  par  rapport  au  centre. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si,  en  quatre  points  d'une  conique  /?,  y,  /\  s,  les  normales 
concourent  en  un  même  point,  le  cercle  circonscrit  aux  trois 
points  qj  r,  s  passe  par  le  point  p'  symétrique  du  point  p  par 
rapport  au  centre  de  la  conique,  (Joachimsthal). 

On  peut  remarquer  de  plus  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
aa'W  et  le  centre  de  gravité  du  triangle  bb'Mf  sont  situés  sur  le 
diamètre  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  M,  Donc  : 

Si  les  normales  menées  en  trois  points  p^  q,  r  d^ une  conique 
concourent  en  un  même  point  yf.,  le  centre  de  gravité  du  triangle 
pqr  se  trouve  sur  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  qui  passe 
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par  le  pied  de  la  quatrième  normale  que  V on  peut  abaisser  du 
point  [X. 

4.  Il  est  à  remarquer  que  toutes  les  propriétés  des  normales  à 
une  même  conique  sont  multiples.  Si  Ton  considère,  en  eflet,  le 
triangle  formé  par  les  deux  axes  et  la  droite  de  Tinfini,  chacun  des 
côtés  de  ce  triangle  joue  le  même  rôle  relativement  aux  normales. 
Cela  résulte  immédiatement  de  cette  propriété  très  simple  :  Si 
Von  effectue  une  transformation  homographique  de  façon 
qu'aux  foyers  dune  conique  correspondent  les  deux  ombi- 
lics (*)  du  plan,  les  normales  à  cette  conique  deviennent  après 
la  transformation  les  normales  à  la  conique  transjormée. 

En  particulier,  si  Ton  prend  pour  point  de  départ  la  proposition 
de  Joachimsthal  énoncée  plus  haut  et  que  Ton  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  p^  q.  r,  s  tels, 
que  les  normales  concourent  en  un  même  point ,  si  Von  désigne 
par  p'  le  point  diamétralement  opposé  à  />,  les  droites  rs  et  qp 
sont  également  inclinées  sur  les  axes, 

t 

on  en  déduira  immédiatement  la  proposition  suivante  qui,  sous 
une  autre  forme,  a  été  donnée  également  par  Joachimsthal  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  pj  q^  r,  5,  tels  que 
les  normales  concourent  en  un  même  point,  si  Von  désigne  par  p 
le  symétrique  du  point  p  par  rapport  àVun  des  axes  y  les  droites 
rs  et  qp'  rencontrent  cet  axe  en  deux  points  situés  à  égale  dis- 
tance du  centre, 

o.  En  conservant  les  notations  précédentes  (3),  soit  MN  la  nor- 
male menée  en  un  point  M  d'une  coni(|ue  K.  De  chaque  point  m 
<le  celte  droite  on  peut  mener  trois  normales  à  la  courbe  distinctes 


(')  J'appelle  ici  ombitics  les  points  imaginaires  situés  à  l'infini  et  communs  à 
tous  les  cercles  d'un  plan;  j'appelle  de  m<>me  ombilicale  la  conique  imaginaire 
située  ià  l'infioi  et  commune  k  toutes  les  sphères  de  l'espace. 

Les  propriétés  des  normales  à  une  surface  du  second  ordre  sont  également  mul- 
tiples; si  l'on  efTectue  une  transformation  l^omographique,  de  telle  sorte  qu'à  la 
focale  d'une  surface  du  second  ordre  corresponde  l'ombilicale,  les  normales  à  la 
surface  ont  pour  transformées  les  normales  à  la  surface  transformée. 
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de  MN  ;  soient  a,  6,  c  les  pieds  de  ces  normales.  Par  un  somtncio 
de  la  conique,  menons  des  droites  parallèles  à  6c,  ca^  ab  el  soîenl 
respectivement  a,  p,  y  les  points  où  ces  droites  conpentla  courbe. 
En  remarquant  qu'on  ne  peut  mener  à  la  parabole  enveloppée  par 
les  côtés  du  triangle  abc  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direotion 
donnée,  on  verra  facilement  que  le  point  a  détermine  les  points 
associés  ^  et  y;  par  suite  le  triangle  a^v  enveloppe  une  cami^^^c 
que  Ton  voit  immédiatement  être  une  parabole.  Le  centre  d^    ff^' 
vite  du  triangle  a^v  décrit  par  suite  une  ligne  droite;  en  plsL^anl 
successivement  le  point  m  sur  chacun  des  axes,  on  voit  que,     j>ottr 
chacun  des  triangles  correspondants,  le  centre  de  gravité  est    sbt 
Taxe  passant  par  le  point  S. 

La  proposition  de  Joachimsthal  que  j'ai  énoncée  au  comm^^*^^ 
mcnr  de  cette  Note  est  donc  démontrée. 


SUR  LES 

COURBES  UNICURSALES  DE  TROISIÈME  CLASSE. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1877. 


1.  Soient  A,  B  et  C  trois  points  d'une  conique  K  et  un  point  P 
pris  arbitrairement  dans  son  plan.  Par  les  quatre  points  A.,  B,  G 
et  P  faisons  passer  une  conique  arbitraire  H  et  soit  Q  le  quatrième 
point  où  celte  conique  rencontre  K. 

Cela  posé,  étant  pris  un  point  M  arbitrairement  sur  K,  menons 
la  droite  MP  et  joignons  au  point  Q  le  point  I,  où  MP  coupe  une 
seconde  fois  la  conique  H.  La  droite  IQ  coupe  K  en  un  second 
point  a;  joignons-le  au  point  M.  La  droite  M  a  enveloppe,  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  la  conique,  une  courbe  qui  est  évidem- 
ment de  la  troisième  classe.  Si,  en  effet,  on  mène  la  droite  MQ 
rencontrant  la  conique  H  au  point  G,  puis  la  droite  GP  rencon- 
trant la  conique  K  aux  points  ^  et  y,  on  voit  que  M^  et  My  sont 
encore  des  tangentes  à  la  courbe  cherchée.  11  est  clair,  d'ailleurs, 
que  l'on  a  ainsi  toutes  les  tangentes  passant  par  le  point  M;  donc 
l'enveloppe  est  de  troisième  classe.  En  faisant  coïncider  successive- 
ment M  avec  chacun  des  points  A,  B,  C,  on  reconnaît  facilen\ent 
que  l'enveloppe  touche  en  ces  points  la  conique  K,  les  troisièmes 
tangentes  que  de  chacun  d'eux  on  peut  mener  à  la  courbe  se  ren- 
contrant au  point  P. 

L*enveloppe  fait  donc  partie  du  faisceau  formé  par  les  courbes 
de  troisième  classe  touchant  aux  trois  points  A,  B,  G  la  conique  K 
et  tangentes  aux  droites  AP,  BP  et  GP  ;  et  il  semble  d'abord  qu'eu 
faisant  varier  la  conique  H  on  pourra  engendrer  de  la  façon  que 
j'ai  indiquée  toutes  les  courbes  du  faisceau. 

Pour  se  convaincre  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  sufGt  de  remarquer 
que  l'une  des  tangentes  issues  du  point  M  (celle  que  j'ai  désignée 
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par  Ma)  se  délermine  individuellement  et  que  d'ailleurs  les  points 
de  la  conique  K  se  déterminent  individuellement;  l'enveloppa  esl 
donc  la  courbe  unicursale  du  faisceau. 

Les  propriétés  les  plus  simples  des  coniques  montrent  en  eOcl 
que,  le  point  M  étant  fixe,  le  point  a  est  parfaitement  déteriniiné, 
quelle  que  soit  la  conique  que  Ton  fasse  passer  par  les  points  A, 
B,  C  et  P. 

Par  suite,  dans  la  génération  des  tangentes  à  l'enveloppa?  o" 
pourra  remplacer  la  conique  H  par  un  svstème  de  deux  droites»  Le 
point  Q  étant,  par  exemple,  le  point  de  rencontre  AP  avec    1^)^" 
engendrera  les  diverses  tangentes  à  la  courbe  de  troisième    0"Ssc 
en  faisant  décrire  au  point  I  la  droite  BC. 

2.   Quelques  conséquences  intéressantes  résultent  des  cor»  ^^^^' 
rations  qui  précédent.  En  effet,  des  trois  tangentes  que  du    f^^^*^ 
M  on  peut  mener  à  l'enveloppe,  deux  (Ma  et  M^)  rencontra  ■^ 
conique  K  en  deux  points  tels  que  la  corde  a^  qui  les  joinl   *"•  ^** 
par  le  point  fixe  P. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 


l.i' 


Si  une  courbe  unicursale  de  troisième  classe  est  tritan^ 
à  une  conique  K,  les  trois  tangentes  que  l^  on  peut  mènera 
courbe  par  un  point  quelconque  de  la  conique  rencontrer^ 
nouv^eau  cette  conique  en  trois  points.  Un  des  côtés  du  tria^^^^^ 
formé  par  ces  trois  points  passe  par  un  point  fixe. 

3,  Supposons  que  la  conique  K  soit  un  cercle  ayant  P  f> 
centre;  on  voit  alors  que  l'angle  ^Ma  est  droit. 
Donc  : 


elle 
de 


)ur 


Si  un  cercle  est  tritangent  à  une  courbe  de  troisième  cl 
unicursale  et  si  les  normales,  menées  au  cercle  en  ces  poir^ 
sont  tangentes  à  la  courbe,  deux  des  tangentes  que  de  chad^^ 
des  points  du  cercle  on  peut  mènera  la  courbe  font  entre  ell^^^ 


se 


s, 


un  angle  droit. 


La  réciproque  est  également  vraie  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  troisième  classe,  si  un  cercle 
jouit  de  la  propriété  que  deux  tangentes,  menées  à  la  courbe 
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par  chacun  de  ses  points,  soient  à  angle  droit,  la  courbe  est 
unicursale;  le  cercle  touche  la  courbe  en  trois  points  et  les  nor- 
males menées  au  cercle  en  ces  points  sont  tangentes  à  la  courbe. 

Pour  le  démontrer,  je  remarquerai  d'abord  que,  ëlant  pris  un 
point  quelconque  M  sur  le  cercle^  comme  deux  des  tangentes,  me- 
nées à  la  courbe  par  ce  point,  sont  liées  par  une  relation  particu- 
lière, la  troisième  tangente  se  détermine  individuellement,  donc  la 
courbe  est  unicursale. 

En  second  lieu,  Ma  désignant  la  tangente  qui  passe  par  le  point 
M  et  qui  se  détermine  individuellement,  il  est  clair  que  cette  tan- 
gente, lorsque  le  point  M  se  déplace,  vient  successivement  coïn- 
cider avec  chacune  des  tangentes  à  la  courbe;  autrement  la  courbe 
se  décomposerait  en  une  conique  et  un  point. 

De  là  résulte  que,  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  de  troi- 
sième classe  rencontrant  le  cercle  en  deux  points,  des  deux  per- 
pendiculaires menées  en  ces  points  à  la  tangente  Tune  au  moins 
est  tangente  à  la  courbe. 

Menons  maintenant  une  tangente  commune  au  cercle  et  à  la 
courbe  ;  cette  tangente  rencontrant  le  cercle  en  deux  points  con- 
fondus, d'après  ce  que  je  viens  de  dire,  la  normale  au  cercle  sera 
tangente  à  la  courbe.  On  ne  peut,  d'ailleurs,  par  le  centre  du  cercle, 
mener  que  trois  tangentes  à  cette  courbe;  donc  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  communes  se  réduisent  à  trois. 

Le  cercle  est  donc  tri  tangen  t  à  la  courbe,  et  les  normales  au  cercle , 
en  ces  points,  lui  sont  également  tangentes. 

4.  Les  propositions  précédentes  se  vérifient  immédiatement  sur 
les  courbes  unicursales  de  troisième  classe  les  plus  connues,  telles 
que  la  cardioïde  et  V hypocycloïde  à  trois  points  de  rebrousse- 
ment.  On  peut  se  proposer  un  problème  analogue  pour  les  courbes 
de  quatrième  classe  : 

Trouver  toutes  les  courbes  de  quatrième  classe  par  lesquelles 
le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  se  décompose 
en  un  cercle  et  une  courbe  résiduelle. 

J'examinerai  ce  problème  dans  une  prochaine  communication. 


SUR  LA  CARDIOÏDE. 


Aouvelles  Annales   de  Mathématiques;  1878. 


'un 


D. 


de 
es 

Q 


r 


1.  La  cardioïde  est  l'épicycloïde  engendrée  par  un  point  d 
cercle  mobile  qui  roule  sans  clisser  sur  un  cercle  de  même  ravu 

C'est  une  courbe  de  troisième  classe  et  du  quatrième  degré  (^  '' 

ayant,  par  conséquent,  une  tangente  double  et  trois  points  ^ 
rebroussement;    deux  de  ces    points  de  rebroussement  sont  I 
ombilics  du  plan.  Les  trois  foyers  de  la  courbe  se  réduisent  à 
seul  foyer  F,  qui  est  le  point  de  rencontre  des  tangentes  mené^ 
aux  ombilics. 

La  cardioïde  peut  donc  être  définie  comme  une  courbe  de  tro 
sième  classe,  ayant  itne  tangente  double  et  un  foyer  singulL 
de  rebroussement, 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  m'appuierai  principalement  sur  I 
deux  propositions  suivantes  : 

Proposition  1  (^).  —  Si,  par  un  point  quelconque  du  plan 
on  mène  les  trois  tangentes  à  une  courbe  de  troisième  classe 
et  si  C on  joint  ce  point  aux  trois  foyers  de  la  courbe,  les  deu. 
faisceaux  de  droites  ainsi  obtenus  ont  même  orientation;  c'est 
à-dire  que  la  somme  des  angles  que  chacune  des  droites  du 
premier  faisceau  fait  avec  une  direction  arbitraire  est  égale^ 
à  un  multiple  près  de  tc,  à  la  somme  des  angles  que  font,  avec 
cette  même  direction,  les  droites  du  second  faisceau. 


(  '  )  Voir  Salmon,  Higher  plane  curues,  p.  270. 

(')   Voir  ma  Note  intitulée:  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algébriques 
{^Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  janvier  i865). 
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oposiTiON  II  (*).  —  Si,  par  un  point  quelconque  M  du 
,  on  mène  les  trois  tangentes  à  une  courbe  de  troisième 
e,  le  centre  harmonique  des  trois  points  de  contact,  rela- 
ient au  point  M,  est  le  même  que  le  centre  harmonique  des 
foyers  relativement  à  ce  même  point.  En  d'autres 
es,  la  polaire  du  point  M,  relativement  au  triangle  formé 
les  normales  menées  à  la  courbe  par  les  trois  points  de 
ict  des  tangentes,  se  confond  avec  la  polaire  du  même 
r  relativement  au  triangle  formé  par  les  droites  menées 
chacun  des  foyers  perpendiculairement  à  la  droite  qui  le 
■  au  point  M. 

Lés  fojers  de  la  cardioïde  se  confondent  tous  les  trois  avec 
ver  singulier  F  de  cette  courbe.  On  déduit  donc  immédiate- 
.de  la  proposition  I  le  théorème  suivant  : 

lÉOREME  I.   —  Si  d'un  point  quelconque  M  on  mène  les 
tangentes  à  la  cardioïde,  la  somme  des  angles  que  font 
Iroites  avec  la  droite  MF  est  égale  à  un  multiple  de  tz. 

I  cardioïde  a  un  troisième  point  de  rebroussement  réel  R,  et, 
rès  un  théorème  très  connu,  la  tangente  en  R  passe  par  le 
t  F,  D'un  point  quelconque  de  la  droite  FR,  on  peut  mener 
i  tangentes  à  la  courbe,  dont  Tune  se  confond  avec  FR.  Du 
rème  précédent  il  résulte  que  les  deux  autres  tangentes  sont 
ement  inclinées  sur  FR;  donc  : 

%  cardioïde  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  FR. 

La  proposition  II,  appliquée  à  la  cardioïde,  donne  de  même 
téorème  suivant  : 

aÉORÈME  II.  —  Si  d'un  point  quelconque  M  on  mène  les 
?  tangentes  à  la  cardioïde  et  les  normales  aux  points  de 
act,  le  pied  de  la  perpendiculaire,  abaissée  du  point  M  sur 
claire  relativement  au  triangle  formé  par  les  normales, 
é  foyer  de  la  courbe. 


Voir  ma  Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 
îs  {Bulletin  de  la  Société pliilomathique,  février  1867). 

L.  —  II.  3i 


à 


4S3  GÉOMÉTRIE.  I 

Ce  que  Ton  peut  encore  exprimer  sous  la  forme  sulvanle,  pl^* 
commode  dans  les  applicalious  : 

Soient  N,  iN',   "S"  les  normales  menées  aux  trois  points    ^^ 
contact  et  0  la  droite  menée  par  le  point  F  perpendiculaire^" 
ment  à  FM  ;  si,  par  le  point  M,  on  mène  une  sécante  arbitra  ^  ^^ 
cnupant  respectivement  les  droites  N,  N',  N*^  et  ^  aux  points      ^ 
n\  n"  et  '^,  on  a,  entre  ces  points,  la  relation 

\  \  \  I 


Me       M/i       M/i'       xM/i' 


o.   Supposons,    en    particulier,    que  le  point  soit  pris  sur 
droite  FR^  désignons  par  T  ce  point,  par  M  le  point  de  conlî 
d'une  des  tangentes,  distinctes  de  TF,  que  Ton  peut  mener  à 
courbe  par  le  point  T,  enfin   par  N  le  point  où  la  normale 
point  M  rencontre  Taxe  FR.  Il  est  clair  que  la  normale  menée  p. 
le  troisième  point  de  contact  rencontrera  également  au  point 
Taxe  de  svmélrie.  V^n  prenant  donc  pour  sécante  l'axe  lui-uiénu 
l'équation  précédente  donnera  la  relation 


^    -  —  — 


» 


qui  lie  entre  eux  les  points  de  rencontre  de  l'axe  avec  la  tangent*  -^ 
et  la  normale  menées  en  un  point  quelconque  de  la  courbe. 

6.  Soient  (Jiff-  i)  une  cardioïde  ayant  pour  foyer  F,  poui^ 
axe  FA,  et  Aa  la  tangente  double  de  cette  courbe,  a  étant  le  pointa 
de  contact  situé  au-dessus  de  l'axe. 

Portons  à  gauche  du  foyer  F   une    longueur   FB  =  -=rjr-  et  à  ^ 

AF  . 

gauche  du  point  A  une  longueur  AR  =  -^,  puis  aux  points  B,  R 

el  A  élevons  à  Taxe  des  perpendiculaires  BB',  RR'  et  AA'. 

Cela  posé,  par  le  point  F,  menons  deux  droites  rectangulaires 
quelconques  rencontrant  respectivement  les  droites  BB'  et  AA' 
aux  points  N  et  T.  Au  point  1,  où  la  droite  FT  coupe  RR',  menons 
une  perpendiculaire  à  Fï  et  appelons  H  le  point  où  cette  perpen- 
diculaire rencontre  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  T; 
menons  enfii^  la  droite  Nil. 
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Je  dis  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  T  sur  NH  est 
tangente  à  la  cardioïde,  le  point  de  contact  étant  précisément 
le  pied  M  de  cette  perpendiculaire,  en  sorte  que  MN  est  nor- 
male à  la  courbe. 

Pour  le  démontrer,  je  ferai  remarquer  que,  des  trois  tangentes 
(\\ie  Ton  peut  mener  à  la  courbe  par  le  point  T,  deux  se  confon- 

Kig.  I. 


111 


^*^  ^  avec  la  tangente  double,  leurs  points  de  contact  étant  d'ail- 
''•^'^s  le  point  a  et  son  symétrique  a'  par  rapport  à  Taxe.  Les  nor- 
•^^^s  en  ces  deux  points  sont  les  droites  a^  et  a' [3'  parallèles  à 
'^^.  La  troisième  tangente  touche  la  courbe  en  un  point  variable 
^^^  la  position  du  point  T;  désignons  pour  un  instant  par  A  la 
**xiialeau  point  de  contact. 

-■^l  suit  du, théorème  II  que  la  polaire  du  point  T  relativement  à 
loite  NF  (cette  droite  étant  considérée  comme  triple)  se  con- 
avec  la  polaire  de  ce  même  point  relativement  aux  droites  aS, 
*'  ^'  et  A. 

es  triangles  semblables  BNF  et  FAT  donnent  la  relation 

BN  X  AT  =  HF  X  FA  =  Â^'  ; 

là  résulte  que  la  polaire  du  point  T,  relativement  aux  droites  a^ 
^^'y  est  la  droite  NL  menée  par  le  point  N  parallèlement  à 


1^ 


La  proposition  précédente  peut,  par  suite,  s'énoncer  ainsi  : 
La  polaire  du  point  T  relativement  à  la  droite  A  et  à  la 
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droite  NL  (^celte  dernière  étant  considérée  comme  double)  se 
confond  avec  la  polaire  de  ce  point  relativement  à  FN  (cette 
dernière  droite  étant  considérée  comme  triple);  et  de  là  résulte 
d'abord  que  la  droite  \  passe  par  le  point  N. 

Pour  en  déterminer  un  autre  point,  menons  parle  point  T  une 
parallèle  à  l'axe;  soient  Q  (•)  le  point  où  cette  parallèle  ren- 
contre NF,  et  H  le  point  où  elle  rencontre  A. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  ci-dessus,  on  aura 

3  I 


TQ       TU 

Menons  par  le  point  H  une  perpendiculaire  à  FT;  en  dësignan 
par  F  son  pied,  on  voit  que  les  deux  triangles  FQT  et  l'HT  son 
semblables  et  donnent  la  proportion 

rr  _  HT  _  I 
FT  ~  TQ  ■"  r 

IT  est  dans  le  tiers  de  Fï  et  le  point  F  se  confond  avec  le  point  I 
La  proposition  précédente  est  donc  entièrement  démontrée. 
Elle  donne  un  moyen  facile  de  mener  à  la  cardioïde  une  tangenfl 
par  un  point  quelconque  de  la  tangente  double,  ou  encore  de  li 
mener  une  normale  par  un  point  quelconque  de  la  droite  BB'  qu' 
il  est  facile  de  le  voir,  passe  par  les  deux  points  de  la  courbe  où  I 
tangente  est  parallèle  à  l'axe. 

En  particulier,  on  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.   —  Si,  par  un  point  quelconque  de  la  cai 
dioïde,  on  mène  la  tangente  et  la  normale  à  la  courbe  et  z. 
l'on  désigne  par  T  le  point  où  la  tangente  rencontre  la  tar^^ 
gente  double  AA',  par  N  le  point  où  la  normale  rencontre  ffSÊ^^^^^ 
droite  BB'  qui  joint  les  points  de  la  courbe  où  la  tangente  c^     : —  ^^^ 
parallèle  à  Vaxe,  les  deux  points  T  e/  N  sont  vus  du  foyer  sir^  -     ^'" 
vant  un  angle  droit. 


(  •  )  Les  poinls  Q  et  a',  ainsi  que  la  droite  a'?',  ne  se  trouvent  pas  SLr  la  figure 
le  lecteur  est  prié  d'y  suppléer. 
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7.  Quelques  remarques  sur  ce  qui  précède  ne  seront  pas  inu- 
tiles. 

Au  poinl  a  la  normale  rencontre  l'axe  à  Tinfîni  et  la  tangente  le 
rencontre  au  point  A;  en  désignant,  pour  un  instant,  par  R'  le 
point  de  rebroussement  de  la  courbe,  on  aura  donc,  eu  vertu  de  la 

lalion  (i), 


> 


A  F        AU' 

<J^où  AR'=  AR.  Le  point  R  est  donc  le  point  de  rebroussement. 
Si  l'on  considère  l'un  des  points  situés  sur  la  droite  BB'  et  où 
tangente  est  horizontale,  le  point  de  rencontre  de  la  tangente 
^^^ec  l'axe  est  à  l'infini  et  le  point  de  rencontre  de  la  normale  est 
B.  En  vertu  de  la  relation  (i),  on  aura  donc 

BR  =  3HF,        d'où        BF  =  RA=Î^. 

Les  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  du  point  T  sont, 
'une  part,  la  droite  TM  et,  d'autre  part,  la  droite  Ta,  cetle  der- 
ière  étant  comptée  deux  fois. 

En  vertu  du  théorème  I,  on  a  donc 

iVlTI-+-9.A'fl  =  inull.7:; 
a,  si  l'on  pose, 


HT!  =  o         et         MTH  =  0, 
O-h  3©  =  r. 

Au  moyen  des  équations  précédentes,  il  est  facile  d'établir  un 
^[rand  nombre  de  relations  entre  les  cléments  de  la  figure  i;  je  me 
lornerai  à  mentionner  les  suivantes  : 

TF  =  TM-+- ABcoso. 

8.  Le  point  D  étant  déterminé  par  la  relation  BD  =  -^9  éle- 
vons en  ce  point  une  droite  DD'  perpendiculaire  à  l'axe;  soit  K  le 
point  où  cette  perpendiculaire  coupe  NF.  Menons  KL  perpendi- 
culaire à  NF  et  NL  parallèle  à  l'axe;  abaissons  enfin,  du  point  de 
rencontre  L  de  ces  deux  lignes,  une  perpendiculaire  sur  la  nor- 
male MN. 


Je  dis  ([lie  le  point  y,  où  elle  rencontre  cette  normale, tU  le     '■ 
centre  de  courbure  de  la  cardioîde  au  point  M. 

Soit,  en  efTel,  P  le  point  oii  cette  droite  coupe  FT,  on  démon- 
trera aisément,  en  s'appuyanlsurlespropositioDS  précédentes, que 


par  suite,  le  point  P  décrit,  lorsque  le  point  M  se  déplace  surli 
courbe,  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  pied  esta  une 
distance 


En  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  od  voit  aiséme"' 
que  la  normale  NM  enveloppe  une  cardioïdc  ajant  pour  tangenl' 
double  BB'  et  pour  foyer  le  point  F, 

Le  point  de  contact  de  la  normale  avec  l'enveloppe  est  le  pointf; 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Oi(  voit  aussi  que  la  développée  de  la  cardioîde  est  une  cardioîde 
semblable  à  la  proposée,  le  rapport  de  réduction  étant  ^>  propo- 
sition d'ailleurs  bien  connue. 

9.  Un  autre  mode  de  génération  de  la  cardioîde  mérite  d'être 
signalé. 

Soient  {fig.  a)  un  cercle  ayant  pour  centre  F  et  un  point  fixe  P 


pris  sur  cette  courbe.  Par  le  point  P  roenoDs  une  sécante  quel- 
conque coupant  le  cercle  en  M  ;  par  le  centre  F  menons  une  panl- 
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lèlc  à  cette  sécante  rencontrant  le  cercle  aux  points  A  et  B,  joi- 
gnons  enfin  MA.  et  MB.  Ces  droites  enveloppent,  lorsqii^on  fait 
varier  la  direction  de  la  sécante,  une  courbe  qui  est  évidemment 
de  troisième  classe  et  unicursale. 

Si  Ton  cherche  les  tangentes  isotropes  que,  d'après  la  construc- 
tion précédente,  on  peut  mener  à  la  courbe,  on  trouve  facilement 
qu'elles  passent  par  le  point  F;  d'ailleurs  la  courbe  n'est  évidem- 
ment pas  tangente  à  la  droite  de  Tinfini. 

On  en  conclut  que  celle  courbe  est  de  troisième  classe,  uni" 
cursale,  et  à  foyer  singulier  triple,  par  conséquent  c'est  une 
cardioîde.  Quelques  propriétés  intéressantes  se  déduisent  du 
mode  de  génération  que  je  viens  d'indiquer. 

Il  est  facile,  en  premier  lieu,  de  trouver  le  point  de  rebrousse- 
ment  de  la  courbe.  Je  remar(|uerai,  à  cet  eHet,  que  si,  au  point  F, 
on  élève  une  perpendiculaire  au  rajon  FP,  la  droite  HP  est  une 
tangente  à  la  courbe  et  qui  la  touche  au  point  I  déterminé  par  la 
relation 

3 

Au  point  1,  menons  la  normale  à  la  courbe  et  soit  K  le  point  où 
elle  rencontre  l'axe,  en  désignant  par  R  le  point  de  rebroussement 
de  la  cardîoïde;  on  aura,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

J     -  JL       _L 
VV  "^  Tk  ^  PH' 

d'où  l'on  déduit 

FP 
FR  -^• 

Considérons,  en  second  lieu,  un  point  quelconque  M  du  cercle; 
si,  par  F,  on  mène  une  parallèle  a  MP  rencontrant  le  cercle  aux 
points  A  et  B,  deux  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  M 
à  la  courbe  sont  les  droites  MA  et  MB. 

La  troisième  tangente  s'obtiendrait  en  menant  par  le  point  P 
une  parallèle  à  MF  et  en  joignant  au  point  M  le  point  C  où  cette 
parallèle  coupe  le  cercle. 

On  voit  que  les  deux  tangentes  MA  et  MB  sont  à  angle  droit; 
d^où  la  proposition  suivante  :' 

Théorème  IV.  —  Si,  d'un  point  quelconque  du  cercle  K  pas- 
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sant  par  le  sommet  de  la  cardiolde  et  ayant  pour  centre  son 
foyéry  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe,  deux  de  ces  tan- 
gentes sont  rectangulaires  ('). 

10.  Considérons  {fig»  2)  les  deux  points  M  et  G  qui  sont  les 
extrémités  d\ine  corde  tangente  à  la  cardioïde;  on  voit  immédia- 
tement sur  la  figure  que  Tare  MH  est  la  moitié  de  l'arc  PC. 

La  cardioïde  peut  donc  être  considérée  comme  l'enveloppe 
la  corde  qui  joint  deux  points  mobiles  sur  un  cercle,  ces  deu 
points  décrivant  le  cercle  dans  le  même  sens  et  l'un  ayant  u 
vitesse  double  de  la  vitesse  de  l'autre. 

Supposons  que  les  deux  points  M  et  C  se  soient  déplacés  infini 
ment  peu  et  soient  venus  en  M'  et  C;  désignons  par  T  le  point  d«^     JHEe 

rencontre  de  MC  et  de  M'C.  On  aura  M1VI'=  -CC;  d'autre  part  ^^^^m  l, 

les  triangles  semblables  MM'T  et  CC'T  donnent 


A  la  limite  on  a 


donc  : 


Mivr  _  MT       I 
ce  "■  TC  ~  2 


MT  =  ï^; 
a 


Théorème  V.  —  La  corde  interceptée  par  le  cercle  K  sur  un 
tangente  quelconque  à  la  cardioïde  est  partagée  par  le poin 
de  contact  en  deux  segments  dont  l'un  est  le  double  de  l'autre  - 

11.   D'autres  propriétés  des  normales  à  la  cardioïde  peuvent  étr^ 
déduites  par  des  considérations  entièrement  différentes  de  celles 
qui  précèdent,  et  en  s'appuyant  seulement  sur  la  propriété  sui- 
vante : 

La  cardioïde  ayant  un  axe  de  symétrie  et  ayant  pour  points 
de  rebroussement  les  ombilics  du  plan,  tout  cercle  ayant  son 
centre  sur  l'axe  de  symétrie  ne  rencontre  la  portion  de  la 
courbe  située  au-dessus  de  l'axe  qu'en  deux  points  distincts 
des  ombilics. 


(  '  )   Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième  classe, 
communiquée  à  ia  Société  mathématique  en  noTembre  1877. 
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De  là  résulte  immédiatement  la  proposition  suivante  (')  : 

ni^HÉORÈME  VI.  —  Étant  pris  deux  points  fixes  quelconques  Pl 
'  B  sur  la  cardioide,  soit  C  un  point  mobile  sur  cette  courbe; 
^  r  les  milieux  des  cordes  CA.  et  CB,  élevons  respectivement 
^^''s  perpendiculaires  à  ces  cordes  et  soient  \  etV^  les  points  où 
^^perpendiculaires  coupent  l'axe.  Quelle  que  soit  la  position 
^4  point  C  sur  la  courbe,  la  différence 

I  I 

FÏ  ""  F  K 

^meure  constante. 

Démonstration,  —  Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  que  les 

^nts  A,  B,  ainsi  que  le  point  mobile  C,  sont  sur  la  partie  de  la 

ourbe  située  au-dessus  de  Taxe;  et,  pour  plus  de  clarté,  je  consi- 

^rerai  d'abord,  au  lieu  de  la  cardioïde,  une  spirique  quelconque, 

''est-à-dire  une   courbe  du   quatrième  ordre,    ayant   un  axe   de 

^métrie  et  pour  points  doubles  les  deux  ombilics  du  plan.  Une 

pirique,  comme  on  le  voit  aisément,  jouit  de  la  propriété  qu^In 

ercle  ayant  son  centre  sur  Taxe  de  symétrie  ne  rencontre  la  courbe 

a'en  deux  points  situés  au-dessus  de  Taxe  et  distincts  des  om- 

ilics. 

Cela  posé,  A  et  B  désignant  deux  points  fixes  de  la  spirique 
t  C  un  point  variable  sur  cette  courbe,  par  les  milieux  des  cordes 
et  CB  élevons  des  perpendiculaires  à  ces  droites;  soient  I  et  K 
Aes  points  où  ces  perpendiculaires  coupent  respectivement  Taxe 
^e  la  spirique. 

J*établirai  d^abord  que  les  points  I  et  K  déterminent  sur  Taxe, 
lorsque  le  point  C  se  déplace,  une  division  homographique. 

En  effet,  le  point  I  étant  donné,  le  point  C  se  trouve  au-dessus 
^e  Taxe  et  à  Tintersection  de  la  courbe  avec  le  cercle  décrit  du 
point  I  comme  centre  avec  lA  pour  rayon;  ce  point  est  donc  par- 
faitement déterminé,  puisque  ce  cercle  ne   rencontre  la  courbe 
an-dessus  de  Taxe  qu'en  deux  points  distincts  des  ombilics. 


(*)  Les  coDsidéralions  qai  suivent  s'appliquent  également  aux  coniques  et  aux 
anallagmatiques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  qui  ont  un  axe  de  symétrie. 
yoir  i  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  spiriques  (  Bulletin  de  la  Société  philoma^ 
thique,  Doverobre  1869). 
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Le  point  C  étant  déterminé,  le  point  K  l^est  également  quand  ou 
se  donne  le  point  I,  et  Ton  prouverait  de  même  qu  à  une  posUion 
du  point  K  correspond  une  position  unique  du  point  I;  d^où  i^ 
résulte  que  les  points  I  e^  K  déterminent  sur  l'cuce  des  divisions 
hom  ograph  irj  ues . 

Cherchons  les  deux  points  doubles.  Le  point  C  se  déplaçant  ^^^ 
une  des  branches  infinies  qui  passe  à  un  ombilic  o)  en  se  rapp^' 
chant  indéfiniment  de  cet  ombilic,  le  cercle  passant  par  les  points - 
et  C,  et  symétrique  par  rapport  à  l'axe,  a  pour  centre,  à  la  liiif*^^  ' 
le  point  où  la  tangente  en  to,  à  la  branche  de  courbe  considé^^^- 
perce  Taxe,  c'est-à-dire  le  foyer  singulier  y  correspondant  à  o^ 
branche  de  courbe.  Ce  point  est,  par  la  même  raison,  le  centra 
cercle  limite  passant  par  les  points  B,  C  et  symétrique  parrapf^ 
à  Taxe;  /est  donc  un  point  double  de  la  division  homographicf; 
Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  la  seconde  brauche 
courbe. 

Ainsi,  quand  on  considère  une  spirique  générale,  les  der 
points  doubles  de  la  division  homo graphique,  formée  par 
points  I  et  K,  sont  les  foyers  singuliers  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  cardioïde,  les  points  double 
l'infini  deviennent  des  points  de  rebroussement  et  les  deux  fo\ 
singuliers  viennent  se  réunir  au  foyer  unique  F  de  la  courbe, 
division  homographiquc  formée  par  les  points  I  et  K  a  donc  de 
points  doubles  coïncidents  en  F;  d'où  le  théorème  qu'il  fall 
démontrer. 


4^\ 


\ 


i"^ 


V^^' 


otv 


X 


12.  Supposons  que  l'on  fasse  successivement  coïncider  le  poi 
mobile  C  avec  A  et  avec  B;  dans  le  premier  cas,  la  perpendiculair 
élevée  au  milieu  de  AC  se  confond  avec  la  normale  en  A  et,  dan^ 
le  second,  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  BC  se  confond 
avec  la  normale  en  B. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VIL  —  Etant  donnés  deux  points  quelconques  A 
et  B  situés  sur  une  cardioïde,  menons  les  normales  en  ces  points 
et,  par  le  point  milieu  de  la  corde  AB,  une  perpendiculaire  à 
cette  corde;  soient  respectivement  a,  6,  i  les  points  où  ces 
droites  rencontrent  Vaxe,  le  point  i  et  le  foyer  Y  de  la  courbe 
divisent  harmoniquement  le  segment  ab. 
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l^n  effet,  en  supposant  que  le  point  mobile  C  vienne  successive- 
'^f^  ^nl  coïncider  avec  le  point  A  et  le  point  B  et  en  appliquant  le 
^«  écréme  précédent,  on  a 


*'<jù 


1           f           1           1 

FI        Fa  ~  F^        Fl' 

• 

•>.           I            I 
FI  ""  Fa        Vb' 

c.    Q.    F.    I) 

En  particulier,  si  le  point  B  est  un  des  points  où  la  tangente 
double  touche  la  cardioïde,  le  point  de  rencontre  de  la  normale 
^vec  Taxe  étant  à  FinHui,  on  a  cette  proposition  : 

Si  l'on  désigne  par  a  le  point  où  la  normale  en  un  point  A 
de  la  cardioïde  rencontre  l'axe,  et  par  i  le  point  oii  cet  axe  est 
rencontré  par  la  droite  élevée  par  le  milieu  de  la  corde,  qui 
joint  A  à  Vun  des  points  où  la  courbe  touche  la  tangente 
double,  et  perpendiculairement  à  cette  corde,  le  point  a  est  le 
milieu  du  segment  FI. 

13.  Je  m'arrêterai  ici  dans  cette  étude  des  propriétés  des  nor- 
males à  la  cardioïde.  Dans  une  prochaine  Note,  je  ferai  Tapplica- 
tion  des  mêmes  principes  à  l'étude  de  diverses  courbes  remar- 
quables de  la  troisième  classe  et  de  classes  plus  élevées. 


•11. 
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LES  NORMALES  AUX  SURFACES  DU  SECOND  ORBfti 


\ouvelles  Annales  de  Mathématiques;  1878. 


1.  Étant  donnes  une  surface  du  second  ordre  K  ayant  pour 
équation 


abc 


et  un  point  M  avant  pour  coordonnées  a,  p,  y,  on  sait  que  Ton 
peut  de  ce  point  mener  six  normales  à  la  surface,  les  pieds  de  ces 
normales  étant  déterminés  par  les  équations 


X  = 


a  7. 

a  —  0 


y  = 


.  _    n 


c  — 


où  p  est  une  des  racines  de  l'équation 


(I) 


aa 


/>3s 


cy' 


(a_p)2  (b-p)^  (C  — p)* 


—  1  =  0. 


Ces  six  points  sont  (Failleurs  déterminés  par  rinterseclîon  de  K 
avec  la  cubique  gauche  H,  définie  par  les  équations 


a-i) 


xy 


a 


(i^O^" 


3f 

C 


V  y 


( 


c       a  I 


•iX  OLZ 

ZX  -4- r=  O, 

a  c 


Cela  posé,  déterminons  les  quantités  Ç,  r,,  Ç,  P,  Q,  R,  X,  Y, 
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^  ^t  G,  de  telle  sorte  que  1*od  ait  identiquement 
\  a  b  c         I 

On  aura,  entre  ces  dix  quantités,  les  neuf  relations 

•iZ;  -+-«Ç  -+-|îr,  =  — (G-hc); 


i-a-i) 

,.  /  I        1  \ 


a 


^       \c        b  I  c  b 

\  q/'        i\       (aZ-Y)S     .    (2\-«)!;. 

et 

/  Qy  — R?  =  aaX-4-(G-ha)Ç, 

(5)  Rx  — Py  =  2^Y-T-(G-f-^^)r., 

(  P?  — Qa  =  2cZ  -h(G-T-r);. 

Comme  nous  disposons  de  dix  quantités  indéterminées  pour 
satisfaire  à  ces  neuf  relations,  on  pourra  y  satisfaire  d'une  infinité 
de  manières. 

Considérons  maintenant  Téquation  (2),  elle  exprime  évidem- 
ment que,  des  six  pieds  des  normales  que  Ton  peut  abaisser  du 
point  M,  quatre  sont  situés  sur  la  sphère 

ar'-+-^'--i-^' —  îXx —  aY^'  —  2Z«  -+-  G  =  o 

et  les  deux  autres  dans  le  plan 

^\      y^i       ^ï 
abc 
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ml  le  pôle,  par  rapport  à  la  surface  du  second  ordre  K,  a  po 
^ordonnées  ^,  7),  Ç;  et,  comme  ces  quantités  renferment  un  pa 
lètre  arbitraire,  elles  sont  les  coordonnées  d*un  point qoelcon 
le  la  polaire,  par  rapport  à  K,  de  la  corde  qui  joint  les  pieds  d 
deux  dernières  normales  dont  je  viens  de  parler. 


2.  Désignons  par  S  la  sphère  dont  Téquation  est 

les  coordonnées  de  son  centre  sont  évidemment  X,  Y,  Z  et  G 
la  puissance  de  Torigine  relativement  à  cette  sphère.  Elle  contie 
comme  je  Tai  dit,  quatre  des  pieds  des  normales  que  Ton  p 
abaisser  du  point  M.  Soient  D  la  corde  qui  joint  les  pieds  des  d 
autres  normales  et  A  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à 
Diaprés  une  dénomination  généralement  adoptée,  [A  est  un 
relativement  à  K  et  aux  surfaces  du  second  ordre,  qui  form 
avec  elles  un  système  homofocal;  en  d^autres  termes,  les  d* 
droites  D  et  A  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

De  ce  que  j^ai  dit  plus  haut  il  résulte  que,  si  l'on  considèr 
/,,  ^  comme  des  coordonnées  courantes,  la  droite  A  est  préciséoM 
déterminée  par  les  équations  (3),  ou  encore,  si  Ton  pose,  [> 
abréger. 


(G) 


2X  =  a  H-  A, 


)ar  les  suivantes 


l 


(7) 

avec  la  relation 


A;-+-a  =  Br,  -h/>  =  GÇ-+-c  =  X, 


cmt 

r 


irl 


I 


(8) 


G  H-  a$  -+-  ^Tj  4-  yÇ  =  —  À. 


3.  Tirons  de  (7)  les  valeurs  de  Ç,  r,,  Ç  et  portons-les  dans  (8 
en  égalant  à  zéro  le  terme  constant  et  le  coefficient  de  X,  il  vieiid- 


(D) 
cl 

(lo) 


A    •    B-^G-^'  =  " 


aa        ^b       vc 


J' 
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Soient  jr,  y^  z  les  coordonnées  d'un  quelconque  des  points  où  D 
rencontre  la  surface  du  second  ordre  K,  le  plan  tangent  en  ce 
point  contient  A,  et  son  équation  est 

abc. 

tlemplaçant,  dans  cette  équation,  i,  Trj,  JJ  par  leurs  valeurs  tirées 
^^  (  •^),  il  vient,  en  égalant  à  zéro,  le  terme  constant  et  le  coeffi- 
ci^nt.de). 

Cl. 

^  ^<:]uation  (12)  est  celle  du  plan  diamétral  contenant  la  corde  D  ; 
'^  i>^an,  déterminé  par  l'équation  (i  i),  contient  le  point  M  en  vertu 
^^  Isi  relation  (9);  c'est  donc  le  plan  qui  passe  par  les  deux  nor- 
™^^l^s  dont  les  pieds  sont  situés  sur  D;  je  le  désignerai  par  P. 


«  En  général,  pour  abréger  le  discours,  étant  donné  un  plan 
ï  ^*  ^  Iconque  ayant  pour  équation 


X        Y        ^ 

-  -4-  --  H-         -»-  I  =  O, 
p  7  / 

pellerai  centre  de  ce  plan  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

j  r  et  foyer  de  ce  plan  le  point  où  se  coupent  les  deux  nor- 

X  es  à  R  qui  sont  contenues  dans  ce  plan.  On  voit  que  le  plan  P, 

t  j*ai  parlé  plus  haut,  a  pour  foyer  le  point  M  et  pour  centre 

~:5oint  m  dont  les  coordonnées  sont  A,  B,  C. 

a  notion  de  centre  dUin  plan  se  présente  fréquemment  dans 
théorie  des  normales  aux  surfaces  du  second  ordre,  el,  à  ce 
^  "^  ^l,  je  rappellerai  une  élégante  proposition  due  à  Joachimsllial  : 


ilani  donnés,  sur  une  surface  du  second  ordre,  trois  points 
"^        6,  c,  tels  que  les  normales  en  ces  points  concourent  en  un 
^  ^^nie  point  M,  le  pâle  du  plan  abc^  relativement  à  cette  sur- 
<:e,  est  le  centre,  relativement  aux  trois  axes  de  la  surface. 
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du  plan  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  autres  normales  guc 
l'on  peut  encore  abaisser  du  point  M  (*). 

5.  En  adoptant  les  dénominations  qui  précèdent,  il  î^sulie 
immédiatement  des  équations  (6)  que  le  centre  N  de  la  spWr*»^ 
est  le  point  milieu  du  segment  Mm. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  de  la  sphère  qui  contient  les  pieds  de  quatrtix^ 
normales  que  Von  peut  abaisser  d'un  point  donnée  sur  vM 
surface  du  second  ordre  R,  est  le  milieu  du  segment  qui  joiiU 
le  point  M  au  centre  du  plan  qui  contient  les  deux  autres  nor- 
males. 

6.  Pour  déterminer  complètement  la  sphère  S,  dont  on  peul 
construire  le  centre  au  moyen  de  la  proposition  précédente,  il 
suffit  de  connaître  la  puissance  G  de  Toriginc  relativement  à  cette 
sphère,  ou  bien  encore  de  connaître  la  sphère  S,  dont  l'équation 
esl 

^'-H^'*H-  «'H-  G  =  o. 

Cette  sphère  S  peut  être  facilement  déterminée  en  s'appuyant  sur 
la  propriété  suivante 

Le  point  M  et  le  pôle  du  plan  P,  relatiçement  à  la  surface 
du  second  ordre  K,  sont  deux  points  conjugués  relativement  à 
la  sphère  S,  en  d'autres  termes  le  plan  polaire  de  chacun 
d'eux,  relativement  à  S,  contient  l'autre  point. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  je  remarque  que  le  pôle  du 
plan  P,  relativement  à  K,  a  pour  coordonnées 

a  b  c  ^ 

~~\''     ~H'     "~  G' 

le  plan  polaire  de  ce  pôle,  relativement  à  1',  a  pour  équation 


(*)  JoACHiMSTHAL,  De  çuiOusdam  œquationibus  quarti  et  sexti  gradus  quœ 
in  tkcoria  lincarum  et  superficieruni  secundi  gradus  occurrunt  {Journal  dt 
C relie,  t.  53,  p.  17?). 


SUR  LES  NORMALES  AUX  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE.  497 

^^  en  verUi  de  la  relatian  (lo),  il  contient  évidemment  le  point  a, 
H)  y;  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

<•  La  cubique  gauche  H  rencontre  la  sphère  S,  d^abord  aux 
Suaire  points  où  les  normales  concourent  en  M,  puis  en  deux 
^titres  points.  Je  dirai,  pour  abréger,  que  la  corde  qui  joint  ces 
^eux  derniers  points  est  la  corde  supplémentaire  de  D. 

I/examen  de  l'équation  (2)  montre  immédiatement  que  la  corde 
supplémentaire  est  constamment  comprise  dans  le  plan 

x\  H-^T,  H-  ^!J  -I-  G  =  o, 

où  \j  Ti,  Ç  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  A. 
Remplaçons,   dans  l'équation    précédente,    ^,   Tj,    ^   par    leurs 
valeurs  tirées  de  (7),  et  égalons  à  zéro  le  terme  constant  ainsi  que 
le  coefficient  de  \\  nous  aurons  les  équations  suivantes,  qui  défi- 
nissent la  corde  supplémentaire  : 

(.3)  _  +  _Z  +  __G  =  o, 

et  • 

(.4)  Â-^B-^G=°- 

L'équation  (i4)  montre  que  le  plan  diamétral  passant  par  la 
corde  supplémentaire  est  parallèle  au  plan  P.  D'où  la  proposition 
suivante  : 

Les  six  pieds  des  normales,  que  l'on  peut  d^un  point  M 
abaisser  sur  une  surface  du  second  ordre,  sont,  ainsi  que  le 
point  M  et  le  centre  O  de  la  surface,  situés  sur  une  même 
cubique  gauche  H. 

Sif  par  le  point  O,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  qui 
contient  M  et  les  pieds  de  deux  quelconques  des  normales,  ce 
plan  coupe  la  cubique  en  deux  autres  points.  Ces  deux  points 
et  les  pieds  des  quatre  autres  normales  sont  situés  sur  une 
m,ém,e  spfière. 

8.  En  désignant  par  ^,  y^  K  ^^s  constantes  arbitraires,  le  pôle  du 
plan 

a  O  c 

L.  —  II.  3  i 
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relalivemenl  à  K,  est  le  point  (^,  y|,  2^),  dont  le  plan  polaire,  rel^^  . 

tivement  à  S,  a  pour  équation 

^Ç  ■+-^''1  -H  «Ç  4-  G  =  O. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  que,  si  le  plan 

a  o  c 

tourne  autour  de  la  corde  D,  le  plan 

^Ç  -J-^TQ  -+-  «î  -H  G  =  o 

tourne  autour  de  la  corde  supplémentaire. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  droite  A  et  la  corde  supplémentaire  de  D  sont  polai^ — ^s 
réciproques,  relativement  à  la  sphère  S. 

9.  Comme,  dans  la  théorie  des  normales  à  une  surface  du  seco  K^^ad 
ordre,  on  a  souvent  à  considérer  les  centres  de  divers  plans  (  <?  ^^s 
centres  étant  déterminés  relativement  au#axes  de  la  surface),        û 
n'est  pas  inutile  d'entrer  dans  quelques  détails  relativement  at^  x 
propriétés  de  ces  points. 

En  premier  lieu,  soit,  p  désignant  un  paramètre  variable, 

Téquation  d'un  plan  tournant  d'une  droite  fixe. 

Pour  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  ce  plan,  identifions     "^ 
son  équation  avec  l'équation 


X         Y        ^ 


il  viendra 


d-^-pd  p       d^-pcP  d-hpcT 

a-^pa  b-^po  c-hpc 

à*où  l'on  voit  que  le  centre  décrit  une  cubique  gauche  passant  par 
les  sommets  du  tétraèdre  8  formé  par  les  plans  principaux  et  le 
plan  à  l'infini. 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

Le  lieu  des  centres  des  plans,  guipassent  par  une  droite  fixe. 
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esi  une  cubique  gauche  passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  0  ; 
et  rëciproquement  : 

Si  idne  cubique  gauche  passe  par  les  sommets  du  tétraèdre  6, 
les  plcinsy  dont  ses  divers  points  sont  les  centres,  passent  par 
^inc  défaite  fixe. 

En  second  lieu,  considérons  une  droite  quelconque  dont  un  des 
)oinls  soit  déterminé  par  les  équations 

^"'dTJd''       ^~  d-hpd'       ^'~d-^pd'' 

plan  ayant  pour  centre  ce  point  a  pour  équation 
X  y  z  r        _ 


a-î-pa'       b  -h  ?b'       c-^  pc'       d-^  pd 

'^  il  est  clair  que,  quand  on  fait  varier  p,  il  enveloppe  une  cubique 
Sauolie  ayant  pour  plans  osculateurs  les  plans  qui  forment  les  faces 
^^  t^lraèdre  0. 

*^*où  les  propositions  suivantes  : 


^s  plans,  qui  ont  pour  centres  les  différents  points  d'une 
^*^££e,  enveloppent  une  cubique  gauche  inscrite  dans  le  té- 
^^^^dre  0  (');  et  réciproquement 

•Se  une  cubique  gauche  est  inscrite  dans  le  tétraèdre  6,  le 
**^«£  des  centres  de  ses  divers  plans  osculateurs  est  une  ligne 
^^oite. 

lO.  Je  m'appuierai  maintenant  sur  le  lemme  qui  suit  : 

Lemme.  —  Si  les  sommets  des  deux  tétraèdres  sont  situés  sur 
^ne  même  cubique  gauche,  les  huit /aces  de  ces  tétraèdres  sont 
tes  plans  osculateurs  d'une  autre  cubique  gauche. 

Réciproquement,  si  les  huit  faces  de  deux  tétraèdres  sont  les 
plans  osculateurs  d'une  même  cubique  gauche,  leurs  huit 
sommets  sont  situés  sur  une  autre  cubique  gauche. 


(*)  J'entend;!  par  cubique  gauc/ie  inscrite  dans  un  tétraèdre   une  cubique 
ayant  pour  plaas  osculateurs  les  faces  de  ce  tétraèdre. 
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Il  suffît  évidemment  de  démontrer  la  première  partie     ^ 
lemme,  la  seconde  proposition  étant  corrélative  delà  premf  ^^' 

Pour  la  démontrer,  je  remarque  que  la  cubique,  qui  conti"^^'^ 
sommets  des  deux  tétraèdres,  étant  une  courbe  unicurs^ 
puis  supposer  que  les  sommets  du  premier  tétraèdre  soient 
minés  par  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  f{xy 
et  les  sommets  du  second  par  les  racines  d\ine  équation  de 
degré  F(x)  =  o. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  racines  de  Téquation 

où  \  désigne  un  paramètre  variable,  déterminent  sur  la  cub 
les  sommets  d'une  suite  de  tétraèdres,  chaque  point  de  la  co 


èmc 


^ique 

urbc 

ùil 


étant  d'ailleurs  le  sommet  d'un  seul  de  ces  tétraèdres;  d'o'    ^ 
résulte  que  les  faces  de  tous  ces  tétraèdres  enveloppent  une  cubi< 
gauche,  puisque,  par  chaque  point  de  la  courbe  donnée,  on 
peut  mener  que  trois  plans  osculateurs  à  l'enveloppe. 

En   particulier,  les  faces  des  deux  tétraèdres  donnés  sont 
plans  osculateurs  de  celte  cubique  gauche;  la  proposition  est  d 
démontrée. 


que 
ne 

des 
onc 


enl 

ces 

ns 

u 

5e 

ns 

e 


11.   Considérons  maintenant  quatre  plans  dont  les  centres  soi 
en  ligne  droite  :  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus  haut,  les  fa 
du   tétraèdre  T,  déterminé  par  ces  quatre  plans,  sont  les  pla 
osculateurs  d'une  cubique  gauche  inscrite  dans  le  téti*aèdre6. 
lemme  procèdent  il  résulte  que  les  sommets  des  tétraèdres  T  et 
sont  situés  sur  une  même  cubique  gauche  et,  par  suite,  les  pla 
ayant  pour  centres  les  sommets  du  tétraèdre  ï  passent  par  u 
même  droite. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  ont  leurs  centres  en  lign^-  ^ 
droite,  les  plans  qui  ont  pour  centre  les  sommets  du  tétraèdr^^ 
passent  par  une  même  droite. 

Et  de  même  : 

Si  les  plans  qui  ont  pour  centres  les  sommets  d'un  tétraèdre 
passent  par  une  même  droite,  les  centres  des  faces  de  ce 
tétraèdre  sont  en  ligne  droite. 
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12.  Si  d'un  point  quelconque  M  de  Tespace  on  mène  les  six 
noirmales  à  la  surface  du  second  ordre  K,  on  sait  que  le  point  M 
^t  les  six  pieds  des  normales  sont  situés  sur  une  même  cubique 
gaiiache  passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  6.  Désignons  par  /?|, 
/'s  >  pi,  • .  • ,  />6  les  pieds  de  ces  normales. 

Des  considérations   qui   précèdent   il  résulte    immédiatement 

-S/  ron  forme  un  tétraèdre  ayant  pour  sommets  quatre 
^ ^^elconques  des  sept  points  M,  p^^  /?2j  •  •  •  j  P^y  '^*  centres  des 
/«Ctf5  de  ce  tétraèdre  sont  en  ligne  droite. 


13.  Considérons  une  droite  quelconque  E,  normale  à  une  sur- 
ce  de  second  ordre,  ayant  pour  axes  les  axes  de  coordonnées  Ox^ 
\y  et  O^.  Le  lieu  des  centres  des  plans  qui  passent  par  E  est  une 
Cubique  gauche  L  passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  6.  Soit  M 
^Ki  point  quelconque  pris  sur  cette  normale;  par  ce  point  on  peut 
^^^ener  à  la  surface  cinq  normales  distinctes  de  E;  soient /?!, /?2, 
f>%<i  Pk  et/?8  leurs  pieds.  Désignons  par  N|  le  centre  de  la  sphère 
Cf  ui  passe  par  les  quatre  points  p^^  p^,  p^  elp^j  de  même  par  Nt  le 
Centre  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points  /?|,  p^^  p^ 
et/?9,  ...  ;  désignons  enfin  par  mi,  m^^  m^j  m^  elm^  les  centres 
des  plans  qui,  passant  par  E,  contiennent  respectivement  les  points 

f^i^Pt^Pij  P*  et/>5. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  les  cinq  points  m  sont  situés  sur 
la  cubique  gauche  L;  d^ailleurs,  comme  je  l'ai  montré  précédem- 
ment (n*^  5),  les  points  N  sont  respectivement  les  milieux  des  seg- 
ments M /n. 

D'où  l'on  déduit  immédiatement  les  propositions  suivantes  : 

Si  d'un  point  M  on  mène  cinq  normales  quelconques  à  une 
sur/ace  du  second  ordre,  ayant  pour  centre  O,  les  cinq  pieds 
de  ces  normales  peuvent  être  regardés  comme  les  sommets  de 
cinq  tétraèdres;  les  centres  des  cinq  sphères  circonscrites  à  ces 
tétraèdres  sont  situés  sur  une  cubique  gauche,  passant  par  le 
milieu  du  segment  MO  et  par  les  points  situés  à  l' infini  sur  les 
axes  de  la  sur/ace. 

Étant  données  une  droite  quelconque  E  et  trois  droites  rec- 
tangulaires Ox^  Oy  et  Ozy  imaginons  toutes  les  surfaces  du 
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second  ordre  ayant  ces  droites  pour  axes  et  /iorma/c«àE;« 
d^un  point  M,  pris  arbitrairement  sur  E,  on  mèneàVunede 
ces  sur/aces  quatre  normales  distinctes  de  E,  le  lieu  du  cef^^^ 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  formé  par  les  pieds  de$ 
normales,  est  une  cubique  gauche  passant  par  le  milieu  du 
segment  MO,  et  par  les  trois  points  à  V infini  sur  les  aresO^» 
Oy  et  Ow. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  le  poinl  M  se  déplace  sur  la  droUeEr 
la  cubique  gauche  conserve  sa  forme,  chacun  de  ces  poinls  décri- 
vant un  segment  de  droite  parallèle  à  E  et  égal  à  la  moitié  du  seg- 
ment dont  le  point  M  s'est  déplacé. 

14.  Je  ne  développerai  pas  davantage  les  conséquences  qu'on 
peut  déduire  des  propositions  précédentes,  et  je  terminerai  cette 
Note  en  établissant  quelques  formules  qui  peuvent  être  utiles  dans 
les  recherches  sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Soient  p'  et  o"  les  deux  racines  de  Téquation  (i)  qui  correspon- 
dent aux  deux  normales  dont  les  pieds  sont  situés  sur  la  droite  D, 
et  soit 

F(p)  =  (p-?')(?-p'). 

En   désignant,  pour  un  instant,   par  p  l'une  quelconque  de  ces 
racines,  les  coordonnées  du  pied  correspondant  sont 

aoL  6B  CY 

a  —  p       o  —  p       c  —  p 

et  Téquation  du  plan  tangent  en  ce  point  est 

a  —  p        o  —  p        c  —  p 

Ce  plan  contient  la  droite  A;  tirons  de  (7)  les  valeurs  de  Ç,  7),  Ç 
et  portons  ces  valeurs  dans  Téquation  précédente.  En  égalant  à 
zéro  le  coefficient  de  X,  on  obtiendra  la  relation 

a  p  Y 


k' 


A(a-p)        B(6-p)       G(c-p) 
et  cette  relation  devant  être  satisfaite  pour  p  =  p'  et  p  =  p',  il 
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'^^ni,  après  quelques  réduclions  faciles, 

F(p)  =  p«—  (G  -+-  a  -+-  6  -4-  c)p  —  abc(~  "^  ^  "^  Tc)  ' 

d'où 

05)    *  G=  p'+p'— a-6  — c, 

et 

'  F(a)  =  (c-a)(a-6)J=(a-p')(a-p'), 

(i6)  j  F(6)  =  (a-.6)(6-c)j^=(6-p')(6-.p'), 

F(c)  =  (6  —  c) (c  -  a)  -^  =  (c  -  p')  (c  —  p'). 

Puisque  p'^  salisfail  à  Téqualion  (i),  on  a  idenlîquement 

aoLUa^p')*  b^Hb-p')^  o^t(c-^py       ^    ^ 

(a-p^)'(a-p')«'^(6-.p')«(6-p')«"*'(c~p')«(c-p')«         ' 

i'où,   en  remplaçanl  les  dénominateurs  par  leurs  valeurs  tirées 
Je  (i6)  et  p'  par  p, 

(a  — 6)«(c  — a)«^^""P^' 

Celle  équation  devant  être  satisfaite  pour  p  =  p'  et  p  =  p"',  on 
en  déduit  celte  nouvelle  expression  du  polynôme  F(p), 

ra(6  — c)ïA«(cr  — p)«-t-6(c  — a)»B«(6  — p)* 
p.   y       L     -t-c(g  — 6)îC«(c-p)»-(a-6)«(6-c)«(c-«)' 


a(6  —  c)«  A«-+-  6(c  —  cO«.B*-t-  c(a  —  6)«G« 

D^où,  en  vertu  des  équations  (i6),  les  relations  suivantes  qui 
déterminent  les  coordonnées  a,  ^,  y  du  fojer  du  plan 

X        y        z 
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(c  — a)(a-~6)[6B«-4-cC«  — (6  — c)«] 
a(6--c)*A«-4-6(c  — a)«B«H-c(a  — A;*C«' 

j  j^  _     (g  — 6)(6  — c)[cC«-4-aA«  — (c  — a)«] 
("7)  i  D  -  ^(^__c)i^^i_^^(c  — a)«B«-+-c(a  — 6)»C«' 

(6  — c)(c  — a)[aA«-h6B«— (g  — 6)«] 

auxquelles  on  peul  joindre  la  relation 

ra(a  — 6  — c)(6  — c)«A«  ] 

(I»)    O  -  a(6  — c)*A«-+-6(c  — a;*B»-+-c(a  — 6)«C» 


SUR  LES  SYSTÈMES  DE  DROITES 

QUI   SONT  NORMALES 

A   UNE  MÊME   SURFACE. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  1878. 


\.  Je  renverrai,  pour  toutes  les  notations  dont  je  me  servirai 
îcî,  à  ma  Note  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  théorie 
des  surfaces  (*). 

Par  chaque  point  M  d^une  surface  S  menons  une  droite  m,  dont 
la  position  soit  définie  par  Tangle  0  qu'elle  fait  avec  la  normale  MTj 
à  la  surface  el  Tangle  <p  que  fait  avec  la  direction  ilfX  sa  projec- 
iion  sur  le  plan  tangent. 

Les  cosinus  des  angles  que  font,  avec  les  axes  coordonnés,  les 
trois  directions  J/X,  MX  et  MTj^  étant  respectivement 

ces  a,     cosp,     cosY, 
cos^,     cosr^,     cos^, 

COSX,      COS{JL,      cosv, 

les  cosinus  des  angles  que  fera  avec  les  axes  la  droite  m  seront 
respec  ti  vemen  t 

cosa  sin6  cosçp  +  cos^  sinO  sinç  +  cosX  cos6, 
cos^sinO  COS9+  cosT)  sinO  sin9  +  cos[xcosO, 
cosYsinOcostp  H-cosÇ  sinOsintp -H  cosv  cosO; 

et,  pour  que  les  diverses  droites  m  soient  normales  à  une  même 


(  *  )  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  a*  série,  t.  XI,  p.  60. 
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surface,  il  sera  nécessaire  el  suffisant  que  l'expression 
Zdx{cosa  sinO  cosf  +  cos^  sinO  sinç  +  cosX  cosQ) 

soîl  une  difTérenlielIe  exacte. 

On  a 

dx  =  E{iu  cosa  -^G  dv  cos Ç, 

djr  ==  Edu  cos  ^-^  Gdv  cosij, 

dz  =  E  rfa  cos  Y  -h  Gdv  cos  Ç  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  Pexpression  précédcnle,  elle  donne 

E  sinO  cosff, du  -f-  G  sinOsinç.cfi'; 

et,  pour  qu^elle  soit  une  diflTérentielle  exacte,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  Ton  ait 

(i)  -7-(E  sinO  costp)  =  -T-(G  sin6  sinîp). 

2.  L'équation  précédente  ne  renferme  que  les  quantités  E  et  G, 
dont  Texpression  ne  change  pas  quand  on  déforme  la  surface  S. 

D'où  la  conséquence  suivante  : 

Concevons  que  chaque  rayon  m  conserve  une  position  fixe  par 
rapport  au  plan  tangent  en  if/,  c'est-à-dire  que  sa  projection  sur 
ce  plan  tangent  et  l'angle  qu'il  fait  avec  ce  plan  demeurent  inva- 
riables; cela  posé,  si  les  rayons  émanant  des  divers  points  de  S 
sont  normaux  à  une  même  surface  et  si  l'on  dé/orme  S  de 
façon  que  l'élément  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  dette 
surface  concerne  la  même  valeur,  chaque  plan  tangent  à  la 
sur j ace  entraînant  avec  lui  le  rayon  correspondant,  les  divers 
rayons  dans  leur  nouvelle  position  sont  encore  normaux  à  une 
même  surface. 

3.  L'équation  (i)  étant  satisfaite  pour  certaines  valeurs  des 
fonctions  cp  et  6,  elle  est  encore  évidemment  satisfaite  quand  on  y 
remplace  sinO  par  /rsinO,  k  désignant  une  constante  arbitraire. 

D'où  ce  beau  théorème  dû  à  Dupin  : 

Si  des  rayons  normaux  à  une  même  surface  se  réfractent 
sur  une  surface  S,  ils  sont  encore,  après  leur  réfraction,  nor^ 
maux  à  une  même  surface. 
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4.  Chaque  rayon  m  se  projette  sur  le  plan  tangent  en  M^  sui- 
Tant  une  droite  faisant  avec  la  droite  il/X  un  angle  égal  à  ^ .  Toutes 
ces  projections  enveloppent  des  courbes  que  Ton  peut,  pour 
abréger,  appeler  la  projection  du  système  de  rayons  sur  la  sur- 
face. La  fonction  cp  étant  connue,  on  obtiendra  Téquation  diflfé- 
reiitielle  de  cette  projection  en  posant  o  =  / ;  d^où 

Ea  remplaçant  cp  par  /dans  Téquation  (i),  il  vient 

-T  (EsinO  cosi)  =  -7-(G  sinôsin  t), 
dv  ^       dv 

OU  encore 

-r-(EsinO)cos< 5— (G  sinO)sin{  —  E  sinOsini  ^ GsinOcosi-î-  =  o, 

av^  '  du  dv  du 

OU,  en  remplaçant  respectivement  cos/  et  sini  par  leurs  valeurs, 

Y.  du  Gdv 

ds  ds 

^  (  E  sîn e )  E  rftt  —  -^  (  G  sin  e )  G  É^t»  —  EG  sin  e  rfi  =  o, 
dv^  ^  du 

OU  encore 

éif  sinO 77-  -r-(EsinO)-4-  -rr  -r-(Gsin6)  =  o. 

a    dv  ^        E   du^  ' 

Si  0  est  constant,  on  peut,  dans  la  relation  précédente,  suppri- 
mer le  facteur  commun  sinO,  et,  en  remplaçant  respectivement 

-3-  et  -T—  par  leurs  valeurs  —  GM  et  EN,  elle  devient 
dv        du  ^  ' 

e/i  -4-  M  É^a  -H  N  cff  =  o  ; 

ce  qui  est  précisément  l'équation  des  lignes  géodésiques. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  des  rayons  émanant  de  chacun  des  points  d*une  surface  S 
sont  normaux  à  une  même  surface,  et  si  chacun  d^ eux  fait  un 
angle  constant  avec  le  plan  langent  au  point  de  S  dont  il 
émane,  la  projection  du  système  de  rayons  sur  S  est  un  sys- 
tème de  lignes  géodésiques  de  celte  dernière  surface. 
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5.  La  réciproque  de  celle  proposition  est  également  vraie.  G)n- 
sidérons  sur  S  un  svslème  de  lignes  géodésiques,  nous  choisiroDS 
les  axes  des  u  el  des  v^  de  telle  sorle  que  ces  lignes  géodésiques 
soient  définies  par  Téquation  v  =  consl.  Cela  posé,  cherchons  les 
syslèmes  de  rayons  normaux  à  une  même  surface  et  ayant  pour 
projection  le  système  considéré  de  lignes  géodésiques.  Dans  ce 
cas,  on  peut  poser  E==  i  et  G  =  F(«i),  et  l'angle  désigné  par  o 
est  égal  à  zéro,  Téqualion  (i)  devient  alors 

,    .  rfsinO 

(2)  -sr=«- 

Celte  équation  élant  identiquement  satisfaite  quand  on  fail 
0  =  const.,  la  réciproque  de  la  proposition  énoncée  est  démonlrée. 
En  particulier,  si  l'on  fail  0  =  o,  on  obtient  ce  théorème  bien 
connu  : 

Si  Con  considère  un  système  de  lignes  géodésiques  tracées 
sur  une  sur/ace,  les  tangentes  aux  différents  points  de  ces 
lignes  sont  normales  à  une  même  sur/ace. 

6.  On  satisfait  également  à  Téquation  (2)  en  prenant  pour 9 
une  fonction  arbitraire  de  u. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposilion  suivante  : 

Étant  donnés  un  système  de  lignes  géodésiques  tracées  sur 
une  surface  et  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  lignes,  si 
par  chaque  point  M  d'une  de  ces  lignes  on  mène  une  droite 
située  dans  le  plan  tangent  à  cette  ligne  en  M  et  normal  à  la 
surface,  V angle  de  cette  droite  avec  le  plan  tangent  étant  con- 
stant le  long  d'une  même  trajectoire  orthogonale,  mais  variant 
du  reste  d'une  façon  arbitraire  quand  on  passe  de  l'une  de 
ces  trajectoires  à  une  autre,  toutes  ces  droites  sont  normales  à 
une  même  surface. 
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I. 

1.    Soît  une  courbe  de  troisième  classe  ^5  =  K®,  représenlée 
par  Téqualion  tangentîelle  F(tt,  v^  w)z=.o\  si  Ton  pose 

Véqualion  U(X,  [jl)  =  o  est  Téqnalion  mixte  de  la  courbe. 

En  posant  U  —  (a,  6,  c,  rf),je  prendrai,  pour  forme  canonique 
de  U,  l'expression  réduite  aX'-+-ûf[A';  de  plus,  je  représenterai 
par  (A,  B,  C)  le  hessien  H  de  U,  en  sorte  que  Ton  aura 

A  =  ac  —  6',        aB=a<i — bc^        C  =  bd — c*. 

La  courbe  JR^  est  une  courbe  du  sixième  ordre  K®,  dont  Téqua- 
lioD  cartésienne  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  A  de  la 
forme  U.  En  adoptant  les  notations  de  mon  Mémoire  sur  V appli- 
cation de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  Géométrie  analy- 
tique (*),  je  représenterai  par  0  le  contrevariant  de  F,  qui,  égalé 
à  zéro,  donne  l'équation  de  la  cayleyenne  G^  de  &^, 

2.  En  désignant  respectivement  par 

*n=(a,  p,  y)  =  ^         et         jjs  =  \q  —  \ip  =  o 

Téquation  mixlc  de  la  conique  polaire  de  la  droite  de  l'infini  et 
l'équation  mixte  du  pôle  de  celte  droite  relativement  à  ^^,  les 
formules  (6)  et  (1 1)  du  Mémoire  déjà  cité  donnent  immédiatement, 


V)  Journal  de  Mathématiques,  3"  série,  t.  1.  Les  renvois   à  ce  Mémoire  sont 
indiqués  par  la  désignation  (F.  B  ). 
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«n  posant 


le  svslème  de  formules  suivant  : 

Ax  =  fl  A|  -f-  6  A j  —  2  A  B, 
A^  =  6A|-^-  rAs  — 2Be, 
Av  =  cAi  -+-  illi —  2  08; 

OU,  SOUS  forme  canonique, 

<i)  Aa  =  aAt,         A^=  — ar/H,         Ay  =  i/A„ 

puis 

i  da  _  db  de  _         ,  ^*  ^  ^       i 

15?""**'  Th^'-^'^'        d^-"^^'        "SF"""^^' 

(2)  i 

i  6^a  db         ,  de  d*d 


7k~^'         ■^~"' 


<3} 


i  rfa  </3  </y 

;  dx  di  d-r 


J'y  joindrai  encore  les  formules  suivantes,  que  Ton  déduil  facile- 
ment des  précédentes,  et  que  j'écris  sous  forme  canonique,  en  y 


faisant  6  et  c  é<;aiix  à  zéro  : 


<i) 


dK                „ 

dx-      ■'"?' 

dn       , 

dC 

dy  =  " '' 

■l-r-  —  ian 
dy 

On  en  déduit  Texpression  de  p  cl  de  7,  en  parlant  de  Tidenlitë 

e  =  AY-h2B3-4-Ca,  (F.  B.  n"18) 

qui,  dérivée  successivement  par  rapport  à  x  et  y,  donne  les  deux 
relations 

.{5)  .50,=  adp-ha^^—dTL^,        3ej  — —  ac/y  H-^at— a^Y- 

(^)  En  géncrui,  Z  désignant  une  fonction  de  x  et  de  y  du  degré  /i,  je  poserai 

I    dA  1   d'A 

'       /i  d}'  '  n  dx 
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3.    En  représenlant  par  W(a,  [jl)  =  o   Féquation  mixle  de  la 
hessienne  ^  de  la  courbe,  on  a,  sons  forme  canonique  (F\  E.  n^9)y 

aX  o         aX  -f-*PfJi 

\V  =         o  r/[x        ^X  +  Yfi 

aX  -+-  Pfi     pX  -+-  Yfi     X  çr  —  yip 
W  =  €ufk[K{'kq  —  iip)  —  dii{oLk-h  PfJi)«—  aX( PX  -h  Yfi)«, 

OU,  en  développant  le  second  membre  et  en  remplaçant  p  et  q  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  (5), 

W  =—  3(Xe,-H  fiei) Xfi  —  3XfjiP((iYX  -4-  daii)  —  p«(«>^'^Fi'); 

ou  encore,  en  multipliant  les  deux  membres  par  a^e/^=  A,  et  en 
remplaçant  a,  ^,  y  par  leurs  valeurs, 

d*où,  enGn,  en  passant  de  la  forme  canonique  à  la  forme  générale, 
AW  =6H(X,  ^)(eA.-Ae,)(AX^B^)^(eA,-Ae.)(BX^C^,)  _  ^^^^^  ^^^ 

Pour  abréger,  je  poserai . 

(6)  -îA(Xjr-.fi<)  =  (eA,- Ae,)(AXH-Bfx)H-(eA«— Ae,)(BX-f-Cfji), 

où  JT  et  tp  désignent  des  polynômes  du  cinquième  degré  en  x  et^, 
et  Téquation  mixte  de  la  hessienne  sera  donnée  par  la  formule  sui- 
vante : 

(7)  AW(X,  II)  =  H(X,  Hi)(X^  -  iiJ)  -  e«U(X,  II). 

4.  L'équation  mixle  du  pôle  de  la  droite  de  Tinfini  élant 

w  =  X^  —  fi/?  =  o, 

on  déduit,  des  équations  (5),  la  relation  suivante  : 

(8)     A«ro==aA«X-t-€/Aj[i-+-aé/[X(eA,— 3Ae,)-»-  [x(eA,--  3Ae,)J. 

En  désignant  toujours  par  II  =  o  Péquation  de  la  conique  polaire 
de  la  droite  de  Tinfini,  par  na)=o  et  tîTci>=  o  les  équations  de  la 
conique  polaire  et  du  pôle  de  la  droite 
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on  aura  d'abord  (F.  B.,  n^  18), 

(9)  Antt,=  afX'-+-cf9fi«— aacfiDSXfi, 

formule  où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

puis  (F.  B.,  n*^  il), 

SubstiUions,  dans  celte  expression,  les  valeurs  de  m,  IIi,  Dj, 
tirées  des  relations  précédentes,  il  viendra 

(o«ac/[X(eA,— Ae,)H-fi(eAi  — ASi)], 


ou  encore,  en  vertu  de  l'identité  (6), 


lo'A 


(10)     A*mw=  aXr*-f-rf[i9«—  ^vùSad^k^  —  fir)  -4-  ^^(Xl|  — fil). 


-îet 


l     = 


.0 


l  :u 


H. 

5.  La  courbe  ^'  et  sa  hessienne  ^^  déterminent  un  faisc 
tangentiel;  en  désignant,  pour  un  instant,  par  Fo(<i,  v,  cv) 
l'équation  tangenlielle  de  la  hessienne,  et  par  p  un  paramètre 
bitraire,  Tune  quelconque  des  courbes  de  ce  faisceau  a  pour  équ 
tion  tangentielle  F  -h  6  p  F©  =  o;  je  la  désignerai  par  la  notation 
Son  équation  mixte  étant  Up=  o,  la  relation  (7)  donne  immédi 
temcnt 

(II)        AUp=6pn(X,  jx)(Xfl-fjijr)H-(A-6pe«)U(X,  ^k). 

Les  deux  courbes  du  sixième  ordre  R"  et  (G')*  déterminent  égal 
ment  un  faisceau  ponctuel;  l'une  quelconque  des  courbes  de 
faisceau  a  pour  équation 

A  — 6pe*=  o; 

je  la  (i (^signerai  par  la  notation  Kp,  et  je  dirai  que  deux  courber 
des  faisceaux  (Kp)  et  (^p),  données  par  la  même  valeur  de  ^ 
sont  correspondantes . 

6.  Cherchons  d*abord  la   signification  géométrique  des  polj^^ 


/.' 


T      •» 
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nomes  ^  et  tp  qui  s'introduisent,  comme  on  Ta  vu,  dVne  façon 
si  simple  et  si  naturelle,  dans  la  recherche  de  IMquation  mixte  de 
la  hessienne. 

Soit  M  un  point  du  plan,  dont  les  coordonnées  soient  x  ely; 
par  ce  point  passe  une  courbe  du  faisceau  (Kp),  la  valeur  du  para- 
mètre p  correspondant  à  cette  courbe  étant  déterminée  par  la  re- 
lation 

Le  coefficient  angulaire  ^  de  la  tangente  menée,  en  ce  point,  à  la 
c;ourbe  est  donné  par  la  relation 

fi|  _  A«  — ôpeSt 
X'  ~  A|— 6pee,  ' 

otty  si  Ton  remplace  p  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (12), 

X'  ""  eA,  —  \bi  ' 

^^   ta  et  de  Téquation  (6)  résulte  l'identité  suivante 

^'^>  X<-fijr  =  V(AX^-Bfi)-+-fji'(BX-4-C[x), 

^*^  •-    il  est  facile  de  voir  la  signiGcation  géométrique. 


•       A  cet  effet,  je  remarque  que,  du  point  M,  on  peut  mener  à 

^^^r^iirbe  jft'   trois  tangentes  dont  les  coefficients  angulaires  sont 

^^=^**minés  par  l'équation  U(X,  [jl)  =  o.  L'cqualion  H  (A,  jx)  =  o 

^^^«^mine  également  les  coefficients  angulaires  de  deux  droites 

J;     ^^^^int  par  le  même  point  :   je  dirai  que  ces  droites  sont   les 

^^^^^ bennes  du  point  M  relatwement  à  la  courbe  jR^,  Je  dirai 

en.  «~^ , 

re  que  la  droite  passant  par  le  point  M  et  ayant  pour  cocffi- 


*^  ^  angulaire  ^  est  Yaxe  de  ce  point  relativement  à  la  courbe, 
•^^    posé,  de  l'équation  (12)  résulte  la  proposition  suivante  : 


,     *^^  M  en  un  point  M  du  plan  on  considère  l'axe  et  les  hessiennes 

^     ^^^ point  relativement  à  cette  courbe,  la  conjuguée  harmo- 

,     ^^  ^^e  de  raxe,  relativement  aux  hessiennes,  se  confond  avec 

-  ^^ngente,  menée  au  point  M,  à  la  courbe  du  faisceau  Kp,  qui 

^-^c  en  ce  point, 
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8.  Imaginons  qu'une  droite  se  meuve    tangentiellemeftl  ^  ^^ 
courbe  Mp]    le   lieu    des  intersections   de   cetle  droite  avec  sa 
conique  polaire  relativement  à  A^  s'obtient  en  éliminant  Xel^ 
entre  l'équation  mixte  de  jftp  et  l'équation  H(k^  ji)  =  o(F.B.,  n**)> 
ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (lo),  en  éliminante  el  pi  entre  les 

équations 

n(X,  |x)  =  o        et         ^-U(X,  îx)=o. 

Le  résultat  de  l'élimination  est  évidemment 

A_6pe«=  o. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  se  meut  tangentiellement  à  une  courba    "^ 
faisceau  (/Sp),  l('  lieu  des  points  où  elle  rencontre  sa  con^^^^ 
polaire,  relativement  à  ^',  est  la  courbe  correspondant^  ^^ 
faisceau  (Kp). 

9.  Soit  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  x  et^',  et  sitiK^  ^^ 
la  courbe  Kp,*  comme  Ton  a 

A  —  6cH*  =  o, 


tangentes  menées  de  ce  pointa  la  courbe  jftp  sont  déterminés     f 


H  résulte   de  Téquation  (lo)  que  les  coefficients  angulaires 
l'équation 

H(X,  (i)(X^i-iJijr)  =  o. - 

D'où  ce  théorème  : 

Les  trois  tangentes  que,  d'un  point  de  la  courbe  ^,  on  pé^  ^ 
mènera  la  courbe  correspondante  du  faisceau  (jftp),  se  c^ 
fondent  a\'ec  l'axe   et   les  hessiennes   de  ce  point    relatif 
ment  à  A^, 

10.   Considérons  une  courbe  quelconque  du  faisceau  (jfip)  ;  un 
tangente  à  celte  courbe  rencontre  la  courbe  correspondante  d^^ 
faisceau  (Kp)  en  six  points,  dont  deux  sont  situés  sur  la  conique 
polaire  de  la  tangente,  relativement  à  &^  (u^  8).  On  sait,  d'ailleurS; 
en  vertu  de  la  proposition  précédente,  que,  par  chacun  de  ces  six 
points,  la  tangente  considérée  est  un  axe  ou  une  hessienne  de  ce 
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rlrelaliTement  à  JR^,  Il  esl  clair  qu'elle  esl  une  hessienne  pour 
ieox  points  situés  sur  la  conique  polaire,  et  seulement  pour 
points;  elle  est  donc  un  axe  pour  les  quatre  autres.  D'où  les 
iéquences  suivantes  : 

cute  tangente  à  une  courbe  du  faisceau  (jRp)  rencontre  ta 
**be  correspondante  du.faisceau  (Kp)  en  six  points;  deux  de 
joints  sont  situés  sur  la  conique  polaire  de  la  tangente^  re- 
ventent  à  A^,  Chacun  des  quatre  autres  jouit  de  la  pro- 
té  que  son  axe,  relativement  à  ^',  se  confond  a^^ec  la  tan- 
te considérée  (  *  ). 

^enveloppe  des  axes,  relativement  à  ^',  des  divers  points 
ne  courbe  quelconque  du  faisceau  (Kp),  est  la  courbe  cor- 
mondante  du  faisceau  (^p). 

1.  Considérons  un  point  M  du  plan  ayant  pour  coordonnées  ^ 

;  l'équation  de  sa  droite  polaire,  relativement  à  la  courbe  K.", 

)ur  équation 

dl  cfx         dx 

d^       -^  dri  dX, 

ativement  à  cette  droite,  on  a 

dX  dl  dl 

M=-Tr->  1;=-—  et  CV=-3-, 

d^  d-ri  dli 

par  suite, 

/    d\  dl         dl\  dl      ^di 

/    dl  d\         dl\  fi?A       ^dl 

*n  voit,  par  ces  formules,  que  r  et  IJ  s'annulent  pour  x=  ^ 

ésignons  par  D  la  droite  précédente,  et  par  m  son  pôle,  rela- 
nent  à  la  courbe  ^';  Téquation  mixte  de  ce  pôle  est  (n°  4), 

aXr*-+-  rffxf»  —  2(i>ea6^()v9  -f-  (ir)H r—  (XlJ  —  fijf  )  =  o; 


Des  théorèmes  currélatifs  ont  évidemment  lieu  relativement  aux  courbes 
oisiéme  ordre;  j'ai  déjà  donné  sans  démonstration  ces  théorèmes  dans  une 
Sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
\ématique,  t.  IV^  p.  i  lo. 
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et  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  Mm  est  donné  par  laCot- 
mule  précédente,  quand  on  y  fait  j:  =  5  et^  =  Yj.  Comme  jc^*^ 
fait  voir,  Cet  Q  s'annulent  alors,  et  le  coefficient  angulaire  cherci^^ 
est  déterminé  par  l'équation  X*^  —  |jl  JT  =  o,    où  a:  et  j^  doi^eûV 
êlre  respectivement  remplacés  par  Ç  et  yj. 
D'où  In  proposilion  suivante  : 

Étant  donné  un  point  quelconque  du  plan  M,  si  Von  déstff^ 
par  m  le  pôle ^  relatii'ement  à>ô',  de  la  droite  polaire  dupoin^  *^J 
relativement  à  K**,  fa  droite  Mm  est  Vaxe  du  point  M,  reU^^^' 
vement  à  M^. 

III. 
12.   L'équation  mixte  de  la  polaire  de  la  droite 

(I)  =  1/ â?  -4-  Vjr  -i-  WZ  =  o 

est 

Supposons,  comme  ci-dessus,  que  la  droite  considérée  soi  t* 
polaire,  relativement  à  K®,  du  point  dont  les  coordonnées  son  t^      "^^ 
ir|,  t^.  Les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  de  ce  po*^  •■ 
à  la  conique  polaire  de  la  droite  sont  déterminés  par  Téquat^î  ' 
précédente  quand  on  y   fait  x  =  ^  oAy  =  y\.  Les  fonctions  f  et-      " 
devenant    alors    identiquement    nulles,    l'équation    se   réduit- 
H(X,îx)  =  o. 

Donc  : 


n 


a 


Etant  donné  un  point  quelconque  M  du  plan,  si  Von  corm^ 
dère  la  droite  polaire  de  ce  point,  relativement  à  la  courbe 
puis  la  conique  polaire   de  cette  droite,  relativement  à 
courbe  &^^  les  tangentes  menées  du  point  M  à  cette  coniq^^ 
sont  les  hessiennes  du  point  M,  relativement  à  A*  (*). 

13.   Soit  M  un  point  du  plan  ayant  pour  coordonnées  x  et 
Supposons  ce  point  place  sur  la  hessienne  de  A^  ;  on  a  alors  0  = 

(  '  )  Il  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  A'  et  K*  désignent  la  même  court:^ 


4 


e 


1 1  première  notalion  étant  employée  quand  on  considère  cette  courbe  com 
étaut  de  iruisicme  classe,  et  la  seconde  quand  on  la  considère  comme  étant 
sixième  degré. 
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is  coeflicienU  angulaires  des  tangentes,  menées  du  point  M  à 
>nique  polaire  de  la  droite  (o  :=  o,  sont  déterminés  par  les  ra- 
s  de  Téq  nation 

est  facile  d*interprétcr  géométriquement  ce  résultat.  Dési- 
is,  pour  un  instant,  par  ^,  y),  ^  les  coordonnées  courantes,  et 

lalion  de  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  point  où  sa  droite 
îre,  relativement  à  K**,  rencontre  la  droite  (o  =  o. 
^coenicient  A:  se  déterminera  en  exprimant  que  les  trois  droites 

A-J  H-Yj  — Ç(^-+- A:ap)  =  o, 

^di-^'^dp-^^di^''^ 

a{  H-  pYj  -h  tvÇ  =  o 

)upent  en  un  même  point. 
Q  calcul  facile  donne 

A     A  ^^ 

^"  ~~d\ "T 

(0— GvA 

dy 

Téquation  (i4)  résulte  immédiatement  la  conséquence  sui- 


f     m 


'ant  donnée  une  droite  quelconque  D  du  plan,  et  étant  pris 
\rairement  un  point  M  sur  la  cayleyenne  de  la  courbe  /ô', 
jnons  par  m  le  point  où  la  droite  D  est  rencontrée  par  la 
'e  polaire  du  point  M,  relativement  à  ¥J,  Cela  posé,  les 
•  tangentes,  que  Von  peut  du  point  M  mener  à  la  conique 
•re  de  D,  relativement  à  /ft',  sont  les  deux  droites  qui 
ituent  la  conique  polaire  de  la  droite  Mm,  relativement 
trois  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  M  à  la 
bejRK 

IV. 

.  Les  coniques  polaires,  relativement  à  >ô',  des  diverses 
es  qui  passent  par  un  point  donné  M  du  plan,  sont  inscrites 


dans  ira  quadrilatère  doot  les  côtés  ont  poar  pôle  M.  Soient  Ç, 
Tj,  p  les  coordonnées  du  point  M;  il  est  facile  d'obtenir  en  coor- 
données cartésiennes  Téquation  des  côtés  de  ce  quadrilatère. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  droites  x  —  Ç  =  oet^  —  r,  =o, 
qui  se  croisent  au  point  M;  relativement  à  la  première  droite,  on 
aura,  en  posant,  pour  abréger,  x  —  $  =  X  eX,  y  —  7j  =  Y,  cû  =  X, 
11=:  I,  t;  =  o,  et,  par  suite,  r=XA|  et  l)  =  A4-XAs.  Relative- 
ment à  la  seconde,  on  aura  eu  =  Y,  a  =  o,  t'  =  i  et,  par  suite, 

r  =  — AYA,         et         9  =  YA,; 

je  désignerai  ces  deux  dernières  expressions  par  t  et  xf. 

Cela  posé,  les  équations  mixtes  des  coniques  polaires  des  droites 
X  =  o  et  Y  =  o  sont  respectivement 

^Âi ^=o        ^'        ^, ^  =  «- 

Si  Ton  représente  par  T  le  résultant  de  ces  deux  équations,  il  est 
clair  que  T  =  o  est  l'équation  des  quatre  tangentes  communes  aux 
polaires  des  diverses  droites  qui  se  croisent  au  point  M. 
Une  formule  bien  connue  donne 

A^  T  =  a»  rf«  (  f o'  -+-  Vf'—  a  ad%^  XY  )« 

—  4(a^r9  — Ae»X«)(ac^r'9'— Ae«Y«) 

=  a«</*(ro'--pr')«-h4Ae«a€/(Yf  —  Xr'XYç  —  Xç'). 

En  remplaçant  r,  Q,  r'  et  t)'  par  leurs  valeurs  données  ci-dessus, 
un  calcul  facile  donne 

Yp  — Xr'=:XA        et         Yç  — X9'=YA. 
Il  vient  donc  définitivement 

ÎÎJ.   On  peut  donc  remarquer  que  Téquation 

,d\  dl       ^  d\ 

^d^-^'^dP^^Tz^'' 
r^^pfi^fMsnte  la  polaire  P  du  point  M^  relativement  à  la  courbe  K*. 
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*^^  Véquation  (i5)  résulte  que  les  quatre  tangentes  communes  aux 
^^^^îques  polaires  des  droites  qui  se  croisent  au  point  M  ren- 
^^*^trent  la  cayleyenne  de  A^  aux  points  où  cette  courbe  ren- 
^^^tre  P,  les  neuf  points  de  rebroussement  de  A^  ëtant  exceptés, 
s  points  de  rencontre  sont  évidemment,  d'ailleurs,  au  nombre 
-  six,  et  chacun  d'eux  doit  être  compté  deux  fois, 
^n  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  tangentes  communes  aux  coniques  polaires  des  diverses 

^oites  qui  se  croisent  en  un  point  M  forment  un  quadr itère 

nt  les  six  sommets  sont  situés  à  la  fois  sur  la  cayleyenne  et 

r  la  première  polaire  du  point  M,  relativement  à  la  courbe  K** . 

16.  Si  l'on  considère  x^  y  eX.  z  comme  des  quantités  données, 
ordonnées  d'un  point  N  du  plan,  et  ^,  y)  et  2^  comme  des  coor- 
^>nnées  variables,  il  est  clair  que  l'équation 

présente  le  lieu  des  pôles,  relativement  à  A',  des  droites  que 
^n  peut  mener  par  le  point  N.  On  voit  que  ce  lieu  est  une  co- 
ique;  l'équation  H(X,  Y)  =  o  représente  les  hessiennes  du 
oint  N.  Donc  : 

Le  lieu  des  pôles  relativement  à  &^  des  droites  qui  passent 
ar  un  point  donné  N  est  une  conique  tangente  aux  deux 

ssiennes  du  point  N,  et  la  corde  de  contact  est  la  polaire  du 
oint  N,  relativement  à  K*. 

Si  le  point  N  est  sur  la  ca^rleyenne,  6  =  o,  et  l'équation  précé- 
ente  se  réduit  à  son  premier  terme.  Donc  : 

Le  lieu  des  pôles  relativement  à  &^  des  droites  qui  passent 
ar  un  point  donné  de  la  cayleyenne  de  cette  courbe  est  la 
ire  de  ce  point  relativement  à  K*. 


SUR  LA  DETERMINATION 

EN   UN   POINT  d'une  SURFACE   DU  SECOND  ORDRE, 

DES  AXES  DE  L'INDICATRICE 

ET 

DES    RAYONS    DE    COURBURE    PRINCIPAUX. 


Journal  de  MathémcUiques  pures  et  appliquées;  1878. 


I. 

1.  Soient  une  surface  de  second  ordre ^-  4-  h — =1  cli 

abc 

point  M  de  cette  surface  dont  les  coordonnées  soient  \j  r\^  v  On 

la  relation 

^  '  abc 

et  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  normale  menéei 
point  M  sont  données  par  les  formules 

x  =  \{i  +  ty       ^==^(,  +  J),        ,  =  ;:(,+  -), 

où  \  détermine  un  paramètre  variable.  Je  supposerai  \  détermii»*? 
de  telle  sorte  que  le  point  considéré  soit  un  des  centres  de  cour- 
bure principaux  de  la  surface  au  point  M. 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  Xo,  y^  et  Zq  les  coordonnées 
de  ce  point,  les  pieds  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  la  sur- 
face sont,  comme  on  le  sait,  déterminés  par  les  équations 

X        ~"        y        ""        z       '~  ^* 
a  a  a 
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désigne  une  racine  quelconque  de  Téqualion 


(a-+-p)*       (6-hp)*        (c-^p)* 
'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

a(a-4-p»)«         ^(6-+-p)*         c(c?-i-p)* 

ue  par  hypothèse,  le  point  (^O)  ^O)  ^o)  est  un  des  centres  de 
ure  principaux  de  la  surface  au  point  M,  l'équation  précé- 
en  p  doit  avoir  une  racine  double  égale  à  X;  cette  équation 
n  effet,  en  vertu  de  la  relation  (i),  identiquement  satisfaite 
I  on  y  fait  p=X;  mais,  de  plus,  la  dérivée  doit  encore 
Liler  pour  cette  valeur;  d'où  l'équation  suivante 

-4-  T-r-r-^ — > H — rr  =  O, 


a(a-+-X)       b(à-^'k)       c(c?-hX) 

onne  les  valeurs  de  X,  déterminant  les  deux  centres  de  cour- 
principaux  au  point  M. 

Les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  (xq,  y^.  z^")  sur 
rface  se  trouvent  sur  la  cubique  gauche  déterminée  par  les 
ions 


(=-s)-^-?->.  ^'G-j) 


c  o 


^K^-î) 


a  c 


plions  la  première  Je  ces  équations  par^oj  I&  deuxième  par  Xq 
troisième  par  j^o>  il  viendra 

Jon  du  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  surface  et 
inant  les  pieds  des  normales. 

est  cinîr  que  le  plan  langent  à  ce  cône  au  point  ($,  y|,  ÎJ)  est 
an  passant  par  le  centre  de  la  surface  et  Taxe  de  l'indicatrice 
)int  M,  qui  correspond  au  centre  de  courbure  considéré. 


•  #  _ 
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L'équation  de  ce  plan  tangent  est 


2;'H(5-î)-^-''<'G-5)]=''' 

011,  en  remplaçant  Xq,  y^  et  z^  par  leurs  valeurs  et  faisant  quelques 
réductions  faciles, 


.    X 


3.  Soient  X'  et  X"  les  deux  racines  de  Inéquation  (a),  elles  cor- 
respondent aux  deux  axes  de  Tindicatrice  et  aux  deux  centres  de 
courbure  principaux  corrélatifs. 

De  ce  que  je  viens  de  dire  il  résulte  que  le  plan  passant  par  le 
centre  de  la  surface  etTun  des  axes  de  Tindicatrice  a  pour  équation 

Considérons  le  centre  de  courbure  principal  N  correspondant  à 
Taiitre  axe  de  Tindicatrice;  les  coordonnées  sont  données  par  les 
formules 

'='("^^)'     -^^^^-^t)'     -•='('-^t)- 

Soient  A,  B,  C  les  points  où  la  normale  MM  rencontre  respective- 
ment les  plans  principaux  delà  surface  Oyz^  Ozx  et  Oxy. 
Les  coordonnées  du  point  C  sont 


=$(,+^),    ^=^(.+1) 


-s  =  o. 


Par  ce  point  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  normale  et 
prenons  son  intersection  avec  la  droite  menée,  par  le  point  N, 
parallèlement  à  Taxe  des  z.  En  désignant  par  QI  ce  point,  un 
calcul  facile  montre  que  ses  coordonnées  ont  pour  valeurs 

^=H'^«>    •^=n"^7)'    "=H'"^"^>) — r-^^' 


où  j'ai  posé,  pour  abréger, 


=  0, 
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Menons  de  même,  par  le  poinlB,  un  plan  perpendiculaire  à  M N 
et  désignons  par  B'  le  point  où  ce  plan  rencontre  la  droite  menée 
par  F  parallèlement  à  Taxe  des  j^;  ses  coordonnées  seront  données 
par  les  formules 

Désignons  enfin  par  â' le  point  où  la  droite  menée  par  le  point  N, 
parallèlement  à  Taxe  desx,  rencontre  le  plan  mené  par  A  perpen- 

9 

diculaîrement  à  MN. 

Le  plan,  passant  par  le  centre  O  de  la  surface  et  les  points  B' 
et  G 9  a  pour  équation 

a?  y  z 

\(^^-)  H'-^^)  H'"^^)"         Ç—   ' 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

._^  \t  •r\y  X^z 

^^'  a{a  -h  X' )  "^  6(A  -h  X')  "^  r(c  -f-  X')  ~  ^' 

Celle  équation  étant  symétrique  par  rapport  aux  lettres  x^  y  et  z, 
on  en  conclut  que  le  plan  OB'C  passe  par  le  point  A'.  Ainsi,  les 
trois  points  K\  YV  et  C  sont  situés  dans  un  même  plan  passant  par 
le  centre  de  la  surface. 

Je  dis  maintenant  que  ce  plan  passe  par  Taxe  de  l'indicatrice 
au  point  M,  qui  correspond  au  centre  de  courbure  principal 
distinct  de  N. 

L'équation  (2)  donne  en  effet  l'identité  suivante 

I!  (6 -+- X)(c  H- X)-f-^(c-4-X)(a -+- X)-h  ^(a -+- X)(6-f-X)  =  (X- V)(X  — X'), 
d*où,  en  faisant  Xr=  —  a, 

a(« + X') = -  l!l^^=iil*^i£>i£ziiL\ 


5)4  GÉOMÉTRIE. 

el  (le  même 


6(6H-r)=- 


(6-hX')(c  — a) 


Portons  CCS  valeurs  dans  l'équation  (5),  il  viendra 

T(a^y)(b^c)       y(bA-V)(C'-a)       ^fc -f- V)(a-A) 
r h  • 1 =  o: 

c'est  précisément,  comme  on  le  voit  par  la  relation  (4)i  réqtialioD 
du  plan  passant  par  le  centre  de  la  surface  et  Taxe  de  rindlcatrice 
conjugué  au  centre  principal  de  courbure  distinct  de  N.  La  propo- 
sition est  donc  démontrée. 


4.  De  là  résulte  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Soient  un  point  M  situé  sur  une  surface  du 
second  ordre,  MT  et  MT'  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  cour- 
bure gui  se  croisent  en  ce  point.  Par  la  droite  MT'  et  le  centre 
de  la  sur/ace  menons  un  plan  P;  puis,  au  point  où  la  normale 
élcK'ée  au  point  M  rencontre  un  des  plans  de  symétrie  de  lasur- 
face,  un  plan  perpendiculaire  à  cette  normale.  Ce  plancoupt 
le  plan  P  suivant  une  droite;  par  cette  droite  menons  unpl^'^ 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  considéré.  Ce  derm^^ 
plan  rencontre  la  normale  au  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  de  la  sur/ace  qui  est  tangente  à  la  droite  MT(')* 

5.  La  normale,  menée  à  la  surface  par  le  point  M,  rencontre  les 
trois  points  de  symétrie  de  cette  surface  aux  points  A,  B  el  C 

Menons  par  ces  points  des  droites  respectivement  perpendic"- 


(')  Ce  théorème  est  rcxicnsion  aux  surfaces  du  second  ordre  d'une  clégi»'* 
proposition  due  à  M.  MannliAÎm  : 

Si,  au  point  où  la  normale,  élevée  en  un  point  M  d*une  conique,  rencontre 
un  axe  de  cette  conique,  on  mène  une  droite  perpendiculaire  à  cette  normalff 
la  droite,  passant  par  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  fl»'^  '^ 
diamètre  qui  aboutit  au  point  M,  et  menée  perpendiculairement  à  raxe con- 
sidéré, rencontre  la  normale  au  centre  du  cercle  osculateur  en  M. 
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laires  à  ces  plans  de  symétrie.  Ces  droites,  qui  ont  pour  équation 

sont  trois  génératrices  d'un  hjperboloïde  H;  je  dirai  que  ces  gé- 
nératrices sont  du  système  (G).  Cet  liypcrboloïde  admet  un  autre 
système  de  génération  (G');  trois  des  génératrices  de  ce  système 
sont,  en  particulier,  déterminées  par  les  équations 

Considérons  le  centre  de  courbure  N  de  la  surface,  situé  sur  la 
normale  au  point  N  et  correspondant  à  Taxe  de  Tindicatrice  MT. 
La  génératrice  de  Thyperboloïde  H,  passant  par  N  et  apparte- 
nant au  système  (G),  se  détermine  facilement  par  la  condition 
qu'elle  rencontre  les  droites  définies  par  les  équations  (6);  on 
trouve  ainsi  que  ses  équations  sont 

^->('^^)   y-^'O^j)    =--(:^\) 


6) 


5  ~  -  ~  " 


*t 


a(a-+-X')  b{b-h'k')  clc-hX") 

En  les  comparant  à  Téquatiou  (5),  on  en  c^mclut  immédiatement 
que  cette  génératrice  est  perpendiculaire  au  plan  OMT'. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

TnéoRÊME  11.  —  La  normale,  menée  en  un  point  M  dune  sur- 
face du  second  ordre,  rencontre  les  plans  principaux  de  cette 
sur/ace  en  trois  points.  Menons  respectivement  par  ces  points 
trois  droites  (D)  perpendiculaires  aux  plans  principaux  ; 
elles  déterminent  un  hyperboloïde. 

Cela  posé,   on  peut  construire  deux  génératrices   de  cet 


5^6  oËoxÉTRn. 

hyperboloïde,  appartenant  au  même  système  que  les  droites  i^ 
et  perpendiculaires  au  diamètre  passant  par  le  point  M.  O 
génératrices  rencontrent  la  normale  aux  deux  centres  de  cou 
bure  principaux  de  la  surf  ace  relatifs  au  point  M  etlespla 
menés  par  le  diamètre,  perpendiculairement  à  ces  deux  gén 
ratricesy  coupent  le  plan  tangent  en  M,  suivant  les  cures 
l'indicatrice. 

Il  est  à  remarquer  qu'en  désignant  par  MT  et  MT'  les  tangent, 
à  rindicatrice,  et  par  N,  N'  les  centres  de  courbure  des  sectio 
normales  correspondantes,  le  plan  mené  par  OM  perpendiculaii 
ment  à  la  génératrice  de  Thyperboloîde  passant  par  le  point 
coupe  le  plan  langent  suivant  la  droite  MT'. 

II. 

6.  Les  trois  axes  d'une  surface  du  second  ordre  étant  doni 
de  position,  cette  surface  est  déterminée  si  Ton  se  donne  un  de 
points  m  et  la  normale  en  ce  point.  Ces  données  sont  donc  su 
santés  pour  obtenir  en  ce  point  les  directions  des  axes  de  Tindi  ^^=:=:a- 
tricc  et  les  centres  de  courbure  principaux. 

A  cet  effet,  on  peut,  pour  déterminer  les  axes  de  TindicatrE. 
employer  la  construction  suivante  : 

Soient  OA  et  OB  deux  des  cures  de  la  surface  du  sec 
ordre,  M  la  projection  du  point  m  sur  le  plan  de  ces  a 
N  et  Vi)  les  traces  sur  ce  même  plan  de  la  normale  et  du  p 
tangent  (tu  point  M;  PQ  est,  comme  on  le  sait,  perpendi 
taire  à  MN. 

(\instruisSons   le  point  de    rencontre   G    des   hauteurs 
triangle  OMN  :  puis,  de  ce  point ^  abaissons  des  peipendT-^:^-     ''~ 
laires  Cill  «7  GK  sur  les  axes  OA  et  OB.  La  droite  KH,    ^^^in 
joint  leurs  pieds,  rencontre  PÇ>  au  point  I.  Menons  du  poirm  ^     h 
%ku  cercle  décrit  sur  MN  comme  ihamètre,  une  droite  touck^^^  J^t 
ir  cercle  au  point  ï,  et.  du  point  1  comme  centre^  décrier ^:^  ^s 
un  iYrele  avant  \T  f>our  rayon  :  ce  cercle  rencontre  PQ     ^^^ 
deu.r  points  U  et  K\ 

Les  droites  MB  et  MB'  sont  les  projections  sur  le  plan  O.-^i^ 
des  «IJVA  de  I  indicatrice  ttu  /H>int  M. 
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.£)émonstration.  —  Soient  mL  un  des  axes  de  l'indicatrice  au 
nom  m  fn  et  F  te  centre  de  courbure  de  la  section  normale  corres- 
K>OKxdante.  Deux  des  normales,  que  l'on  peut  mener  du  point  F  â 
1^  surface,  ont  leurs  pieds  en  m  et  un  point  m' situé  à  une  distance 
iE>Cïninient  petite,  snr  l'axe  mL;  on  sait  d'ailleurs  que  les  pieds 


^^^  normales,  le  point  F  et  les  quatre  somniets  du  tétraèdre  formé 
V*^  K-  les  plans  principaux  de  la  surface  et  le  plan  de  l'infini,  sont 
**  *-  «Jés  sur  une  même  cubique  gauche.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  joint 
^  ^iot  m  au  point  m',  au  point  F  et  aux  quatre  sommets  du  lé- 
'~^^re,  on  a  six  droites  situées  sur  un  même  cdne  du   second 

Xd  d'autres  termes,  les  droites  menées  par  le  point  m  parallèle- 

^^^Sniaux  axes  de  la  surface,  la  normale  en  ce  point,  le  diamètre 

■^^^ssuit  par  ce  point  et  l'axe  de  l'indicatrice  m  T,  sont  sur  un  même 

^^  ne  du  second  ordre.  On  voit  que  ce  cône  est  circonscrit  à  un 

*"»*dre  trireclangle ;  par  suite,  et  en  vertu  d'une  proposition  bien 

^-^nnue,  le  deuxième  axe  niT'  de  l'indicatrice  au  point  m,  étant 

•*  ^*  rpe  n  dieu  lai  re  aux  deux  généralrices  mï  et  mV  du  cône,  est 

^Salement  situé  sur  ce  cùne. 

Considérons  les  traces  de  ces  six  droites  sur  le  plan  OAB;  elles 
^^n[  situées  sur  une  même  conique  ;  d'où  cette  conclusion  : 

Les  traces  des  axes  de  l'indicalr icc  sur  le  plan  OAB  sont  donnéc:> 
t-^^rl'inlersection  de  la  droite  PQ  avec  l'hyperbole  éqtiilatère  pas- 
^^nt  par  les  points  O,  M,  N.  et  ayant  ses  asymptotes  parallèle»  aux 
^»oilesOAetOB. 
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Pour  conslruire  ces  polnls  d*ÎDlersecl!on,  je  remarque  que  I»  f       \^ 
point  G,  où  se  reoconlreol  les  hauteurs  du  triangle  OMN,  ^s^^^^esi 
situé  sur  cette  hvperbole.  Si  donc  du  point  G  on  abaisse  des  pem  ^^^,,, 
pendiculaires  sur  les  axes  OA  et  OB,  la  droite  HK,  qui  joint  leiii»  m  ^i^s 
pieds,  est  le  diamètre  de  Thyperbole  conjuguée  à  la  direction  PC^    ^  a 
En  eflet,  cette  droite  fait  avec  les  ax^s  des  angles  égaux  à  ceuxf|CL^    m^ç 
fait  avec   ces   axes  la  droite   PQ,   et,  de  plus,  elle  passe  par  /^ 

point  milieu  de  la  corde  OG  de  Thyperbole,  corde  parallèle  à  PC^^O 
Le  point  I,  où  KH  rencontre  PQ,  est  donc  le  point  milieu  desde^K^^/^ 
points  R  et  H',  où  les  axes  de  Tindicatrice  rencontrent  la  trace  ^^c/a 
plan  tangonl. 

Pour  achever  de  déterminer  ces  points,  je  remarque  que  l'an^^/c 
R/nR'  est  droit.  Considérons  la  perpendiculaire  abaissée  du  poinU  m 
sur  PQ  ;  le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  le  point  S,  où  E^Q 
rencontre  MN.  On  «i 


SR.SR   =mS    =SM.SN;  • 

ou   bien  encore,  si  Ton  désigne  par  (o  le  centre  du  cercle  déc^  ■"  "*^ 
sur  MN  comme  diamètre,  et  par  p  le  rayon  de  ce  cercle, 

Îr'— ÏS*  =  sâ)*  -  p*; 

d'où  Ton  conclut  que  les  cercles,  décrits  respectivement  sur 
et  MN  comme  diauiclres,  se  coupent  à  angle  droit;  et  de  là  rés 
immédiatement  la  construclion  que  j'ai  donnée  ci-dessus. 


lie 


7.   Pour  déterminer  maintenant  les  projections  sur  le  plan 
des  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  au   point  m 
suffit  d'inscrire  une  parabole  dans  chacun  des  quadrilatères  for 
respectivement  par  les  droites  OA,  OB,  MN,  MR  et  OA,  OB,  \ 
MIV.  Les  points  de  contact  de  ces  paraboles  avec  la  droite 
sont  les  projections  cherchées  des  centres  de  courbure  principa 
et  ils  se  déterminent,  comme  on  le  sait,  très  facilement  au  mo 
de  simples  lignes  droites. 

Celte  construclion  est  justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Si,  sur  le  plan  de  deux  des  axes  de   symétrie  OA  et 
d'une  surface  de  second  ordre ,  on  projette  la  normale  en  t^  ^^ 
point  ni  dj  cette  sur/ace  et  l'un  d^s  axe    rf?  r  indicatrice  c^  ^^ 


ea 
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t,  la  parabole,  tangente  aux  projections  de  ces  deux 
et  aux  axes  OA  et  OB,  touche  la  projection  de  la  nor- 
i  un  point  qui  est  la  projection  du  centre  de  courbure 
'ction  normale  passant  par  Vaxe  de  V indicatrice  con- 


mstration,  —  Soienl  mh  l*axe  de  l'indicatrice  considérée 
;eDtre  de  courbure  principal  correspondant.  Comme  je  Tai 
pelé,  deux  des  normales  que  Ton  peut  abaisser  du  point  F 
irface  ont  leurs  pieds  au  point  m  et  au  point  m'  situé  à 
mce  infiniment  petite  sur  ML. 

le  pied  d'une  autre  normale  quelconque  passant  par  le 
on  sait  que  les  sommets  du  tétraèdre  Fmm'p  et  du  té- 
brmé  par  les  plans  principaux  de  la  surface  et  le  plan  à 
3nt  situés  sur  une  même  cubique  gauche, 
lite,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  les  faces  de  ces  té- 
sont  osculatrices  d'une  autre  cubique  gauche,  et  le  plan 
iriucipal  F  mm'  est  coupé  par  les  sept  autres  faces  suivant 
ites  tangentes  à  une  même  conique. 

utres  termes,  le  plan  normal  principal  passant  par  mh 

>  trois  plans  principaux  de  la  surface  suivant  trois  droites. 

droites  et  la  normale  au  point  m  sont  tangentes  à  une 

touchant  la  normale  au  point  F;  par  suite,  les  projections 

droites  et  de  la  normale  sont  tangentes  à  une  parabole 

la  projection  de  la  normale,  au  point  qui  est  la  projection 

)ii  la  proposition  énoncée  ci-dessus. 
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SUR  CERTAINS  RÉSE4UX  SINGULIERS 

FORMÉS 

PAR  DES  COURBES  PLAJ^ES. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1877. 


1.  Dans  toul  ce  qui  suil,  je  considérerai  s,  ^  et  les  quamt^iti^ 
analogues  comme  des  quantités  égales  à  Tuoité  et  introduiitcs 
seulement  pour  rendre  les  formules  homogènes. 

Cela  posé,  A,  B  et  C  désignant  trois  polynômes  du  n**"*  dogw 
par  rapport  à  x  et^  et  liés  par  la  relation 

(i)  Aar-h  B^-f-C4f  =  o, 

on  voit  qu'en  faisant  varier  \  et  y),  l'équation 
(2)  AÇ-t-Br,  h-G;  =  o 

représente  une  infinité  de  courbes  du  n**"*  degré.  Ces  courbes 
forment  un  réseau,  et  l'on  pourra  généralement,  par  deux  points 
pris  arbitrairement  dans  le  plan,  faire  passer  une  courbe  apparte- 
nant à  ce  réseau. 

Une  telle  courbe  est  déterminée  par  les  valeurs  particulières  qoc 
Ton  donne  à  $,  y|,  ÎJ;  il  est  clair  d'ailleurs,  en  vertu  de  r<^qua- 
tion  (i),  que  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  Ç,  yj,  Ç,  app^" 
tient  à  celte  courbe;  je  dirai  que  le  point  M  est  son  point  pnn- 
cipal. 

Une  courbe  du  réseau  singulier  (2)  est  évidemment  détermiD^^ 
par  son  point  principal. 

2.  Toutes  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  tous  les  points 
communs  aux  courbes  A  :=  o  et  C  :=  o. 
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>ur  déterminer  le  nombre  de  ces  points,  je  remarque  que,  si 
désigne  respectivement  par  P  et  par  Q  l'ensemble  des  termes 
legré  /i,  par  rapport  k  x  ei  yy  dans  A  et  B,  on  a  identique- 
t,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

Par -H  Qjr  =  o. 

i  donc,  U  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  degré  (n  —  i) 
rapport  k  x  ety 

P  =  Uj^        et        Q=  — Ux. 

sla  posé,  les  courbes  A  =  o  et  B  =:  o  se  coupent  en  n^  points 
en  vertu  de  (i),  se  trouvent  sur  la  courbe  G^  =  o;  des  rela- 
>  (3)  il  résulte,  d'ailleurs,  que  {n  —  i)  de  ces  points  dMnter- 
on  se  trouvent  sur  la  droite  de  Tinfini  z  =  o\  les  (/ï*  -7-  n  -h  i) 
3s  points  d'intersection  se  trouvent  donc  à  la  fois  sur  les  trois 
bes  A  =  o,  B  =  o  et  G  =  o. 
où  la  conclusion  suivante  : 

^utes  les  courbes  du  réseau  passent  par  [n^  —  n  +  i) points 


dirai  que  ces  points  sont  les  pivots  du  réseau. 

En  vertu  des  équations  (i)  et  (2),  on  voit  que  l'équation 
e  quelconque  des  courbes  du  réseau  peut  se  mettre  sous  la 
e 

Y|  étant  les  coordonnées  de  son  point  principal. 
)it 

autre  courbe  du  réseau  ayant  pour  point  principal  (^',  7\^); 
et  B  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps,  pour  tout  point  com- 
aux  deux  courbes,  on  aura 

.r  — ^  -  y  —  "^' 

où  la  proposition  suivante  : 

dépendamment  des  (n^ —  n  H-  i) points  qui  leur  sont  corn- 
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muns,  deux  courbes  quelconques  du  réseau  se  coupent  en  (a— i) 
autres  points  qui  sont  situés  sur  une  même  droite.  Le  /i'*"*  point 
où  cette  droite  rencontre  l'une  quelconque  des  courbes  est  k 
point  principal  de  cette  courbe. 

4.  De  là  se  déduisenl  iramédialcment  quelques  corollaires  doQl 
la  démonstralion  est  immédiate  et  quMl  suffit  d'énoncer  : 

i**  Si  deux  courbes  du  réseau  se  coupent  en  {n  —  i)  pc^/^ts 
distincts  des  pivots,  on  peut  par  ces  {n  —  i)  points  faire  pa^^^^ 
une  infinité  de  courbes  du  réseau;  les  points  principaux  de  ^^^ 
courbes  sont  situés  sur  la  droite  contenant  les  (n  —  \) pos^^ 
d'intersection . 

2°  Etant  donnée  une  courbe  quelconque  du  réseau  ay 
pour  point  principal  le  point  M  et  étant  pris  arbitrairem 
dans  le  plan  le  point  P,  si  l'on  mène  PM,  cette  droite rencon 
la  courbe  en  (n  —  i)  points  distincts  du  point  M;  ces  {n 
points  et  le  point  P  sont  situés  sur  une  courbe  du  réseau  ay 
pour  point  principal  le  point  P. 

5.  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  encore  s'énoncer  ain 
Étant  donnée  une  droite  dans  le  plan,  les  courbes  du  réseau,  q 
ont  pour  points  principaux  les  différents  points  de  la  droite,  o 
en  commun  {n  —  i)  points  situés  sur  cette  droite;  je  les  appelle 
pour  abréger,  \es  points  centraux  de  la  droite. 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  le  lieu  de  s 
points  centraux  est  la  courbe  du  réseau  ayant  ce  point  Jix^ 
pour  point  principal. 

m 

6.  Etant  pris  un  point  quelconque  M  dans  le  plan,  imaginon 
la  courbe  du  faisceau  aj'ant  pour  point  principal  le  point  M  e 
menons  par  ce  point  les  tangentes  à  la  courbe  dont  le  point  de 
contact  est  distinct  de  M. 

Je  dis  que  ces  droites  sont  tangentes  à  une  même  courbe  K.  Ed 
effet,  MA  étant  Tune  de  ces  tangentes  et  A.  le  point  où  elle  louche 
la  courbe,  si  l'on  désigne  parMi  un  point  quelconque  de  la  droite 
MA  :  la  courbe  du  réseau  ajant  M^  pour  point  principal  passe  par 


-  -'1 

...-t,-.s  "- 
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les  (/t  —  i)  points  dîstincls  de  M  où  la  première  courbe  coupe  MA  : 
elle  rencontre  donc  MA  en  deux  points  confondus  en  A,  et  lui  est 
ingénie  en  ce  point.  Les  deux  faisceaux  de  droite  émanant  du 
>oint  M  et  du  point  M|  ont  donc  la  droite  MA  en  commun  et  la 
proposition  est  démontrée. 

On  peut,  d'ailleurs,  du  point  M,  mener  à  la  courbe  du  réseau 
uî  a  M  pour  point  principal  (n^ — n —  2)  tangentes  ayant  un 
oint  de  contact  distinct  de  M. 

D'où  le  théorème  suivant  : 


7,  de  chaque  point  M  du  plan,  on  mène  à  la  courbe  du  ré- 
*€M,9i  ayant  ce  point  pour  point  principal  les  tangentes  dont  le 
'>£Mitde  contact  est  distinct  de  M,  toutes  ces  droites  enveloppent 
'^^  même  courbe  K,  qui  est  de  la  classe  (/i*  —  n  —  2). 


Supposons  le  point  M  choisi  de  telle  sorte  que  la  courbe  du 
«au,  qui  a  M  pour  point  principal,  possède  un  point  double  : 
des  tangentes  issues  du  point  M  coïncideront,  d'où  il  suit  que 
point  M  est  situé  sur  K. 
X)'où  celte  conclusion  : 

^dM  courbe  K  est  le  lieu  des  points  principaux  des  courbes  du 
sseau  qui  possèdent  un  point  double. 

Si  la  courbe  du  réseau  ayant  (Ç,  y^)  pour  point  principal  a  un 
^înt  double,  on  a  simultanément  les  trois  équations 

'dX         dB      ^dC 

^d^-^'^Tx-^^Tx^''^ 

„  c?A  dfB       ^  d(à 

X.  l'équation  de  la  courbe  K  s'obtiendra  en  éliminant  x^  y  ei  z 
'titre  ces  trois  relations. 
D'où  il  suit  que  : 

La  courbe  K  est  du  degré  3(n  —  i  ). 

8.  Des  considérations  qui  précèdent  résulte  encore  la  proposi- 
tion suivante  : 

Si,  de  chaque  point  M  du  plan,  on  mène  à  la  courbe  du  ré- 


534 


OéOMéTRIS. 


seau  dont  ce  point  est  le  point  principal  les  tangente  dont  k 
point  de  contact  est  distinct  de  M,  les  points  de  contact  de 
toutes  ces  tangentes  sont  situés  sur  une  même  courbe  H,  qui 
est  aussi  le  lieu  des  points  doubles  des  courbes  du  réseau. 

Il  est  facile  de  démontrer  analjtiquement  ridenlité  de  cesdeui 
lieux. 

11  est  clair,  en  effet,  que  Téqualion  du  lieu  des  points  doubles 
du  réseau  s'obtient  en  éliminant  ^,  y\,  ^  entre  les  équations  (4)') 
cette  équation  est  donc 

dk     dB     dC 
dx     dx     dx 

dk     dB     dC 
dy     dy     dy 

dk     dB     dC 
dz      dz     dz 


=  o, 


ou 


dk     dB     dC 
dx     dx     dx 

d\     dB     dC 
dy     dy     dy 

ABC 


=  o. 


ou,  encore,  puisque  l'on  a  identiquement  C  =  —  Aj;  —  By, 


dx  dx 

ç[A  ^     _ 

dy  dy 

A  B       o 


=  A»  —  —  AB  (—  -+-  —\ 
dy  \dx        dy/ 


B*  -7-  =  0. 

dx 


D'autre  part,  soit 

(5)  A(x  — 5)-^B(^'  — T/)=o 

Téquation  de  la  courbe  du  réseau  ajant  pour  point  principaL 
point  (;,  7j);  Téquation  de  la  tangente  au  point  (x,  y)  de  ce 
courbe  est 

,      dk^        ,^      dB 


,r„     ^A,       ^      ^,         1 

+  (Y-^K)[^B-f-^(ar-0-^^(r-Ti)J  =o; 
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^:xprimant  que  celle  langenle  passe  par  le  poinl  (^,  7^),  on  aura 
*^    ^■"^lalion 

dX 

(5-a:)A-H(7,-^)B-^(ar-0' 

flltmînani  (Ç  —  x)  el  (tj  — y)  enlre  celle  relalion  el  la  rela- 
o  (5),  il  vienl 


A«— —  AB/^— -+- — ^      B«  — =0 
dy      '      \dx       dy  )  djp         ' 

^  qui  esl  bien  Téqualion  que  nous  avions  Irouvée  pour  le  lieu  des 
^inls  doubles  du  réseau. 

La  proposition  que  j'avais  énoncée  esl  donc  vériGée,  el  Ton  voit 
n  outre  que  la  courbe  H  est  du  degré  3(/i  —  i). 

9.  Soient  deux  courbes  de  degré  /i;  supposons  que  {n  —  i)  de 
^eurs  n'  points  d'intersection  soient  situés  sur  une  même  ligne 
droite,  je  disque  leurs  (/i* — /i-f-i)  autres  points  d'intersection 

9ont  les  pivots  d'un  réseau  singulier  de  Tespèce  de  ceux  que  je 

^ens  d'examiner. 

En  effet,  la  propriété  dont  je  parle  étant  projeclive,  on  peut  sup- 
poser que  la  droite  qui  renfernoe  (/i  —  i)  des  points  d'intersection 
est  la  droite  de  l'infini  ;  et,  en  choisissant  convenablement  les  axes, 
on  voit  que  les  équations  des  deux  courbes  peuvent  se  mettre  res- 
pectivement sous  la  forme 

PjH-Q=o        ei        P^— Q'=:o, 

Q  el  Q'  désignant  des  polynômes  du  (/i  —  i)»*"»  degré  en  x  el  y  y 
et  P  un  polynôme  homogène  el  du  même  degré  par  rapport  à  ces 
variables.  De  là  résulte  immédiatement  que  l'équalion 

est  celle  d'un  réseau  singulier  ayant  pour  pivots  les  {ri^  —  n  -h  i) 
points  d'intersection  des  deux  courbes  données  qui  ne  sont  pas 
situés  à  l'infini. 

10.  De  là  résulte  encore  que  les  courbes  du  troisième  degré, 
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passant  par  sept  points  fixes,  forment  un  réseau  singulier  du  troi- 
sième ordre. 

La  courbe  Kest  alors  de  la  quatrième  classe  et  du  sixième  degré  : 
c^est  donc  la  courbe  la  plus  générale  de  la  quatrième  classe.  Jeoe 
m^élendrai  pas  sur  ce  sujet;  c'est  en  effet  des  propriétés  de  ce  ré- 
seau particulier  que  M.  Arouhold  a  déduit  la  solution  do  problème     IrîiVV 
suivant  :  Construire  la  courbe  de  quatrième  classe  ayant  iCfi 
points  doubles  donnés  (ou,  pour  parler  plus  exactemenl, du  pro- 
blème corrélatif  :  construire  la  courbe  du  quatrième  de  gré  ayo^^^ 
pour  tangentes  doubles  sept  droites  données).  Je  renverrai  à  cet 
égHrd  au  Mémoire  de  l'illustre  géomètre  (•)• 

11.  On  sait  que,  généralement,  les  courbes  du  quatrième  o^  . 
qui  passent  par  treize  points  fixes  ont  également  en  commuD  ^^ 
autres  points  parfaitement  déterminés  et  forment  un  faisceat^  ^  .* 

On  voit  néanmoins,  par  ce  qui  précède,  que  si  deux  courb^^ 
quatrième  ordre,  passant  par  treize  points  donnés,  se  coupef 
trois  autres  points  situés  en  ligne  droite,  les  courbes  qui  pa^^ 
par  CCS  treize  points  forment  un  faisceau;  en  d'autres  termes ^ 
peut  toujours  faire  passer  une  de  ces  courbes  par  ces  points  et  ^ 
points  pris  arbitrairement  dans  le  plan. 

On  peut,  en  outre,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si.  des  seize  points  d'intersection  de  deux  courbes  du  (f 
trième  ordre,  trois  sont  situés  en  ligne  droite,  deux  couP^ 
quelconques  du  même  ordre  passant  par  les  treize  autres  po 
d'intersection  se  rencontrent  en  trois  autres  points  qui 
également  en  ligne  droite. 


00 

ai 


s 
U 
Jil 


(')  Vronuolp,  Celfer  den  gegenseitigen  Zusammenhang  der  28  Doppeli^^^' 
gtnttn  finrr  allgemeinen  Curve  \ten  Grades  {Monatsàerichi  der  K,  P.  A.  -^^ 
Ht  ri  in,  iSt>i.  p.  49i>)- 

v')  Salmon.  liigher  ptane  curves,  a*  édition,  p.  16. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS 


DES 


FOYERS  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES 

ET  DES 

FOCALES  DES  CONES  ALGÉBRIQUES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  1879. 


I. 

1  •  Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivante,  que  j'ai  donnée 
^^*ïs  ma  Note  Sur  les  polaires  d'une  droite  relativemeut  aux 
^ou^bes  et  aux  surfaces  algébriques  (  *  ). 

Étant  données  deux  courbes  quelconques  K*"  et  K",  de  classes 

^^Sf^ectiçement  égales  à  m  et  à  n^  la  polaire  d'un  point  quel- 

^^nque  M,  relativement  aux  mn  tangentes  communes  à  ces 

^Oiirbes,    est   la  polaire   du    même  point  relativement  aux 

^^n  droites,  qui  joignent  les  points  de  contact  des  tangentes 

^^enées  de  M  à  R*"  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées 

^u  même  point  à  K". 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  K'*  soit  une  courbe  réelle 
^ou  du  moins  ayant  une  équation  réelle),  et  soient  F|,  F2,  ...,  F;,, 
ses  m  foyers  réels;  supposons,  en  outre,  que  K"  se  réduise  aux 
deux  ombilics  I  et  J  du  plan  (^). 

Les  tangentes  communes  à  K'"  et  à  R"  se  composent  des  sys- 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  III,  p.  174. 
(')  J'appelle  ainsi,  pour  abréger,  les  deux  points  situés  à  Tinfini  et  communs 
i  tous  les  cercles  du  plan. 
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trmes  de  droites  Isotropes,  se  croisant  aux  foyers  F|,  F^y . ..,  Fn. 
Étant  donné  un  point  quelconque  M  du  plan,  sa  polaire  relative- 
ment aux  deux  droites  isotropes  issues  du  foyer  F/  est  la  droite 
menée  par  ce  point  perpendiculairement  à  MF/;  donc  la  polaire 
de  M  relativement  aux  tangentes  communes  à  K"*  et  à  K"  est  h 
polaire  de  ce  point  relativement  aux  m  droites  menées  respecti- 
vement par  chacun  des  foyers  perpendiculairement  à  la  droite  qui 
joint  ce  foyer  au  point  M. 

Considérons  d'autre  part  les  diverses  droites  isotropes  qui 
passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  poiDtH 
à  K";  T  désignant  Tun  quelconque  de  ces  points  de  contact,  la 
polaire  du  point  M,  relativement  aux  deux  droites  isotropes  se 
croisant  au  point  T,  est  la  normale  menée  à  la  courbe  en  ce 
point. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  courbe  de  nV^  classe  y  la  polaire  d^  un  point 
quelconque  M  du  plan,  par  rapport  aux  droites  menées  tes- 
pectivement  par  chacun  des  m  foyers  réels  de  la  courbe  per- 
pendiculairement à  la  droite  qui  joint  ce  foyer  au  point  M,i^ 
confond  avec  la  polaire  de  ce  même  point  relativement  aux 
droites  menées  normalement  à  la  courbe  aux  points  de  contact 
des  diverses  tangentes  issues  du  point  M. 

Celte  proposition  peut  encore  s'énoncer  sous  la  forme  suivante: 

Si  par  un  point  M,  p/us  dans  le  plan  d'une  courbe  de 
classe  m,  on  mène  les  nm  droites  tangentes  à  la  courbe,  '^ 
centre  harmonique  des  n  points  de  contact  relativement  au 
point  M  est  le  même  que  le  centre  harmonique  des  m  foy^^^ 
réels  (*). 

Mais  cet  énoncé,  plus  concis,  est  souvent  d'un  usage  moins 
facile  dans  les  applications,  et  Tautre,  comme  je  le  ferai  voi^ 
s'étend  sans  difficulté  aux  cônes  algébriques. 


(  '  )   Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  dt* 
lignes  planes  {Bulletin  de  la  Société philoniathique,  février  1875). 
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Ud  des  cas  particuliers  les  plus  inlëressants  est  celui  où  tous 
»jers  de  la  courbe  sont  à  Tinfini.  On  a  alors  ce  théorème  : 

par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d^une  courbe  ayant 
ses  foyers  à  l'infini,  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe, 
les  normales  aux  points  de  contact,  la  polaire  du  point  M 
ivement  à  ces  normales  est  située  à  l'infini. 

nsi,  en  particulier,  l'hypocycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 
nt  ayant  tous  ses  foyers  à  Tinfini,  on  a  la  proposition  sui- 

• 

par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une  hypocycloïde  à 

points  de  rebroussement,  on  mène  les  tangentes  à  la 

^e,  puis  les  normales  aux  points  de  contact,  ces  normales 

ent  un  triangle  dont  le  centre  de  gras^ité  est  le  point  M. 

Comme  application,  je  déduirai  de  là  un  beau  théorème  dû 
Liouville  : 

ient  une  droite  D  et  une  courbe  A  de  degré  m  assujettie  à 
ule  condition  de  ne  pas  passer  par  les  ombilics  du  plan. 

nsidérons  une  droite  de  longueur  constante  R  et  se  déplaçant 
[le  sorte  qu^une  de  ses  extrémités  décrive  la  droite  D,  tandis 
'autre  décrit  la  courbe  A.  L'enveloppe  de  cette  droite  est  une 
»e  K  ayant  tous  ses  foyers  à  Tinfini;  en  effet,  la  droite  ne  peut 
r  par  un  ombilic  que  quand  elle  se  confond  avec  la  droite  de 
li;  dans  toute  autre  position,  la  longueur  interceptée  entre 
nt  où  elle  rencontre  D  et  Tun  quelconque  des  points  où  elle 
ntre  A  est  évidemment  nulle,  puisque  cette  courbe  ne  passe 
ar  les  ombilics. 

t  maintenant  un  point  quelconque  M  pris  sur  la  droite  D; 
hons  les  tangentes  que  Ton  peut  mener  de  ce  point  à  la 
le  K.  Je  remarque  d'abord  que  D  est  elle-même  une  tangente 
pie  à  cette  courbe;  je  désignerai  par  rf,  rf',  ...  ses  divers 
s  de  contact. 

second  lieu,  si,  du  point  M  comme  centre  avec  R  comme 
,  nous  décrivons  un  cercle  rencontrant  la  courbe  A  aux 
5  a,  a',  a",  ...,  les  diverses  droites  Ma,  Ma',  Ma",  ... 
t  aussi  tangentes  à  K. 
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Considérons  en  particulier  une  de  ces  tangentes,  Ma  par 
exemple;  si  au  point  M  nous  menons  une  perpendiculaire  à  D  el 
au  point  a  une  normale  à  la  courbe  A,  nous  savons,  en  désigaaDl 
par  a  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites,  que  la  normale, 
menée  à  Tenveloppe  de  la  droite  de  longueur  constante  aM  au 
point  où  elle  touche  son  enveloppe,  passe  par  le  point  a. 

4.  Du  théorème  général  que  j'ai  donné  plus  haut  (nM),  il 
résulte  que,  Tenveloppe  K  ayant  tous  ses  fojers  à  Pinfini,  si  l'oo 
construit  la  polaire  du  point  M  relativement  aux  droites  menées 
en  d^  d\  ...  perpendiculairement  à  O  et  aux  droites  menées Dor- 
malement  à  K  aux  points  où  les  droites  Ma,  Ma',  ...  louchenl 
cette  courbe,  cette  polaire  est  située  à  Tinfini. 

En  particulier,  menons  par  le  point  M  une  sécante  perpendicu- 
laire à  D;  elle  rencontrera  les  droites  issues  des  points (/,  (f,  ••• 
en  des  points  situés  à  Tinfini  et  dont  il  n'y  a  pas  à  tenir  compte, 
puis  les  normales  élevées  aux  points  de  contact  de  Ma,  Mo', 
Ma'',  . . .  avec  leur  enveloppe  au  point  a  et  en  d'autres  points 
analogues  a',  7." ^  ...  ;  on  aura  donc  la  relation 

I  I  r  _ 

Si  l'on  remarque  maintenant  que,  la  droite  D  ayant  une  direc- 
tion arbitraire,  il  en  est  de  même  de  la  direction  de  la  sécante  qui 
lui  est  perpendiculaire,  on  pourra  énoncer  ce  beau  théorème,  dû 
à  M.  Liou ville  : 

Si,  aux  différents  points  où  un  cercle  rencontre  une  courba 
plane,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe,  la  polaire  "" 
centre  du  cercle  relativement  à  ces  normales  est  située  0. 
l'infini, 

o.  Je  considérerai  encore,  comme  application,  un  système  de 
coniques  liomofocales  ayant  pour  foyers  les  deux  points  F  et  F* 

Soit  M  un  point  quelconque  du  plan;  considérons  les  droil€=* 
passant  par  les  points  F  et  F'  et  respectivement  perpendiculaires 
aux  directions  MF  et  MP''.  Si  Ton  désigne  par  A  la  polaire  d" 
point  M  relativement  à  ces  deux  droites,  on  voit  que  : 

Si  du  point  M  on  mène  des  tangentes  à  l'une  quelconque  ^^ 
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coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F  et  F',  puis  les  nor- 
males aux  points  de  contact,  la  polaire  des  points  M  relative- 
ment  à  ces  deux  normales  est  la  droite  fixe  A. 

En  particulier,  la  polaire  du  point  M  relativement  aux  deux 
normales  passe  par  le  point  de  rencontre  de  ces  normales. 
D*où  le  théorème  suivant  : 

Siy  d^un  point  M,  on  mène  des  tangentes  à  l'une  quelconque 
des  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F  et  F' ^  puis  les  nor- 
males aux  points  de  contact,  le  lieu  des  points  de  rencontre  de 
ces  normales  est  une  droite. 

Il  est  clair  que  cette  droite  passe  par  les  centres  de  courbure  des 
deu:i  coniques  homofocales  qui  se  croisent  au  point  M. 

6-  ï-.es  deux  points  F  et  F'  étant  donnés,  on  voit  qu'à  chaque 
point  M  du  plan  correspond  une  droite  A  qu'il  est  facile  de  con- 
struire. 

Réciproquement,  à  chaque  droite  A  correspondent,  comme  on 
le  dt*montre  aisément,  trois  points  M.  Si  une  droite  A  tourne 
autour  d'un  point  fixe  N,  le  lieu  des  points  M  correspondants  est 
xinc  courbe  du  troisième  ordre  passant  par  les  ombilics,  par  con- 
séquent une  anallagmatique  et  de  Tespèce  particulière  que  j'ai 
étudiée  sous  la  dénomination  de  cassiniennes  (*). 

Cette  courbe  H  peut  évidemment  être  aussi  définie  de  la  façon 
suivante  : 

Étant  donné  un  point  fixe  N  du  plan,  considérons  une  quel- 
conque des  coniques  qui  ont  pour  fojers  deux  points  donnés  F 
et  F',  puis  abaissons  du  point  N  les  quatre  normales  à  la  courbe. 
Les  tangentes  en  ces  points  forment  un  quadrilatère  complet  dont 
les  six  sommets  décrivent  la  courbe  H  lorsque  la  conique  varie. 

7.  Je  rappellerai  brièvement  la  définition  et  les  propriétés  prin- 
cipales des  cassiniennes. 

Une  cassinienne  est  généralement  une  courbe  anallagmatique 


(')  Sur  les  cassiniennes  planes  et  sphériques  {Bulletin  de  la  Société  philo- 
mat  hique,  mars  1868). 
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du  quatrième  ordre  dont  les  divers  points  peuvent  se disiribuer en 
couples  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  quelconque 
du  plan,  relativement  à  chacun  des  couples  de  points  conjugaés 
d'une  cassinienne,  est  un  cercle. 

En  particulier,  le  lieu  des  points  milieux  des  cordes  qui  joignent 
les  points  conjugués  est  un  cercle. 

2^  H  existe  dans  le  plan  deux  points  jQxes  jouissant  de  la  pro- 
priété que  ces  deux  points  fixes  et  deux  points  conjugués  quel- 
conques se  trouvent  sur  un  même  cercle  qu'ils  partagent  harmo- 
niquement. 

Dans  le  cas  où  le  cercle,  lieu  des  points  milieux  des  cordes  qui 
joignent  les  points  conjugués,  se  réduit  à  une  droite,  le  degré  de 
la  courbe  s'abaisse  au  troisième,  et  Ton  a  une  cassinienne  cabique. 

Si  Ton  joint  un  point  quelconque  d'une  telle  courbe  à  denii 
couples  de  points  conjugués,  on  obtient  deux  couples  de  droites 
ayant  mêmes  bissectrices. 

La  courbe  H,  définie  ci-dessus,  est  une  cassinienne  cubique,  et 
l'on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  d'un  point  fixe  N,  pris  dans  le  plan,  on  abaisse  des  nor- 
males sur  rune  quelconque  des  coniques  qui  ont  pour  fojtn 
deux  points  fixes  F  et  F',  les  tangentes  menées  en  ces  points 
forment  un  quadrilatère  complet.  Les  trois  couples  de  sommets 
opposés  de  ce  quadrilatère  complet  sont  trois  couples  dépeints 
conjugués  d'une  même  cassinienne  cubique,  que  ces  sommets 
décrivent  quand  on  fait  varier  la  conique  (  *  ). 


(')  Les  tangentes,  menées  aux  pieds  des  normales,  roulent  en  même  temps SQ^ 
une  parabole  fixe. 

Considérons,  en  efTcl,  une  conique  C  et  lu  parabole  P  qui  est  l'enTelcppe  <^^ 
polaires  d'un  point  donné  M  par  rapport  aux  diverses  coniques  qui  ont  lesmèines 
foyers  que  C.  Los  tangentes  communes  à  C  et  à  P  touchent  C  en  quatre  poioU et 
les  normales  en  ces  points  passent  par  le  point  M. 

Celle  propriété  s'établit  aisément  en  s'appuyant  sur  une  importante  proposition 
due  à  M.  Chasles  : 

Les  pôles  d'une  droits  fixe,  par  rapport  à  un  système  de  coniques  homofO" 
cales,  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite  normale  à  une  des  coniques  du 
système. 

J'ajouterai  que  le  foyer  de  la  parabole  P  est  le  point  conjugué  harmonique  ^^^^ 
point  M  relativement  aux  foyers  de  la  conique  C. 
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De  nombreuses  propriétés  des  normales  à  un  système  de 
coniques  faomofocales  découlent  immédiatement  de  la  proposition 
précédente,  mais  je  nMnsisterai  pas  ici  sur  ce  point,  qui  demande 
quelques  développements  et  sur  lequel  je  reviendrai  dans  un  autre 
article;  je  me  contente  de  le  mentionner  en  passant. 

II. 

8.  On  peut  facilement  étendre  aux  cônes  algébriques  les  pro- 
positions qui  précèdent. 

Le  théorème  fondamental  que  j'ai  rappelé  plus  haut  (n^  1)  peut, 
en  effet,  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnés  deux  cônes  algébriques  C  et  G  ayant  même 
sommet  S  et  une  droite  quelconque  D  passant  par  ce  sommet, 
considérons  les  divers  plans  que  par  la  droite  D  on  peut  mener 
iangentiellement  au  cône  C;  soit  (I)  r ensemble  des  arêtes  de 
contact.  Appelons  de  même  (F)  V ensemble  des  arêtes  de  con- 
tact des  plans  menés  par  D  tangentiellement  au  cône  C;  puis 
imaginons  que  par  chacune  des  arêtes  (I)  et  chacune  des 
arêtes  (F)  on  fasse  passer  un  plan;  on  aura  ainsi  un  ensemble 
de  plans  que  je  désigne  par  (P). 

Cela  posé,  le  plan  polaire  de  la  droite  D  relativement  au 
système  de  plans  (P)  se  confond  avec  le  plan  polaire  de  cette 
même  droite  relativement  aux  plans  tangents  aux  deux  cônes, 

Siip|)Oson8,  pour  fixer  les  idées,  que  C  soit  un  cône  réel  (ou  du 
moins  ait  une  équation  réelle)  et  que  F|,  F2,  F3,  .  ..  désignent 
ses  droites  focales  réelles,  que  de  plus  G'  soit  un  cône  isotrope. 

Les  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  sont  les  plans  iso- 
tropes passant  par  les  droites  F|,  F2,  F|,  ...  ;  le  plan  polaire 
de  D  relativement  aux  deux  plans  isotropes  qui  se  coupent  suivant 
l'une  quelconque  de  ces  droites,  F|  par  exemple,  est  le  plan  pas- 
sant par  F|  et  mené  perpendiculairement  au  plan  de  F|  et  de  D. 

D'autre  part,  si  T|,  Tj,  T,,  . . .  désignent  les  arêtes  de  contact 
des  plans  menés  par  D  tangentiellement  au  cône  C,  les  divers 
plans  dont  j'ai  désigné  ci-dessus  Tensemble  par  (P)  sont  les  plans 
isotropes  passant  par  les  droites  T|,  T2,  T|,  ...  ;  le  plan  polaire 
de  D  relativement  aux  deux  plans  isotropes  qui  se  coupent  suivant 
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Tune  de  ces  droites,  T,  par  exemple,  est  le  plan  passant  pari, 
mené  perpendiculairement  au  plan  de  T|  et  de  D. 
Par  suite,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  cône  algébrique  et  une  droite  quelconque^ 
passant  par  le  sommet  de  ce  cône,  par  chacune  des  focaksdu 
cône  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan  qui  con- 
tient celte  focale  et  la  droite  D;  soit  (P)  V  ensemble  des  plans 
ainsi  obtenus. 

Cela  posé,  le  plan  polaire  de  D  relativement  aux  plans  (P) 
se  confond  avec  le  plan  polaire  de  cette  même  droite  relative- 
ment aux  plans  menés  normalement  au  cône  par  les  arêtes  de 
contact  des  divers  plans  que  l^on  peut  par  D  mener  tangen- 
tiellement  à  ce  cône, 

9.  Comme  application,  considérons  l'un  quelconque  des  cônes 
du  second  ordre  qui  ont  pour  focales  réelles  deux  droites  don- 
nées F  et  F'.  Soient  D  une  droite  quelconque  passant  par  le 
sommet  du  cône  el  A  le  plan  polaire  de  D  relativement  aux  plans 
passant  par  F  et  F',  et  respectivement  perpendiculaires  aux  plans 
déterminés  par  les  droites  FD  et  les  droites  F'D. 

Si  par  O  on  mène  deux  plans  tangents  au  cône,  puis  des  plans 
normaux  par  les  arêtes  de  contact,  le  plan  polaire  de  D  relative- 
ment à  ces  plans  normaux  est  le  plan  A. 

En  particulier,  la  droite  d'intersection  des  plans  normaux  est 
dans  le  plan  A.  Donc  : 

Étant  donnés  un  système  de  cônes  homofocaux  du  second 
ordre  et  une  droite  fixe  passant  par  le  sommet  de  ce  cône,  si 
par  cette  droite  on  mène  des  plans  tangents  à  l'un  des  cônes  du 
système,  puis  des  plans  normaux  par  les  arêtes  de  contact,  h 
droite  suivant  laquelle  se  coupent  les  deux  plans  normaux 
décrit  un  plan  lorsqu^on  fait  varier  le  cône, 

10.  Si  par  une  arête  d'un  cône  on  imagine  le  plan  normal  à  ce 
cône,  puis  le  plan  mené  normalement  par  Tarête  inGniment  voi- 
sine, l'intersection  de  ces  deux  plans  est  l'axe  d'un  cône  de  révo- 
lution osculateur  du  cône  donné  le  long  de  l'arête  considérée. 
Nous  l'appellerons  Vaxe  de  courbure  du  cône  suivant  cette  arête. 
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la  posé,  il  est  clair,  diaprés  ce  qui  précède,  que  le  plan  A 
miné  comme  je  Tai  dit,  et  qui  correspond  à  la  droite  D,  con- 
les  axes  de  courbure  des  deux  cônes  homofocaux  du  s^^stèmc 
é  qui  se  coupent  suivant  la  droite  D,  et  de  là  découle  un 
m  simple  de  construire  Taxe  de  courbure  d'un  cône  du  second 
^  suivant  une  arête  donnée,  lorsque  Ton  connaît  les  focales  de 
^ne. 

ferai  même  observer  que  la  connaissance  du  plan  A  fait  con- 
e  non  seulement  Taxe  de  courbure,  mais  encore  Taccélération 
)urbure,  et  que  des  considérations  de  tout  point  semblables 
cliquent  aux  cônes  de  tous  les  degrés;  je  ne  crois  pas  utile 
l'étendre  davantage  sur  ce  sujet. 

.  Le  théorème  de  M.  Liouville,  dont  j'ai  donné  plus  haut  la 
DDStration  (n®  3),  s'étend  aussi  à  un  cône  algébrique  quel- 
|ue,  en  considérant  l'intersection  de  ce  cône  avec  un  cône  de 
lution. 

D  obtiendrait  facilement  cette  généralisation,  au  moyen  des 

rèmes  précédents,  en  considérant  la  surface  enveloppée  par  le 

déterminé  par  deux  droites  faisant  un  angle  constant  et  dont 

des  côtés  décrit  un  cône  pendant  que  l'autre  se  meut  dans  un 

passant  par  le  sommet  de  ce  cône. 

ais  le  théorème  auquel  on  parvient  ainsi  se  complique,  à  cause 
Ole  qu'y  jouent  les  plans  cycliques  du  cône;  il  n'a  ni  la  sim- 
té  ni  l'utilité  de  celui  de  M.  Liouville,  et  je  ne  crois  pas  devoir 
enlionner  ici. 


L.  -  II.  35 
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m  M  mobile  sur  celle  conique,  si,  aux  poinls  milieux  des 
des  AM  et  BM,  on  élève  des  perpendiculaires  à  ces  cordes, 
segment,  intercepté  sur  l'un  quelconque  des  axes  de  la 
ique  par  ces  perpendiculaires,  demeure  constant  quand  le 
nt  M  se  meut  sur  la  courbe. 

supposons  que  le  point  M  vienne  ^iicceiisivement  coïncider  avec 
11  points  donnés  C  et  D  de  la  coiii(|iie;  on  aura  la  proposition 
van  le  : 

V,  B,  C  et  D  étant  les  sommets  d'un  quadrangle  inscrit  dans 
s  conique,  aux  points  milieux  des  cordes  AC,  BC,  AD  et  BD, 
vons  des  perpendiculaires  à  ces  cordes  et  désignons  respec- 
sment  par  A',  B',  A"  et  B"  ces  perpendiculaires;  cela  posé, 
segments,  interceptés  sur  l'un  quelconque  des  axes  de  la 
tique  par  les  perpendiculaires  A!  et  B'  d'une  part  et  par  les 
-pendicataires  A"  et  B"  d'outre  part,  sont  égaux  entre  eux. 

Il  est  clair  que,  le  quadrangle  ABCD  étant  donné,  on  pourrait 
i.sidéier  d'autres  cordes  que  celles  que  je  viens  de  considérer  et 
i  donneraient  lieu  à  des  propositions  semblables.  En  eiaminant 
te  question,  on  voit  facilement  que  ces  propositions  sont  con- 
laes  dans  le  théorème  suivant  : 

K,  B,  C  «/  D  étant  les  sommets  d'un  quadrangle  inscrit  dans 
e  conique,  désignons  par  a,  ^,  ^  et  5  les  centres  des  cercles 
conscrits  aux  quatre  triangles  que  l'on  peut  former  avec 
is  quelconques  de  ces  sommets.  Cela  posé,  les  trois  couples 
côtés  opposés  du  quadrangle  formé  par  les  points  a,  p,  yefS 
erceptent,  sur  l'un  quelconque  des  axes  de  la  conique,  trots 
ments  dont  le  point  milieu  est  le  même. 

I.  On  sait,  par  le  théorème  de  Desargues,  que  gonéralement  les 
côtés  d'un  quadrangle  sont  coupés  par  une  droile  quelconque 
six  points  en  iovolution;  on  voit  ici  que  les  six  côtés  du  qua- 
ngle  a^yS  sont  coupés,  |iar  un  axe  quelconque  d'une  des 
lîques  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  C  et  D,  en  six  points 
mant  une  involulion  dont  un  des  points  doubles  est  rejeté  à 
Hni. 
maginons  tes  deux  coniques  circonscrites  au  quadrangle  ABCD 
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et  langeiiles  à  cet  axe;  leurs  points  de  contact  avec  celle  droite 
sont  précisément  les  deux  points  doubles  de  Tinvolu  lion  dont  je 
viens  de  parler;  Tune  de  ces  coniques  est  donc  asjmptole  de  Taie. 

En  d^aulres  termes  : 

Un  axe  quelconque  d*une  conique  circonscrite  an  quadrangle 
A6CD  est  une  asymptote  d^une  conique  circonscrite  ao  qoa- 
drangle  a^yS. 

4.  Pour  abréger  le  discours,  étant  donné  un  quadrangle  quel- 
conque ABCD,  je  désignerai  sous  le  nom  de  quadrangle  dérivé 
le  quadrangle  dont  les  sommels  sont  les  centres  des  cercles  ci^ 
conscrits  aux  triangles  ÂBC,  BCD,  CDA  et  DAB. 

On  peut  donc  dire  que  : 

L'enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drangle donné  est  r enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  cir- 
conscrites au  quadrangle  dérivé. 

5.  Soient  a^y^  "^  quadrangle  donné  et  K  la  courbe  enveloppée 
par  les  asymptotes  des  coniques  circonscrites  à  ce  quadrangle. 

Une  telle  courbe  peut  être  engendrée  de  cette  façon  d*une  infi- 
nité de  manières.  Considérons,  en  effet,  une  quelconque  des 
coniques  circonscrites  au  quadrangle  et  soient  D  et  D'sesdeoi 
asymptotes;  nous  dirons  que  ces  deux  droites  sont  deux  tangentes 
conjuguées  de  la  courbe.  Cela  posé,  on  sait  (*)  que,  si  Ton  consi- 
dère deux  couples  quelconques  de  tangentes  conjuguées,  ces  deux 
couples  se  rencontrent  en  quatre  points  formant  un  quadrangle  Q 
et  que  les  asymptotes  des  coniques  circonscrites  à  ce  quadrangle 
enveloppent  la  courbe  K. 

Si  donc  on  construit  le  quadrangle  Q'  ayant  pour  dérivé  le  qua- 
drangle Q,  les  axes  des  coniques  circonscrites  à  Q'  envelopperont 
la  courbe  K,  et  Ton  obtiendra  toutes  les  façons  semblables d^en- 
gendrer  cette  courbe  en  considérant  tous  les  quadrangles  qui  ont 
pour  dérives  les  divers  quadrangles  Q. 


(')  Voir  SiKiNKii,  Leber  eine  besondere  Curve  driUer  KUtsse  und  vierten 
Grades  {Journal  de  Crelle,  t.  53,  p.  i3i)  cl  Crkmona,  Sur  l*hypocycloide  à 
trois  rebrousstments  {Ibid.,  t.  64,  p.  loi). 
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6.  La  projection  orthogonale  d'une  courbe  K,  sur  un  plan 
quelconque,  est  évidemment  une  courbe  de  la  même  espèce. 

Soient  A,  B,  C  et  D  quatre  points  donnés  et  K  l'enveloppe  des 
ftxes  des  coniques  passant  par  ces  points;  désignons  par  K'  la  pro- 
ection  de  cette  courbe  sur  un  plan  P,  cette  projection  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  passant  par 
quatre  points  A',  B',  C  et  D'  que  l'on  construira  de  la  façon  sui- 
vante : 

Dans  le  plan  du  quadrangle  ABGD,  imaginons  le  quadrangle 
dérivé  a^v8  et  projetons  ce  dernier  quadrangle  sur  le  plan  P;  soit 
a'p'y'ô'  cette  projection.  Il  est  clair,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus 
haut,  que  les  points  cherchés  A',  B',  C  et  D'  seront  les  sommets 
du  quadrangle  qui  a  pour  dérivé  a'^'y'S'. 

7.  Il  peut  être  utile  dans  certains  cas  de  construire  le  qua- 
drangle qui  a  pour  dérivé  un  quadrangle  donné  a^y^* 

Soient  A,  B,  C  et  D  les  sommets  du  quadrangle  cherché;  en 
sorte  que  a  désigne,  par  exemple,  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  BCD,  ^  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ACD,  etc. 

On  voit  immédiatement  que  le  symétrique  du  point  A  relative- 
ment à  la  droite  p3  est  le  point  C  et  que  le  symétrique  du  point  C 
relativement  à  la  droite  ^a  est  le  point  D;  on  a  donc  les  deux  rela- 
tions suivantes 

les  points  A  et  D  étant  d'ailleurs  aussi  symétriques  par  rapport  à 
la  droite  ^y,  on  a  également 

A  ?Y  -4-  D  Py  =  o- 

Chacune  des  trois  relations  précédentes  doit  être  vérifiée  à  un 
multiple  près  de  2Tt;  on  en  déduit  facilement 

•2A[Jy  =  2(o^Y  — ^Pï)  =  »^?«» 

d'où 

aPy  =  5Pï, 

relation  qui  doit  être  vérifiée  à  un  multiple  près  de  t. 

Cette   dernière    relation    détermine   une    droite    contenant    le 
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point  A;  la  relation 

que  Ton  obtient  d\ine  façon  analogue,  détermine  udc  seconde 
droite  contenant  le  point  que  Ton  peut  ainsi  construire  facilement. 
On  construirait  de  même  les  autres  sommets  B^  C  et  D  du 
quadran<;l(*  clierché. 

8.  l)(ins  le  cas  particulier  où  le  quadrangle  a^yS  est  formé  des 
sommets  d*un  triangle  et  du  point  de  rencontre  des  hauteursdece 
triangle,  on  sait  que  Penveloppe  des  asymptotes  des  coniques  qui 
passent  par  ces  quatre  points  est  une  hypocjcioïde  à  trois  pomls 
de  rebroussemont.  I  y^'^- 

Le  quadrangle  ABCD,  qui  a  pour  dérivé  a^yS,  est  alors  le  syffie* 
trique  de  ce  dernier  quadrangle  relativement  au  centre  de  Vhyp^ 
cvcloïde. 

On  voit  donc  que  : 

Si  Von  considère  les  trois  sommets  d^ un  triangle  elle p^^^ 
de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle  y  les  asymptotes  ^ 
coniijurs  passant  par  ces  quatre  points  enveloppent  une  k^r 
cycloïdr  à  trois  points  de  rebroussement,  tandis  que  les  ^^ 
de  ces  courbes  ensreloppent  la  courbe  symétrique  de  cette  h^'r 
cycloïde  relatii-ement  ù  son  centre. 

II. 

9.  Considérons  une  conique  quelconque  C  et  un  axe  A  de  c  ^ 
conique;  soient  M  et  M'  deux  quelconques  de  ces  points.  Pa  -^ 
milieu  I  du  segment  MM'  menons  une  perpendiculaire  à  cette  dr^^^ 
et  soit  H  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  Taxe.  Ii  -^  ' 
ginons  maintenant  que  la  conique,  en  tournant  autour  de  Taxe  ^^ 
engendre  une  surface  de  révolution;    les   deux  points  M  et 
engendrent  deux  parallèles  de  cette  surface  et  la  sphère  conteo^^^^ 
ces  deux  parallèles  a  pour  centre  le  point  H.  Si  donc  on  pre 
respectivomt'nt  sur  ces  deux  parallèles  deux  points  arbitraires 

et  m'y  on  voit  qtie  le  plan,  mené  par  le  milieu  du  segment  mm' 
perpendiculairement  à  ce  segment,  passe  par  le  point  H. 

De  celte  remarque  et  de  la  proposition  que  j'ai  rappelée  pi 
haut  (n*'  H)  résulte  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

fêtant  donnes  sur  une  sur/ace  du  second  ordre  de  révolutio  "^^ 
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^eux  points  fixes  A  et  B  et  un  point  mobile  M,  si,  par  les  points 
wmilieux  des  cordes  MA  et  MB,  on  mène  des  plans  perpendicu- 
laires à  ces  cordes  y  le  segment  que  ces  plans  interceptent  sur 
^^axe  de  révolution  de  la  surface  est  un  segment  dont  la  lon- 
gueur demeure  constante  lorsque  le  point  M  se  déplace, 

La  même  propriété  a  lieu  évidemment  relativement  à  une  courbe 
«quelconque  tracée  sur  une  surface  de  révolution  du  second  ordre, 
lorsque  Ton  considère  sur  cette  courbe  deux  points  fixes  A  et  B  et 
un  point  mobile  M. 

£d  particulier  : 

Une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  une  surface  de  révo- 
lution  du  second  ordre  y  considérons  deux  points  quelconques  M 
et  N  situés  sur  cette  courbe.  Menons  les  plans  normaux  à  la 
courbe  aux  points  M  et  N  et  désignons  respectivement  par  m 
et  n  les  points  où  ces  plans  normaux  rencontrent  V axe  de  révo- 
lution de  cette  surface;  soit  de  plus  H  le  point  où  le  plan  mené 
par  le  milieu  de  la  corde  MN  et  perpendiculairement  à  cette 
corde  rencontre  cet  axe.  Cela  posé  y  le  point  H  est  le  milieu  du 
segment  mn, 

10.  Considérons  une  ellipsimbre  droite  (*),  c'est-à-dire  la 
courbe  résultant  de  Fintersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre 
ajant  trois  axes  comni*ins  que  Ton  peut  appeler  les  axes  de  Tel- 
lipsimbre. 

On  sait  que  cette  courbe  peut  être  placée  sur  une  surface  du 
second  ordre  de  révolution  ayant  l'une  quelconque  de  ces  trois 
droites  pour  axe  de  révolution. 

Donc  : 

Étant  donnée  une  ellipsimbre  droite  et  deux  points  quel- 
conques M  e/  N  pris  sur  cette  courbe,  les  plans  menés  norma- 
lement à  la  courbe  aux  points  M  e^  N  interceptent  sur  les  trois 
axes  de  V ellipsimbre  trois  segments;  le  plan  passant  par  leurs 
points  milieux  passe  par  le  point  milieu  de  la  corde  MN  et  lui 
est  perpendiculaire. 


(*)  Expression  employée  d*abord  par  Frézier  et  adoptée  par  M.  de  la  Gouraerie 
dans  ses  Recherches  sur  les  surfaces  tétraédrales. 
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1 1 .  Soit  s  une  surface  de  révolution  du  second  ordre  ajantponr 
axe  la  droite  A,  et  soient  A,  B,  C  et  D  quatre  points  quelconques 
situés  sur  cette  surface.  Les  plans  menés  par  les  milicui  des 
cordes  AB  et  BC  et  perpendiculairement  à  ces  cordes  interceplenl 
sur  Taxe  A  un  segment  qui  (n^  9)  est  égal  au  segment  intercepté 
sur  la  même  droite  par  les  plans  menés,  par  les  milieux  des 
cordes  AD  et  DC,  perpendiculairement  à  ces  cordes;  d'autres 
propositions  semblables  s'obtiendraient  en  considérant  les  diverses 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  sommets  du  tétraèdre  ABGD. 

Ces  diverses  propositions  peuvent  être  résumées  dans  le  théo- 
rème suivant  : 

A,  B,  C  e^  D  étant  les  sommets  d'un  tétraèdre  inscrit  dœ  mx 
une  surface  de  révolution  du  second  ordre,  considérons  ^^% 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre  far  le 
centre  de  la  sphère  qui  lui  est  circonscrite  ;  les  trois  couples  ^ 
plans  opposés  que  Von  peut  mener  par  ces  quatre  droites 
interceptent  sur  l'axe  de  la  surface  trois  segments  dont  Je 
point  milieu  est  le  même. 

En  d'autres  termes  : 

Si  Von  désigne  par  e  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre  ABCD  et  si  Von  mène  par  le  point  e  une  parallèle  à 
Vaxe  A,  le  cône  du  second  degré,  ayant  pour  sommet  c  et  con- 
tenant la  parallèle  dont  je  viens  de  parler  ainsi  que  les  per- 
pendiculaires  aux  faces  du  tétraèdre,  est  asymptote  à  Vaxe^» 

Le  plan  passant  par  A  et  le  sommet  e  est  donc  tangent  ak 
cône. 

12.  Les  axes  des  diverses  surfaces  de  révolution  du  second 
ordre  que  l'on  peut  mener  par  quatre  points  donnés  A,  B,  CclD 
forment  un  complexe  dont  il  est  facile  de  trouver,  d'après  ce  q«* 
précède,  les  propriétés  les  plus  essentielles. 

Désignons,  comme  ci-dessus,  par  £  le  centre  de  la  sphère  cir- 
conscrite au  tétraèdre  ABCD  et  par  A',  B',  CI  et  D'  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  e  sur  les  faces  du  tétraèdre. 

Les  droites  du  complexe,  situées  dans  un  plan  donné  P,  s'ob- 
tiendront facilement^  si  l'on  appelle  a',  ^',  y'  et  S' les  points  où  ce 
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plan  est  percé  par  les  droites  A',  B',  G  et  D',  ce  sont  les  asymp- 
totes des  coniques  passant  par  les  quatre  points  a',  ^'j  ^  et  8'. 
Ainsi  les  droites  du  complexe,  situées  dans  le  plan  P,  envelop- 
pent la  courbe  de  troisième  classe  étudiée  dans  /e  §  I. 

Pour  obtenir  les  droites   du   complexe    passant  par  un  point 
donné  O,  imaginons  les  divers  cônes  du  second  ordre  qui  renfer- 
ment les  droites  a',  p',  y'  et  S',  et  par  O  menons  les  plans  tangents 
à  ces  cônes  ;  les  arêtes  de  contact  forment  un  cône  du  troisième 
degré  qui,  transporté  parallèlement  à  lui-même,  de  sorte  que 
sort  sommet  vienne  en  O,  donnera  le  cône  du  complexe. 

On  voit  que  ce  cône  ne  varie  pas  et  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même  lorsque  le  point  O  se  meut  sur  une  droite  passant  par  le 
Centre  e  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ABCD. 

d3.  Étant  donné  un  système  de  cinq  points  A,  B,  C,  D  et  E,  il 
^^^  facile  de  déterminer  une  surface  de  révolution  du  second  ordre 
Passant  par  ces  points  et  ayant  pour  axe  une  droite  parallèle  à  une 
^i*oite  donnée  A. 

Soient,  en  effet,  a,  p,  y,  S  et  e  les  centres  des  sphères  circon- 
scrites aux  cinq  tétraèdres  que  l'on  peut  former  avec  les  cinq 
t^oints  donnés,  a  étant  par  exemple  le  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  BCDE,  ^  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre  ACDE,  etc. 

Par  le  point  a,   menons  une  parallèle  A'  à  A  et  imaginons  le 

Ci5ne  du  second  ordre  (a)  ayant  pour  sommet  a  et  pour  arêtes  les 

droites  A',  ap,  ay,  a8  et  ae;  par  le  point  p,  menons  de  même  une 

(Parallèle  A'^  à  A  et  imaginons  le  cône  du  second  ordre  (^),  ayant 

pour  sommet  le  point  ^  et  ayant  pour  arêtes  les  droites  A",  ^a,  ^y, 

PS  et  pe.  Ces  deux  cônes,  comme  on  le  voit,  ayant  en  commun  la 

génératrice  a^,  se  coupent  en  outre  suivant  une  cubique  gauche. 

Cela  posé,  les  plans  tangents  menés  respectivement  aux  cônes  (a) 

et  (P)  le  long  des  arêtes  A'  et  A"  se  coupent  suivant  une  droite  qui 

est  Taxe  d*une  surface  de  révolution  du  second  ordre  passant  par 

les  points  A,  B,  C,  D  et  E. 

li.  On  déduit  encore  de  là  la  proposition  suivante  : 

Cinq  points  étant  donnés  sur  une  surface  de  révolution  du 
second  ordre,  les  cinq  centres  des  sphères  circonscrites  aux  cinq 
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tétraèdres  que  Von  peut  former  en  considérant  quatre  quel- 
conques de  ces  points  sont  sur  une  cubique  gauche  ayant  pour 
asymptote  Vaxe  de  la  surface. 

D'où  Ton  conclut  que  le  système  de  droites  formé  par  les  axes 
des  diverses  surfaces  de  révolution  du  second  ordre  passant  par 
cinq  points  donnés  se  confond  avec  le  système  formé  par  les 
asymptotes  des  cubiques  gauches  passant  par  cinq  autres  points 
fixes,  ces  derniers  points  étant  les  centres  des  sphères  circon- 
scrites aux  tétraèdres  déterminés  par  les  cinq  premiers  points. 

III. 

lo.  Les  théorèmes  qui  précèdent  sont  des  cas  particuliers  de 
théorèmes  plus  généraux  relatifs  aux  lignes  spiriques  et  aux  sur- 
faces de  révolution  engendrées  par  la  rotation  de  ces  ligoes  autour 
de  leur  axe. 

On  appelle  ligne  spirique  (*)  une  courbe  plane  du  quatrième 
ordre  qui  possède  un  axe  de  symétrie  et  qui  a  pourpoints  doubles 
les  deux  ombilics  du  plan. 

Cetle  courbe  a  deux  foyers  singuliers  situés  sur  son  axe  de 
symétrie.  Si  ces  deux  foyers  coïncident,  la  courbe  est  un  ovale  de 
Descartes;  dans  le  cas  où  l'un  des  foyers  singuliers  est  rejeiea 
l'infini,  la  courbe  devient  une  cataspirique  et  elle  n'est  plus  que 
du  troisième  degré.  Enfin,  si  les  deux  foyers  singuliers  sont rejelés 
à  l'infini,  la  courbe  devient  simplement  une  conique. 

Cela  posé,  je  m'appuierai  sur  la  propriété  suivante,  que  j  ai 
énoncée  dans  ma  Note  Sur  quelques  propriétés  des  lignes  spi- 
riques (loc,  cit,)  : 

Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  Bsitués  sur  une  spirique 
et  un  point  M  mobile  sur  cette  courbe,  si,  par  les  milieux  des 
cordes  MA  et  MB,  on  mène  des  droites  respectivement  perpen- 
diculaires à  ces  cordes^  ces  perpendiculaires  déterminent  sur 


(')  Voir,  sur  la  théorie  des  lignes  spiriques,  le  Mémoire  de  M.  de  la  Gour- 
nerio,  Sur  les  lignes  spiriques,  inséré  dans  le  Journal  de  Liouville,  i*  série, 
l.  XIV;  ma  Noie  Sur  quelques  propriétés  des  lignes  spiriques,  insérée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  philomathique  (novembre  1869)  et  ma  Note  Sur  la  car- 
dioïde  {Nouvelles  Annales,  1878). 
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-d'axe  de  la  courbe  deux  divisions  homo graphiques  dont   les 
oints  doubles  sont  les  foyers  singuliers  situés  sur  cet  axe. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Un  quadrangle  étant  inscrit  dans  une  spiriquc,  les  trois 
-couples  de  côtés  opposes  du  quadrangle  dérivé  .rencontrent 
l'axe  de  la  courbe  en  six  points  en  involution,  les  deux  points 
doubles  de  cette  involution  partagent  harmoniquenient  le  seg- 
ment déterminé  par  les  deux  foyers  singuliers  situés  sur  Vaxe, 

Ce  que  l'on  peut  encore  énoncer  ainsi  : 

Un  quadrangle  étant  inscrit  dans  une  spirique,  les  sommets 
du  quadrangle  dérivé  et  les  deux  foyers  singuliers,  situés  sur 
Vaxe  de  la  courbe,  sont  sur  une  même  conique, 

16.  Considérons  la  surface  de  révolution  2  engendrée  par  la 
rotation  d'une  spirique  autour  de  son  axe  de  symétrie;  nous 
obtiendrons  facilement  les  théorèmes  qui  suivent  : 

Une  surface  S  étant  circonscrite  à  un  tétraèdre  ABCD,  5/, 
du  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  quatre  faces,  ces  quatre  perpen- 
diculaires et  les  droites  qui  joignent  le  centre  de  la  sphère  aux 
deux  foyers  singuliers  de  il  sont  situées  sur  un  même  cône  du 
second  ordre. 

Une  surface  S  passant  par  cinq  points  donnés,  considérons 
les  centres  des  cinq  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres  que 
Von  peut  former  en  prenant  quatre  quelconques  des  points 
donnés;  ces  cinq  centres  et  les  deux  foyers  singuliers  de  la 
surface  S  sont  situés  sur  une  même  cubique  gauche. 


SUR  LA  RELATION  QUI  EXISTE  ENTRE  UN  CERCLE 


CIRCONSCRIT  A  l'N  TRIANGLE 


ET  LES  ÉLÉMENTS  DUKE  CONIQIE  INSCRITE  DANS  CE  TWAAGU. 


Nouvelles  Annales  de  Mathénuxtiques ;  1879. 


1.  Soil  un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  C  et  circonscril  aune 
conique  K;  si  cette  conique  est  une  parabole,  on  sait  que  son 
foyer  est  sur  le  cercle. 

Laissant  ce  cas  de  côté,  j'énoncerai  la  proposition  suivante: 

Soient  ¥  et.  O  les  deux  foyers  de  la  conique,  F'  le  point  réci- 
proque du  foyer  F  relatii'ement  au  cercle  et  O  le  centre  de  et 
cercle;  si,  par  le  point  F,  on  mène  une  droite  parallèle  à  OG, 
cette  droite  rencontre  GF'  en  un  point  R  tel  que  le  produit 
GR  X  GF'  est  égal  au  carré  de  Vaxe  qui  renferme  les  deux 
foyers, 

2.  Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarque  que  Ion 
peut,  d'après  un  théorème  bien  connu  et  dû  à  Poncelet,  inscrire 
dans  le  cercle  C  une  infinité  de  triangles  circonscrits  à  la  conique 
En  désignant  par  I  et  J  les  deux  ombilics  du  plan,  on  sait  que  le 
cercle  passe  par  ces  deux  points;  on  peut  donc  construire  un 
triangle  inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  à  K,  et  dont  roml)i"C* 
soit  l'un  des  sommets.  A  cet  effet,  je  mène  par  les  foyers  F  et  ^ 
les  droites  isotropes  FI  et  FJ  qui  sont  tangentes  à  la  conique;  ces 
droites  rencontrent  respectivement  le  cercle  aux  points  m  et/i^^^ 
la  droite  mn  est  tangente  à  R. 

3.  Je   rappellerai    ici   quelques    notions    très  simples  que  J^t 


RBLATION  QUI   EXISTE  ENTRE  UN  CERCLE  ET  LES  ÉLÉMENTS  D*UNE  CONIQUE.     557 

posées  dans  une  Noie  publiée  précédemment  dans  les  Nouvelles 
annales  (*).  Un  point  quelconque  Â  étant  donné  dans  le  plan, 
menons  les  deux  droites  isotropes  AI  et  AJ  qui  se  croisent  en  ce 
point,  et  désignons  respectivement  par  a  et  par  a'  les  points  réels 
situés  sur  ces  droites. 

II  est  clair  que  ces  points  sont  parfaitement  déterminés  quand  m 
se  donne  le  point  A;  réciproquement,  ces  points  déterminent 
complètement  le  point  A,  et  Ton  peut  dire  que  oa'  est  son  segment 
représentatif,  a  étant  Torigine  du  segment  et  a'  en  étant  Textré- 
mité. 

Ceci  posé,  si  trois  points  sont  en  ligne  droite,  les  deux 
triangles  formés  respectivement,  par  les  origines  des  segments 
représentatif  s  de  ces  points  et  leurs  extrémités,  sont  semblables 
et  inversement  placés. 

En  second  lieu,  si  un  point  imaginaire  est  situé  sur  un 
cercle  réel,  les  extrémités  de  son  segment  représentatif  sont 
réciproques  par  rapport  à  ce  cercle. 

4.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  désigne  respectivement  par  F' 
et  G'  les  points  réciproques  des  foyers  F  et  G  relativement  au 
cercle  C,  les  points  m  et  n  ont  respectivement  pour  segments 
représentatifs  FF'  et  GG'. 

Je  construis  maintenant  le  point  symétrique  du  point  P  relati- 
vement à  la  droite  mn.  A  cet  effet,  par  le  point  F,  je  mène  la 
droite  isotrope  FI  qui  passe  par  le  point  m,  puis  par  le  point  m  la 
droite  isotrope  mj  qui  contient  le  point  réel  F';  je  mène  ensuite 
la  droite  isotrope  FJ,  puis,  en  appelant  p  le  point  où  elle  ren- 
contre la  droite  mn,  la  droite  isotrope />I,  et  le  point  f,  où  se 
rencontrent  mJ  et  /7I,  est  le  point  cherché.  Si  R  est  le  point  réel 
situé  sur  pi,  on  voit  que  son  segment  représentatif  est  RF'. 

Pour  obtenir  le  point  R,  je  remarque  que  les  trois  points  /?,  m 
et  n  étant  en  lignes  droites  et  étant  respectivement  représentés 
par  les  segments  RF,  FF'  et  GG',  les  triangles  RFG  et  FF' G'  sont 
semblables  et  inversement  placés.  D*où  il  suit  que  le  point  R  est 


(*)  Sur  l'emploi  des  imaginaires  en  Géométrie    {Nouvelles  Annales  de 
Aiathe'matigues,  a*  série,  t.  IX;  1870). 
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rinterseclion  de  la  droite  GF'  avec  la  droite  menée  parlepoinlF 
parallèlement  à  GG^  Si  Ton  remarque  en  eflfet  que  le  quadrila- 
tère FGF'G'  est  inscriptible  dans  un  cercle,  on  en  conduisant 

peine  que  les  angles  FGIl  et  r'G't   sont  égaux  comme  inscriu 
dans  un  même  arc  de  circonférence;  parla  même  raison,  Faogle 

t'FC?  est  égal  à  Tangle  F' G  G  et  ce  dernier  est  égal  parconslruc- 

tion  à  l'angle  FRG.  Les  angles  FRG  et  F'FG'  sont  donc  aussi 
égaux;  par  suite,  les  triangles  RFG  et  FF' G'  sont  semblables,  et, 
comme  ils  sont  évidemment  inversement  placés,  le  point  Restle 
point  réel  situé  sur  la  droite  isotrope  pi. 

5.  Le  point  cp  étant  symétrique  de  F  relativement  à  la  droite  mn, 
qui  est  une  tangente  de  la  conique  K,  est  situé  sur  le  cercle  décrit 
autour  du  foyer  G  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'axe  delà 
conique  qui  contient  ce  foyer. 

Le  point  cp  est  d'ailleurs  représenté  par  le  segment  RF';  on  en 
conclut  d'abord  que  la  droite  RF'  passe  par  le  point  G,  ce  qui 
résulte  de  la  construction  même  pcir  laquelle  on  a  déterminé  le 
point  R,  puis  que  le  produit  GR  x  GF'  est  égal  au  carré  deTaï^ 
dont  je  viens  de  parler. 

D'où  la  proposition  que  j'ai  énoncée  au  commencement  de  cette 
Note. 

6.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  d'une  façon  unpeudifl^- 
rente  : 

Construisons  le  cercle  passant  par  le  point  ¥'  et  tangent 
en  G  à  la  droite  OG;  si  l'on  désigne  par  4>  le  second  pointée 
rencontre  de  ce  cercle  avec  l'axe  FG,  par  H  le  centre  de  '^ 
conirjue,  par  2a  la  longueur  de  l'axe  de  cette  courbe  qui  ren- 
ferme les  foyers  Y  et  ij  et  par  ib  la  longueur  de  Vautre  axe, 
on  a  la  relation 

(i)  HF.H'P  =  a*H-^»S 

en  sorte  que  les  points  F  et  <î>  sont  réciproques  relativement  au 
cercle  qui  est  le  lieu  des  points  d*oii  l'on  voit  la  conique  sous 
un  angle  droit. 
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On  peut  remarquer,  en  effet,  que  la  droite  FR  étant  parallèle  à 
la  droite  OG,  le  quadrilatère  FRF'^  est  inscriplible  dans  une 
circonférence  de  cercle;  on  a  donc 

GF.G*  =  GR.GF'=4a«, 
d'où,  par  une  transformation  facile,  la  relation  énoncée  ci-dessus. 

7.  Comme  application,  proposons-nous,  étant  donné  un  point  O 
du  plan,  de  construire  un  cercle  a^^ant  ce  point  pour  centre  et 
dans  lequel  on  puisse  inscrire  un  triangle  circonscrit  à  la  conique  K. 

Construisons  le  pointa  déterminé  parla  relation  (i),  et  faisons 
passer  par  les  points  $  et  G  un  cercle  qui  touche  la  droite  OG. 
Ce  cercle  rencontre  la  droite  OF  en  deux  points  F'  et  F";  de  là 
deux  solutions  du  problème  proposé. 

En  premier  lieu,  on  a  comme  solution  le  cercle  relativement 
auquel  les  points  F  et  F'  sont  réciproques,  et  son  rajon  R'  est 
déterminé  par  la  relation 

R'*=OF.OF'. 

On  a  comme  seconde  solution  le  cercle  relativement  auquel  les 

points  F  et  P'  sont  réciproques,  et  son  ra^'on  R*'  est  déterminé 

par  la  relation 

R'2=0F.0F'. 

8.  En  faisant  le  produit  des  équations  précédentes,  il  vient 


R'«R'ï  =  OF  .OF'.OF'. 

3n  a  d'ailleurs,  en  vertu  d^une  propriété  du  cercle  bien  connue, 

OF'.  OF'  =  0G«  ; 
l'où 

R'R''=OF.OG. 

Ainsi,  le  problème  proposé  a  deux  solutions  et  le  produit 
tes  rayons  des  cercles  qui  y  satisfont  est  égal  au  produit  des 
iistances  du  centre  donné  aux  deux  foyers  de  la  conique, 

9.   On  peut  transformer  encore  d'une  autre  façon  la  relation 

GR  X  GF'=4a2. 
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Les  deux  triangles  semblables  OF'G  et  FF'R  donnent  en  effet 

GR  =  OFxgP; 

d'où  la  relation 

OF  GF* 


OF' 


=  4a«. 


En  désignant  par  K  le  rayon  du  cercle,  par  u  et  v  les  longueurs 
OF  et  OG  et  enfin  par  w  Tangle  FOG,  on  a 

OF  _  i£« 
OF'  ""  R«' 

et 

GF«=  OG«-f-  OF'î-  lOG.GFcoso)  =  pi^  ~  —  iB!l^^; 

de  là 

(a'c^«-+-  R*—  2R*ac^cosu))  =  4a«R«. 

On  a  d*ailleurs,  dans  le  triangle  OFG,  • 

en  désignant  par  2C  la  dislance  des  foyers  F  et  G. 

Éliminant  cosco  entre  les  équations  précédentes,  il  vient 

(R«— a«)(R«— w«)  =  4  6*R». 

10.  Si  Ton  suppose  que,  les  foyers  F  et  G  venant  à  coïncider, 
la  conique  se  réduise  à  un  cercle,  en  posant 

i£  =  i'  =  D        et        6  =  r, 

on  obtiendra  la  relation  suivante  : 

R*— D»=2Rr, 

qui,  comme  on  le  sait,  est  due  à  Euler. 


SUR  L4  RELATION  QUI  EXISTE  ENTRE  UN  CERCLE 

CIRCONSCRIT  A    UN  QUADRILATÈRE 

ET  LES  ÉLÉMENTS  D'UNE  GOTIQUE  INSCRITE  DANS  CE  QIADRILATÈRE- 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  1879. 


1.  Dans  loiit  ce  qui  suU,  pour  abréger  les  démonstralions,  je 
supposerai  que  l'on  considère  une  conique  et  un  cercle  réels  (ou 
du  moins  dont  les  équations  soient  réelles).  Les  résultats  obtenus 
s'étendent  évidemment  au  cas  où  ces  courbes  seraient  imaginaires; 
il  suffirait  d*ailleurs  de  quelques  modifications  légères  pour  appli- 
C|uer  au  cas  général  les  considérations  sur  lesquelles  je  m^appuie. 

2.  Je  supposera!  d*abord  que  la  conique  donnée  soit  une  para- 
l)ole  P.  En  désignant  par  C  le  cercle  donné,  on  sait,  d*a|)rès  Pon- 
celet,  que  si  Ton  peut  circonscrire  à  P  un  quadrilatère  dont  les 
sommets  soient  situés  sur  C,  on  peut  lui  circonscrire  une  infinité 
de  quadrilatères  jouissant  de  la  même  propriété.  Le  sommet  d'un 
de  ces  quadrilatères  peut  être  pris  arbitrairement  sur  le  cercle. 

Soit  I  un  des  ombilics  du  plan,  les  deux  tangentes  menées  de 
ce  point  à  la  parabole  sont,  d^une  part  la  droite  de  l'infini  qui  ren- 
contre le  cercle  à  l'autre  ombilic  J,  et  d'autre  part  la  droite  FI 
qui  passe  par  le  fojer  de  la  parabole.  Les  tangentes  issues  du 
point  J  sont  la  droite  de  l'infini  et  la  droite  FJ.  Désignons  respec- 
tivement par  a  et  P  les  points  où  les  droites  isotropes  FI  et  FJ 
rencontrent  le  cercle;  il  est  clair  que  l'on  obtiendra  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse  inscrire  dans  le  cercle 
un  quadrilatère  circonscrit  à  lu  parabole,    en   exprimant  que  la 
droite  a^  est  tangente  à  P,  ou  bien  que  le  symétrique  de  F  relati- 
vement à  cette  droite  est  sur  la  directrice  de  P. 

L.  -  II.  3G 


563  GEOMKTRIE. 

Ce  point  symétrique  est  évidemment  le  point  réciproque  de  F 
relativement  au  cercle  C;  d'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  le  cercle  C  et  une  parabole  P,  si  Von  peut 
inscrire  dans  le  cercle  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  para- 
bole,  le  point  réciproque  du  foyer  de  P  relativement  au  ctnk 
est  situé  sur  la  directrice  de  cette  courbe. 

3.  On  sait  (*)  que,  si  l'on  considère  un  quelconque  des  quadri- 
latères circonscrits  à  P  et  inscrits  dans  C,  le  point  de  rencontre Q 
des  diagonales  de  ce  quadrilatère  est  fixe  et  ne  dépend  pas  de  la 
position  du  quadrilatère  considéré;  c'est  d^ailleurs  le  point  de 
rencontre  de  deux  cordes  communes  aux  deux  courbes. 

Si  Ton  considère,  comme  précédemmeni,  le  quadrilatère  IJa?, 
on  voit  que  le  point  fixe  Q  est  l'intersection  des  droites  isotropes 
^I  et  aJ  ;  ce  point  est  donc  le  réciproque  de  F  relativement  au 
cercle  C,  et  il  est  situé  sur  la  directrice. 

i.  En  particulier,  si  d'un  point  M,  pris  dans  le  plan  de  la  para- 
bole, on  lui  mène  deux  tangentes  qui  touchent  cette  courbe  aux 
points  A  et  B,  on  sait  que  Ton  peut  inscrire  dans  le  cercle  déter- 
miné par  les  trois  points  M,  Â  et  B  une  infinité  de  quadrilatères 
circonscrits  à  P;  on  peut  donc,  relativement  à  ce  cercle,  énoncer 
les  propositions  suivantes  : 

Le  point  réciproque  du  foyer  de  P,  relativement  au  cerckC 
circonscrit  au  triangle  MAB,  est  sur  la  directrice  de  P;«/«' 
le  point  d'intersection  de  la  corde  AB  commune  aux  deux 
courbes,  de  la  corde  qui  passe  par  leurs  deux  autres  points  de 
rencontre  et  de  la  tangente  menée  en  M  au  cercle  C. 

5.  Considérons  maintenant  une  conique  K  quelconque  ayant 
pour  foyers  réels  les  points  F  et  G;  je  désignerai  par  ua  la  lon- 
gueur de  l'axe  contenant  ces  foyers,  par  26  la  longueur  de  l'autre 
axe,  et  par  2  c  la  distance  FG,  en  sorte  qu'entre  ces  quantités  on 
a,  suivant  la  notation  habituelle,  la  relation 


(')  FoNCELET,  Propriétés projeclives,  t.  i,  p.  35i. 
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Puisque  l'on  peul  inscrire  dans  le  cercle  C  une  infînilë  de  qua- 
drilatères circonscrits  à  la  conique  K,  on  peut  choisir  arbitraire- 
nieat  sur  ce  cercle  le  sommet  d'un  de  ces  quadrilatères.  Prenons 
'^ombilic  I;  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  conitjue  passent 
par  les  foyers  F  et  G  et  rencontrent  respectivement  le  cercle  en 
dcui  points  a  et  p;  en  vertu  de  la  propriété  énoncée,  il  existe  siir 
ce  cercle  un  troisième  point  S,  tel  que  les  droites  aô  et  ^S  sont 
Laageales  à  la  conique  K.. 

DéiermiDOns  d'abord  le  point  symétrique  de  F  relativement 
ft  a3.  Je  mène  à  cet  effet  par  le  point  F  la  droite  isotrope  du  sj-s- 
lime  (I)  qui  rencontre  aZ  au  point  x,  puis  par  le  point  ce  la  droite 
isotrope  du  système  J;  je  mène  en  second  lieu  par  le  point  F  la 
droite  isotrope  du  système  J  qui  rencontre  aS  en  un  point  i,  puis 
par  le  point  e  la  droite  isotrope  du  système  I.  Les  droites  aJ  et  eI 
se  coupent  en  un  point  f  qui  est  le  symétrique  du  point  F. 

Pour  déterminer  le  segment  représentatif  de  ce  point  imagi- 
naire, je  remarque  que  les  points  tx,  S  et  e  sont  en  ligne  droite.  Le 
segment  représentatif  du  point  x  est  FF',  si  l'on  désigne  par  F'  le 
réciproque  du  foyer  F  relativement  au  cercle  C;  le  segmentrepré- 
sentalif  du  point  <f  a  pour  extrémité  le  point  F'  et  pour  origine  un 
point  R  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Quant  au  point  S,  comme  il 
se  trouve  sur  le  cercle  C,  il  est  représenté  par  un  segment  DD' 
dont  les  extrémités  sont  deux  points  réciproques  relallvemetii  à  ce 
cercle;  le  point  e  a  d'ailleurs  pour  segment  représentatif  UF. 

Puisque  les  points  a,  5  et  e  sont  en  ligne  droite,  les  deux 
triangles  FRD  et  F'FD'  sont  semblables  et  inversement  placés,  et, 
le  quadrilatère  FF'DIV  étant  inscriptible,  on  voit  immédiatement 
que  le  point  R  est  le  point  de  rencontre  de  F'D  avec  la  droite 
menée  par  le  point  F  parallèlement  à  OD. 

6.  Semblablement,  si  l'on  désigne  par  y  le  symétrique  de  G 
relativement  à  pS  et  par  G'  le  réciproque  de  G  relalivemenl  au 
cercle  G,  on  voit  que  y  est  représenté  par  le  segment  SG',  en 
appelant  S  le  point  de  rencontre  de  G'D  avec  la  droite  menée  par 
le  point  G  parallèlement  à  OD. 

Je  ferai  remarquer  maintenant  que,  la  droite  xS  étant  tangente  à 
la  conique  K,  le  point  <f  est  situé  sur  le  cercle  réel  décrit  du 
point  G  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  sa;  donc  : 
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I**  La  droile  F'D  passe  par  le  point  G; 
2®  On  a  ia  relation 

GR.GF'=4a». 

De  même,  la  droite  j3o  étant  tangente  à  la  conique  K,  le  p^^'^^M 
est  si  lue  sur  le  cercle  réel  décrit  du  point  F  comme  centre  av^^^^^ 
rajon  égal  à  ia\  donc  : 

1°  La  droite  G'D  passe  par  le  point  F; 

2'*  On  a  la  relation 

FS.FG'=4a». 

7.  Diî  là  résulte  que  le  point  D  est  Tintersection  des  droite»    rC 
el  GF'  et  Ton  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.    —   Considérons  un  cercle  G  et  une  coniqu^f     K 
jouissant  de  la  propriété  que  Von  puisse  inscrire  dans  le c^r'€:le 
un  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique;  soient  O  le  centre^  du 
cercle  y  V  et  G  les  points  réciproques  relativement  au  cercle  efes 
joyers  F   et  G  de   la  conique,   D  le  point   de  rencontre   des 
droites  FG'  et  GF'. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  point  de  rencontre  de  F' G  avec  la 
droite  menée  par  F  parallèlement  à  OD,  le  produit  GR.GF'  • 
est  égal  au  carré  de  l'axe  de  K.  qui  contient  les  /or ers  F  et  G. 

8.  On  obtient  ainsi  la  relation 
(I)  GR.GF'=4«î, 

qu*il  est  aisé  de  transformer  de  façon  à  ne  mettre  en  évidence  que 
le  rayon  du  cercle  el  les  côtés  du  triangle  OF'G. 

Soit  en  effet  R  le  ravon  du  cercle,  et  posons,  pour  abréger, 

OF  =  i/,        OG  =  i',        FOG  =  to', 
OFG'=OGF'=a         el         OFCÎ  =  ^3G^  ==  p. 

La  relation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

GF'(GD-+-DR)  =  4ei». 

Or  on  a  évidemment 

siiia  sin(a  —  p) 
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et  les  deux  triangles  semblables  OF'D  et  FF'R  donnent 


OF  "  OF'  sin(a— p) 
En  remarquant  que 


on  déduit  de  là 


usina   \  "^       R*  /sin(«— p) 


et  comme 

sin^  __  OF  ^  uv 

sTnx  -  ÔG '  -  R» 


on  a 


4a*=  -,—- 5-(  t'.GG  -h  w.FF  ) 

sin(a  —  P) 


sinco       .    o,         •        «x 


sin(a  — P) 

9.  On  trouve  aisément 

sinio       _  R^ — iR^MPCosio -+- /i*i»*^ 
siiKa— P)  -  R*— a«t'»  ' 

on  en  déduit  la  relation 

On  a  d'ailleurs 

4c*=  «/'-+-  p*—  aNç'cos(i>; 

en  éliminant  cosco  entre  les   deux  équations   qui    précèdent,   il 
viendra  enfin 

4rti(  Rv_  u^çi^  =  (-2  Ri_  w«—  i>»)[(R«—  aî)  (^Rt—  p«)  _H  4c'R*J. 

10.  Si  Ton  suppose  que  la  conique  se  réduise  à  un  cercle,  les 
foyers  F  et  G  étant  confondus,  on  devra  faire  c  =  o,  et  en  posant 

on  obtiendra  la  relation  suivante  : 

(Ri_  D«)[2r«(R«-h  D«)  —  (R«—  D»)»]  =  o. 
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11.  Comme  je  l'ai  rappelé  plus  haut,  si  Ton  considère  an  qua- 
drilatère quelconque  circonscrit  à  la  conique  K  et  inscrit  dans  le 
cercle  C,  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  se  coupent  en  un  point 
fixe. 

Pour  déterminer  ce  point  fixe,  je  considère  en  particulier  le 
quadrilatère  laS^;  le  point  fixe  cherché  se  trouve  sur  la  droite  SI, 
cl,  comme  il  est  évidemment  réel,  il  se  confond  avec  le  point  D. 
On  peut  d'ailleurs  facilement  vérifier  que  ce  point  est  sur  la  dia- 
gonale a^;  cela  résulte  immédiatement  de  la  similitude  des 
triangles  FDG  et  FDG'. 

Ainsi  : 

Le  point  de  rencontre  fixe  des  diagonales  des  quadrilatères 
circonscrits  à  la  conique  K  et  au  cercle  C  est  le  point  de  ren- 
contre des  droites  FG'  et  GF'. 

12.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  évidemment 
au  cas  où  le  poljgone,  que  Ton  peut  circonscrire  à  la  conique  et 
inscrire  dans  le  cercle,  a  un  nombre  de  côtés  supérieur  à  quatre; 
mais  les  résultats  deviennent  alors  beaucoup  plus  compliqués,  et 
je  me  contenterai  d'examiner  le  cas  particulier  où,  la  conique 
étant  une  parabole  P,  on  peut  lui  circonscrire  un  pentagone 
inscrit  dans  un  cercle  C. 

Si  nous  prenons  pour  sommet  de  ce  pentagone  l'ombilic  I,  des 
deux  tangentes  que  l'on  peut  de  ce  point  mener  à  la  parabole, 
l'une  est  la  droite  de  l'infini  qui  rencontre  le  cercle  à  rombilicJ, 
l'autre  coupe  le  cercle  en  un  point  a.   Par  l'ombilic  J,  on  peut 
mener  à  P  une  tangente  distincte  de  la  droite  de  l'infini;  je  dési- 
gnerai par  ^  le  point  où  elle  rencontre  C.  Cela  posé,  il  est  clair 
que,  si  l'on  peut  inscrire  dans  le  cercle  un  pentagone  circonscrit  à 
la  parabole,  les  tangentes  à  ce  cercle,  menées  par  les  points  a  et  ^ 
(et  distinctes  des  droites  isotropes  al  et  pj),  doivent  se  couper  en 
un  point  y  de  ce  cercle.  D'ailleurs,  les  points  a  et  P  étant  évidem- 
ment imaginaircrnent  conjugués,  il  en  est  de  même  de  ces  deux 
tangentes;  le  point  y  est  donc  réel. 

Nous  devons  maintenant  exprimer  que  la  droite  ay  est  tangente 
à  la  parabole. 

A  cet  efi^el,  je  remarque  que  le  point  a  est  représenté  par  le 
segment  FF',  si  l'on  appelle  F  le  foyer  de  la  parabole  et  F'  son 
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réciproque  relalivement  au  cercle.  Cherchons  le  symétrique  de  F 
relativement  à  la  droite  ay;  pour  cela,  je  considère  la  droite  iso- 
trope du  système  J  qui  passe  par  le  point  a;  puis,  par  le  point  F  je 
mène  la  droite  isotrope  du  même  système  qui  rencontre  ay  en  un 
point  e;  enfin  par  le  point  e  je  mène  la  droite  isotrope  du  sys- 
tème I. 

Les  droites  aj  et  el  se  coupent  en  un  point  <p  qui  est  le  symé- 
trique cherché,  et  le  segment  représentatif  de  <p  est  RF',  si  Ton 
désigne  par  R  le  point  réel  situé  sur  la  droite  el. 

13.  D'ailleurs,  les  points  a,  e  et  y  étant  en  ligne  droite,  les  deux 
triangles  FF'y  et  RFy  sont  semblables,  et  par  suite  le  point  R  est 
le  point  d'intersection  de  F'y  par  la  droite  menée  par  F  parallèle- 
ment à  Oy. 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  point  ^ ,  représenté  par  le 
segment  RF',  est  sur  la  directrice  de  la  parabole,  on  en  conclut 
d'autre  part  que  R  est  le  symétrique  de  F'  relativement  à  cette 
directrice. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Soit  donnée  une  parabole  à  laquelle  on  peut  circonscrire  un 
pentagone  inscrit  dans  le  cercle;  construisons  le  point  F',  réci- 
proque par  rapoort  au  cercle,  du  foyer  F  de  la  parabole,  puis 
le  point  R  symétrique  du  point  ¥'  par  rapport  à  la  directrice 
de  cette  parabole;  cela  posé,  le  point  de  rencontre  de  F'R  avec 
la  droite  menée  par  le  centre  du  cercle  parallèlement  à  FR  est 
situé  sur  le  cercle. 

14.  Si  l'on  désigne  par  y  ce  point  de  rencontre,  par  O  le  centre 
du  cercle  et  r  son  rayon,  les  deux  triangles  semblables  FF'R 
et  OF'y  donnent  la  proportion 

FR  "*  OF'F' 


0F'=~         et         Oy  = 


et  comme 

OF'—     ^ 

OF 

on  en  déduit  la  relation  suivante  : 

rî— OF-»=r.FR 
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15.  En  tcrininanl  cette  Noie,  je  ferai  encore  remarquer  avec 
quelle  facilité  les  considérations  dont  j'ai  fait  usage  condaiseni 
au  beau  théorème  de  M.  Faure^  relativement  aux  triangles  conju- 
gués par  rapport  à  une  conique. 

Considérons,  en  effet,  un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  con- 
jugué relatif  à  une  conique  K;  on  sait  que  l'on  peut,  dans  ce 
cercle,  inscrire  une  infinité  d'autres  triangles  jouissant  de  la  même 
propriété.  Prenons  l'ombilic  I  comme  sommet  d'un  de  ces  triangles, 
et  soient  a  et  ^  les  points  de  rencontre  de  K  avec  la  polaire  de  cel 
ombilic;  ces  points  sont  évidemment  sur  le  cercle  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique,  en  sorte  que,  en 
désignant  par  O  le  centre  de  K.  et  par  a  eib  les  demi-axes  de  cette 
conique,  on  a  la  relation 

Soient  y  et  8  les  deux  autres  sommets  du  triangle  conjugué  dont 
le  premier  sommet  est  I;  par  définition,  les  points  y  et  8  se  trou- 
vent sur  la  droite  a^  et  divisent  harmoniquement  le  segment a°; 
on  a  donc 

0^.08  =  Oa«=  a^-^b\ 

et,  comme  Oy.Oo  est  évidemment  la  puissance  du  centre  0  rela- 
tivement au  cercle  C,  le  théorème  est  démontré. 


suit 
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Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  1879. 


I. 

1.  Je  considère,  dans  un  plan^  un  système  de  coniques  homo- 
focales;  soient  Ox  et  Oy  les  axes  de  ces  coniques,  F  et  F'  leurs 
fojrers  réels  communs,  que  je  supposerai  situés  sur  Taxe  O^;  les 
deux  foyers  imaginaires  communs  ^  et  ^'  seront,  par  suite,  situés 
sur  Taxe  Oy.  Pour  abréger,  j'appellerai  simplement  conique  du 
système  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  F,  F',  ^  et  ^'. 

Ëlant  donné  un  point  quelconque  M  du  plan,  deux  coniques 
du  système  se  croisent  en  ce  point;  désignons  par  N  et  N'  les 
centres  des  deux  cercles  qui  osculent  respectivement  ces  deux 
coniques  au  point  M,  et  par  [x  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 
Cette  droite  est  parfaitement  déterminée  quand  on  se  donne  le 
point  M  et  les  deux  foyers  F  et  F';  je  dirai  que  c'est  Taxe  du 
point  M. 

2.  Réciproquement,  étant  donnée  une  droite  [x  du  plan,  il  exisUî 
trois  points  M,  M'  et  M"  pour  lesquels  cette  droile  est  un  axe. 

Si  Ton  considère  la  conique  dusystèmequi  touche  la  droite  [jl, 
et  que  l'on  désigne  respectiyement  par  7.  et  ^  les  points  oà  la 
normale  menée  au  point  de  contact  rencontre  les  axes  Ox  et  Oy, 
les  trois  points  M,  M'  et  M",  qui  ont  pour  axe  la  droite  jx,  sont 
situés  sur  le  cercle  A  passant  par  les  points  a,  ,3  et  le  centre  O 
commun  aux  coniques  du  système. 

3.  On  sait  que  toutes  les  propriétés  des  normales  et  des  centres 
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de  courbure  d^une  conique  sonl  triples  ;  les  normales  à  une  conique 
demeurent,  en  effets  normales  à  la  transformée  de  celte  conique 
quand  on  efTectue  une  transformation  homographique  qui,  aui 
deux  ombilics  du  plan  (*),  fait  correspondre  deux  des  foyers  indé- 
pendants de  cette  conique. 

De  la  proposition  précédente,  on  déduit  donc  immédiatement 
les  théorèmes  qui  suivent  : 

La  conique  qui,  passant  par  le  point  ^  et  les  deux  joyen^ 
et  F',  a  pour  asymptotes  l'axe  Oy  et  la  droite  a^  contient  ks 
trois  points  M,  M'  et  M". 

La  conique  qui,  passant  par  le  point  cl  et  les  deux  foyers^ 
et  4>',  a  pour  asymptotes  l'axe  Ox  et  la  droite  ap  contientéga- 
lement  les  trois  points  M,  M'  et  M". 

4.  Les  trois  points  qui  ont  pour  axe  la  droite  [jl  sont,  commeon 
le  voit,  les  trois  points  communs  aux  deux  coniques  doDt  je  viens 
de  parler  et  au  cercle  A  défini  précédemment  (2). 

Mais  on  peut  aussi  les  déterminer  par  Tintersection  de  ce  cercle 
et  d^ine  conique  avec  une  conique  ayant  pour  axes  les  droites  Ox 
et  Oy. 

Désignons,  en  eflet,  par  C  la  conique  du  sjstéme  qui  touche  la 
droite  [x  et  par  K  la  conique  dont  les  sommets  coïncident  avec  les 
points  de  rebroussement  de  la  développée  de  C;  nous  pourrons 
énoncer  la  propriété  suivante  : 

Les  points  M,  M'  et  M'',  qui  ont  pour  axe  la  droite  (i,  m«' 
situés  sur  la  conique  K;  le  quatrième  point  de  rencontre  d^ 
cette  conique  et  du  cercle  A  est  le  point  O'  qui,  sur  le  cercle, 
est  diamétralement  opposé  au  centre  O  commun  aux  coniques 
du  système. 

5.  Le  point  O',  diamétralement  opposé  au  point  0  sur  fe 
cercle  A,  est  le  conjugué  harmonique  du  point  O  relativement 
aux  points  M,  M'  et  M". 


(^)  Je  désigne  ainsi  les  points  imaginaires  situés  à  l'iufîni  et  communs  à  tous 
les  cercles  tracés  dans  le  plan. 
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6.  Le  triangle  M  M' M''  est  circonscrit  à  la  conique  C  dusys- 
'ème  qui  touche  la  droite  |x. 

7.  Cousîdérons  l'hyperbole  éqnîlalère  H,  qui  a  pour  cenlre  le 
Doint  O  et  donl  l'axe  transverse,  dirigé  suivant  Oy^  a  pour  lon- 
gueur FF';  nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  triangle  MM'M'  est  autopolaire  relativement  à  l'hyper- 
bole H. 

8.  Soit  M'M'^  un  côté  quelconque  du  triangle  M  M' M";  du 
point  O  abaissons  une  perpendiculaire  sur  ce  côté,  et  désignons 
par  Mo  le  point  symétrique,  par  rapport  au  point  O,  du  pied  de 
celte  perpendiculaire. 

Le  point  M©  est  situé  sur  l'axe  jjl  du  point  M,  et  la  droite  MT© 
est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

9.  Étant  donnée  une  conique  C  du  système,  on  voit  que,  si  la 
droite  jx  roule  sur  cette  conique,  les  points  correspondants  M,  M' 
et  M*^  décrivent  la  conique  K,  tandis  que  les  côtés  du  triangle 
MM'M^  roulent  tangentiellemcnt  à  C  elle-même. 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

Etant  donnée  une  conique  quelconque  C  du  système,  dési- 
gnons par  R  la  conique  dont  les  sommets  coïncident  ai^ec  les 
points  de  rebroussement  de  la  développée  de  C. 

Cela  poséj  en  appelant  O'  un  point  quelconque  deK  et  O  le 
centre  commun  aux  courbes  du  système,  si,  sur  00'  comme  dia- 
mètre, on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  rencontre  les  axes  en  deux 
points;  la  droite  qui  Joint  ces  deux  points  est  normale  à  la  co- 
nique C. 

Ce  cercle  rencontre  de  nouveau  K  en  trois  autres  points;  cha- 
cun de  ces  points  a  pour  axe  une  même  droite  tangente  à  C. 

Les  côtés  du  triangle  formé  par  ces  points  sont  circonscrits 
àC. 

Ce  triangle  est  autopolaire  relativement  à  l' hyperbole  équi- 
latère  H. 

10.  Les  coniques  C  et  K,  qui  figurent  dans  l'énoncé  des  propo- 
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silions  qui  précèdent,  ont  entre   elles  des  relations  qui  méritent 
d'être  étudiées. 

Entre  autres  propositions,  je  rappellerai  la  suivante^  que  j'ai 
déjà  fait  connaître,  il  y  a  quelques  années,  dans  les  Coi7i/>/^5re/irf//5 
de  r Académie  des  Sciences  (  *  )  : 

5'/  d^un  point  de  la  conique  K  on  mène  des  tangentes  à  la  dé- 
veloppée de  la  conique  C,  les  quatre  points  de  contact  sont  en 
ligne  droite,  et  la  droite  qui  joint  ces  points  de  contact  est  nor- 
male à  la  courbe  C. 

II. 

11.  Soit  IVI  un  point  quelconque  du  plan;  par  ce  point  passent^     i 
deux  coniques  du  système.  En  désignant  par  N  et  N'  les  centres^rr    5 
des  cercles  qui  osculent  ces  coniques  au  point  donné,  je  dirai  qu^i^— e 
N  et  N'  correspondent  au  point  M. 

Réciproquement,    étant  donné  un  point  N  du  plan,    on  peu      .^t 
chercher  combien   de   points  M   lui  correspondent,    c'est-à-dir» 
combien  existent  de  cercles  ayant  le  point  M  pour  centre  et  oscn 
lateurs  d'une  conique  du  sysième. 


— e 


5 


12.  Pour  résoudre  celte  question,  je  m'appuierai  sur  les  consi— 
dérations  suivantes  : 

Etant  donne  un  point  N  du  plan,  si  de  ce  point  on  mène  lesr 
normales  à  une  conique  du  système,  les  tangentes  aux  points  dc^  fcJc 
contact  touchent  une  parabole  P  tangente  aux  axes  de  la  conique  "^^  ^' 
Celte  parabole  est  la  même  quelle  que  soit  la  conique  du  systèmes  .^'nc 
que  l'on  considère;  elle  est  Tenveloppe  des  polaires  du  point  >^^ 
relativement  aux  diversesconi(jues  qui  ont  pour  foyers  les  poinlsFi  '* 
et  F. 

13.  Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  celle  importante  pro-  <^^=^" 
position,  due  à  M.  Cliasles  : 

Le  lieu  des  pôles  d\ine  droite  relativement  aux  coniques  qu^      ^' 
forment  un  système  homofocal  est  une  droite  qui  rencontre  l(<-       * 


(')  Sur  la  d€\;eloppée  de  l'eUipse    {Comptes  rendus  de  l'Académie   des^ 

m 

Sciences,  janvier  1^75). 
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droite  donnée  au  point  où  elle  touche  la  conique  du  système  qui 
Jui  est  tangente. 

Soient  P  l'enveloppe  des  polaires  dont  je  viens  de  parler  (on 
voit  immédialement  que  c'est  une  parabole  tangente  aux  axes), 
C  une  conique  du  système,  et  T  une  tangente  commune  à  C  et  à  P. 
En  désignant  par  M  le  point  où  elle  touclie  (],  on  voit  que  le  lieu 
des  pôles  de  T  relativement  aux  coniques  du  système  est  la  droite 
menée  par  M  normalement  à  C  ;  en  vertu  du  théorème  de  M.  Chasles 
que  je  viens  de  rappeler,  cette  droite  passe  piar  le  point  N;  donc 
NM  est  normale  à  la  conique  C. 

Réciproquement,  abaissons  du  point  N  une  normale  à  la  co- 
nique C,  et  soit  M  le  pied  de  cette  normale.  En  désignant  par  T 
la  tangente  menée  en  ce  point,  on  voit  que  le  lieu  des  pôles  de  T 
relatixement  aux  coniques  du  système  est  la  droite  MN.  Il  y  existe 
donc  une  conique  du  système  pour  laquelle  le  pôle  de  T  se  con- 
fond avec  le  point  N;  par  suite,  la  droite  T  est  tangente  à  la  para- 
bole P. 

La  proposition  que  j'ai  énoncée  est  donc  entièrement  établie  (*). 

14.  Le  foyer  de  la  parabole  P  peut  se  déterminer  aisément.  On 
peut,  en  effet,  la  définir  de  la  façon  suivante  : 

Si  autour  du  point  N  on  fait  tourner  une  transversale j  et 
que  par  son  pôle  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  droite, 
V enveloppe  de  ces  perpendiculaires  est  la  parabole  P  (^). 

Pour  avoir  le  foyer  de  la  parabole,  il  faut  chercher  les  droites 
isotropes  tangentes  à  celle  courbe.  On  les  obtiendra  si  l'on  consi- 
dère les  transversales  isotropes  passant  par  le  point  N.  En  dési- 
gnant par  I  l'un  des  ombilics  du  plan,  soit  NI  l'une  de  ces  trans- 
versales; menons  par  les  foyers  F  et  F'  des  parallèles  à  cette  droite. 


(  '  )  On  démontrerait  de  même  que  : 

Si  d'un  point  N  de  l'espace  on  mène  les  normales  à  une  surface  du  second 
ordre,  les  pieds  des  normales  sont  les  points  de  contact  des  plans  qui  touchent 
la  surface  et  sont  o  culateurs  de  la  cubique  gauche  enveloppée  par  les  plans 
polaires  de  N,  relativement  aux  diverses  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  les 
mêmes  focales  que  la  surface  donnée. 

(')  Chasles,  Traité  des  sections  coniques,  p.  l'p. 
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Le  foyer  '^  de  la  parabole  se  trouve  sur  la  droite  isotrope  coDJugoée 
harmonique  de  NI  relativemenl  aux  deux  droites  dont  je  viens  de 
parler;  des  conséquences  analogues  se  déduiraient  de  la  considé- 
ration de  la  transversale  isotrope  passant  par  le  second  ombilic I. 
On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Le  foyer  de  la  parabole  P  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  N  relativement  aux  deux  foyers  F  et  F'  communs  à  toutes 
les  courbes  du  système, 

J^ajouterai  que  : 

La  directrice  de  cette  parabole  est  la  droite  ON  qui  joint  fe 
point  N  au  centre  commun  des  coniques  du  système, 

lo.  Du  théorème  précédent  résultent  immédiatement  les  consé- 
quences suivantes  : 

Si  l'on  imagine,  dans  le  plan  des  deux  axes  Ox  et  Oy,  deux 
droites  quelconques  D  et  D',  le  foyer  de  la  parabole  qui  touche 
ces  quatre  droites  a  pour  conjugué  harmonique,  relativement 
aux  foyers  F  et  F',  le  point  de  rencontre  des  normales  menées 
aux  deux  courbes  du  système  qui  touchent  D  et  D'. 

El,   si  l'on  suppose  que  les  droites  D  et  D'  viennent  se  con- 
fondre : 

Si  en  un  point  M  d'une  conique  on  mène  la  tangente^etsi 
l'on  imagine  la  parabole  qui  touche  cette  tangente  au  pointai 
et  en  outre  est  tangente  aux  axes  de  la  conique,  le  conjugué 
harmonique  du  foyer  de  cette  parabole,  relativement  aux  deux 
foyers  de  la  courbe,  est  le  centre  du  cercle  qui  oscule  celte  courbe 
au  point  M. 

16.  Cela  posé,  pour  trouver  les  points  M  correspondant  à  un 
point  donné  M,  construisons  le  point  Mq,  conjugué  harmonique 
de  M  relativemenl  aux  deux  foyers  F  et  F,  et  imaginons  la  para- 
bole P,  qui  a  pour  foyer  le  point  Mq  et  pour  directrice  la  droite  OM. 

Il  est  clair,  par  ce  qui  précède,  que  : 

Les  points  N  correspondant  au  point  M  sont  les  pieds  des  nor- 
males abaissées  de  ce  dernier  point  sur  la  parabole  P. 
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Ces  points  sont  donc  au  nombre  de  trois,  et,  si  Ton  désigne  par  I 
le  milieu  du  segment  Mo  M,  ils  s^obtiendronten  cherchant  Tinler- 
sectioD  de  P  avec  le  cercle  décrit  sur  M©!  comme  diamètre. 

17.  Le  triangle  formé  par  ces  trois  points  jouit  de  diverses  pro- 
priétés intéressantes,  parmilesquelles  je  me  bornerai  à  mentionner 
la  suivante  : 

Le  triangle  formé  par  les  trois  points  correspondant  à  un 
point  donné  du  plan  est  circonscrit  à  une  conique  du  système. 

Je  me  réserve  de  revenir  sur  ce  sujet  et  d*étendre  aux  surfaces 
homofocales  du  second  ordre  les  résultats  contenus  dans  celte 
Note. 
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L'BYPOCYCLOÏDE  A  TROIS  POINTS  DE  REBROUSSEMKNT. 


Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France:  1879. 


I. 

1.  Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires,  el  X,  Y  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M  du  plan  relativement  à  ce  sv>- 
lèine  d'axes;  posons 

X  -+-  Y  l  =  X  et  \—\i  =  }r; 

nous  pouvons  considérer  x  ely  comme  de  nouvelles  coordonnées 
du  point  M.  On  voit  que  les  équations  x  =  ol  et  >'  =  p,  où  a  et  ^ 
désignent  des  quantités  constantes  arbitraires,  représentent  les  di- 
verses droites  isotropes  du  plan  ;  je  désignerai  donc,  pour  abréfjcr, 
le  système  de  coordonnées  que  je  viens  de  définir  sous  le  nom  d^ 
coordonnées  isotropes. 

Dans  un  pareil  système,  le  coefficient  angulaire  d'une  droiU* 
Taisant  avec  Taxe  OX  un  angle  donné  V  est  égal  à  e~^^'  ;  Téqnalu^" 
de  l'axe  OX  est 

et  Téquation  d'un  cercle  de  rayon  R  el  ayant  pour  centre  le  poinl 
(a,  ,3)  est 

2.  Etant  donnée  une  courbe  de  /i'*""*'  classe,  les  coefficieuls  an- 
gulaires des  tangentes  que  d'un  point  (jr,  r )  on  peut  mener  à  cell<î 
courbe  sont  donnés  par  une  équation  homogène  du  degré  /i, 
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Jaos  cette  équation,  ^  désigne  le  coefficient  angulaire  de  Ja  tan- 

s;ente  issue  du  point  (^9^))  et  les  coefficients  du  poljnorae  Usent 
Jes  fonctions  entières  de  x  et  de^. 

L'équation  précédente  est,  en  me  servant  d'une  dénomination 
que  j'ai  déjà  employée  dans  plusieurs  travaux  antérieurs  (*),  V équa- 
tion mixte  de  la  courbe. 

3.  L'hjpocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  étant  définie 
comme  une  courbe  de  troisième  classe  qui  touche  aux  deux  ombi- 
lics la  droite  de  l'infini,  on  voit  immédiatement  que  son  équation 
mixte  est  de  la  forme 

aX'-i-6X«fx-f-  c\\t^-^d\t}-ir\\L(\y  —  \lx)  =  o. 

Cherchons  le  lieu  des  points  du  plan  d'où  l'on  voit  Thypocycloïde 
sous  un  angle  droit;  il  faut,  pour  cela,  exprimer  que  l'équation 
précédente  a  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 
Le  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 

elle  représente,  comme  on  le  sait,  un  cercle.  En  mettant  ei\  évi- 
dence le  rayon  R  de  ce  cercle  et  les  coordonnées  a  et  p  de  son 
centre,  je  poserai 

c  =  a,        6=—?,        a=R«-9'        et        rf=— R«?'. 
Léquation  mixte  de  la  courbe  deviendra  donc 

(1)  R^?'X»—  PX« ;ji -h  aiX;ji«  —  R^?'îx»-4- X.a(X^— »xx)  =  o. 

r 

•i.  Je  vais  chercher  maintenant  inéquation  mixte  des  diverses 
lijpocycloïdes  qui  touchent  l'axe  OX  et  qui  rencontrent  cet  a\c 
en  deux  autres  points  équidistants  de  l'origine  O. 

L*axe  OX  étant  tangent  à  la  courbe,  une  des  tangentes  issues 
de  Torigine  a  pour  coefficient  angulaire  l'unité;  l'équation  (1)  est 
donc  satisfaite  quand  on  y  fait 

•'•  =  o»        ^'  =  o        et        X  =  jx, 


(  '  )  Mémoire  de  Géométrie  analy tique,  a*  série,  t.  XVII. 

L.  —  II.  37 
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d'où  Téqualion  de  condition 

Considérons  un  poinl  de  Taxe  OX  situé  à  une  distance  deTorigiDe 
égale  à  z,  en  sorte  que  les  coordonnées  de  ce  point  soient 

x  =  y  =  z; 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  de  ce  point  sont 
donnés  par  l'équation  (i),  dans  laquelle  on  a  remplacé  j:  et  j^ par 2. 
Si  l'on  divise  cette  équation  par  X —  [jl  (ce  qui  revient  à  faire  abs- 
traction de  la  tangente  OX),  on  trouve  aisément  que,  en  posant 

les  coefficients  angulaires  des  deux  autreâ  tangentes  sont  déter- 
minés par  l'équation 

Rc-?'Xî-+-  (  a  -4-  -3)  Xfx  -I-  Re?'>«  =  o. 

En  laissant  de  côté  le  point  où  la  courbe  est  tangente  à  OX^on 
obtiendra  les  deux  autres  points  où  elle  rencontre  cette  droiieea 
exprimant  que  Téquation  précédente  a  deux  racines  égales,  ce  qui 
donne  la  relation 

Si  maintenant  on  remarque  que,  les  deux  points  d'intersection  dont 

je  viens  de  parler  étant  à  égale  distance  de  l'origine  0,  les  deui 

valeurs  obtenues  pour  z  doivent  être  égales  et  de  signes  contraires, 

on  en  conclut 

u  =  Re-'?—  p  =  Re'?--a  =  o, 

d'où 

a  =  Rc'?         et         p  =  Re-'?. 

Ainsi  Je  centre  o)  du  cercle  K,  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  l'hypocycloïde,  est  situé  sur  la  droite  qui  fait  avec 
l'axe  OX  un  angle  égal  a  (p  et  à  une  distance  égale  à  R,  c'est-à-dire 
au  ra>on  de  ce  cercle.  Eu  désignant  par  Â  et  A'  les  deux  pointsde 
rencoiure  de  OX  avec  la  courbe,  on  voit  ainsi  que  ce  cercle  passe 
par  le  milieu  O  du  segment  A  A'  et  que  ce  segment  a  une  longueur 
consl  intc  égale  à  ^l\^  propositions  bien  connues. 

o.  l;^n  remplaçant  dans  Tcquation  (i)  a  et  ^  par  leurs  valeur^s 
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:iation  mixle  de  l'hypoc^cloïde  prend  la  forme  suivante  : 
R(X  —  [x)  (e-'?X« -4-  ei^  jjl»)  -h  \\i{\y  —  \ix)  =  o, 

équation  qui  donne  les  coeffîcients  angulaires  des  tangentes 
es  d'un  point  de  l'axe  0X(^  =  yz=  z)  devient 

Re-^?X* -4- -sXfx -4- R e'? [i«  =  o. 

particulier,  les  tangentes  issues  du  point  A',  pour  lequel  on  a 
—  aR,  sont  déterminées  parTéquation 


/  _if       il  y 

\e    'X  —  e  '  fx/  =  o, 


I  Ton  voit  que  la  tangente  menée  au  point  A'  fait  avec  Taxe  OX 

ingle  égal  à  -• 

i  donc  on  [prend  sur  le  cercle  K  le  [point  O'  diamétralement 
osé  au  point  O,  cette  tangente  est  précisément  la  droite  A'O'; 
roi  te  O'A  esl  également  tangente  à  l'hypocycloïde  au  poinl  A, 
es  deux  droites,  conformément  à  une  proposition  bien  connue, 
t  rectangulaires  entre  elles. 

.  On  voit  qne  Ton  peut,  par  les  points  A  et  A',  mener  une  infi- 
d'hjpocjcloïdes  tangentes  à  Taxe  OX;  toutes  ces  courbes  sont 
Heurs  égales  entre  elles,  puisque  la  longueur  du  segment  AA' 
Tmine  le  rayon  du  cercle  K  et  par  suite  la  grandeur  de  la  courbe 
-même.  On  les  obtiendra  toutes  en  donnant  à  o  toutes  les  va- 
s  possibles  dans  Téquation  (2). 

oient  deux  de  ces  courbes  Hç  et  H^+o  caractérisées  par  deux 
urs  de  Taiigle^  différant  entre  elles  de  l'angle  0;  si  Ton  désigne 
(O  et  (i>i  les  centres  des  cercles  des  points  desquels  on  voitres- 
ivement  ces  courbes  sous  un  angle  droit,  on  voit  que  l'angle 
i>4  est  précisément  égal  à  6. 

^'un  point  M  situé  sur  l'axe  OX  et  à  une  distance  du  point  O 
e  à  2,  menons  aux  deux  courbes  K^  etK^^O  les  tangentes  dis- 
tes  de  l'axe. 

es  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  sont  respectivement 
îrminés  par  les  deux  équations 

Rc-'?X*-h5XijL  -h  Re^?fi*=  o 


l'oux  des  t^ingcntes  menées  à  H^^  se  déduisent  évidemment  d«  j 
ceux  des  tangenles  menées  à  11^,  en  les  mullîpliant  parlefacttur  j 
coostanlfi"';  en  d'autres  termes,  les  taogentcs  à  H^s'oblieDDenl 

en  faisant  tourner  de  l'angle  -  les  langenles  à  Hç. 
D'oii  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  D  tangente  à  tint 
hypocycloide  à  trois  points  de  rebroitssemenl,  et  si  l'onimagint 
un  angle  de  grandeur  constante  dont  le  sommet  décrit  cetit 
droite  tandis  qu  'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courht, 
le  second  côté  de  cet  angle  enveloppe  une  autre  hypocycloldt 
égale  à  la  première,  tangente  à  la  droite  D  et  passant  par  les 
<U'UJC  points  où  cette  droite  coupe  la  première  hypocycloîde. 

Ce  que  l'on  peut  encore  énoncer  ainsi  : 

Soit  une  bypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  quise 
déplace  sans  changer  de/orme,  en  restant  tangente  à  une  droite 
fixe  D  et  en  passant  par  un  point  fixe  de  cette  droite  (auquel 
cas  elle  passe  nécessairement  par  un  autre  poinl  fixe  situé  sur  U 
même  droite);  par  différents  points  de  D  menons'des  tangente' 
à  la  courbe, et  imaginonsque,  pendant  le  déplacement  de  celte 
courbe,  ces  droites  lui  demeurent  tangentes;  pour  deux  posi- 
tions quelconques  de  l'hypocycloïde  mobile,  les  angles  décria 
par  les  tangenles  autour  des  points  fixes  de  D  sont  tous  égaux 
entre  eux. 

7.  J'ajuulerai  que  dans  le  mouvement  les  points  de  contact  d^ 
Clivent  des  cercles,  ce  que,  du  reste,  des  considérations  géom^ 
triques  très  simples  rendent  évident.  Considérons,  en  effet,  un 
]Miînt  M  «itué  5ur  l'axe  OX,  à  une  distance  de  l'origine  égale  ^^• 
Hn  ilésigiitDt  simplement  par  u.  te  coefGcient  angulaire  d'une  des 
tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe  (ce  qui  revient  i  f»i« 
ss  I),  r^nation  de  cei.vc  ungente  est 
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et  Ton  a  la  relation 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  s^o])ticndront  en  résolvant 
par  rapport  à  x  et  y  Féquation  (4)  et  Téquation  suivante,  que 
Von  en  déduit  en  la  dérivant  par  rapport  à  z  : 

y  —  r         diL 

\^x  —  -3  )-        dz 

De  Téqualion  (5)  on  déduit  d'ailleurs 

(  a  R  «'?  {I -h  5  ) -^ -h  jjL  =  o, 

d'où 

dz  y/^t  _  4  Kl 

el 

Pour  obtenir  le  lieu  des  points  de  contact,  il  faut  éliminer  '^  et  [jl 
entre  les  équations  (4),  (5)  et  (6),  ou  simplement  [jl  entre  les  équa- 
tions (4)  et  (6),  qui  ne  renferment  pas  y. 
On  obtient  ainsi  Téquation 

(x  —  z)  (y  —  z)  -^  ( y  —  x)  \/z^^^JH^  =  o, 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Ellle  représente  deux  cercles  tangents  au  point  M  à  l'axe  OX;  leurs 
centres  sont  situés  à  l'intersection  de  la  perpendiculaire  élevée  à 
Taxe  en  ce  point  avec  le  cercle  décrit  sur  AA.'  comme  diamètre. 

8.     Si  l'on  considère,  comme  précédemment,  les  deux  hypocy- 
cloïdes  H^  et  H^^,  on  voit  que  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à 

A 

ces  deux  courbes  et  ayant  pour  valeur  -  décrit  un  lieu  dont  fait 

partie  la  tangente  commune  OX;  on  peut  rechercher  si  cette  droite 
constitue  à  elle  seule  le  lieu  complet. 

Je  remarque,  à  cet  effet,  que  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
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génies  menées  du  point  (x,  j')  à  la  courbe  Hç  sont  délerminés  par 
lYqualion 

(a)  R(X  — fx)(e-'?X«-4-e'?fx«)-f-Xfx(X>^— [xar)  =  o, 

et  ceux  des  tangentes  menées  du  même  point  à  la  courbe  H^par 
l'équation 

R(X'—  îi')(e-'{^ô)X'«-+-e'^9-^«J(x'«)-+-X>'(X>-fx'ar)  =  o. 

a 

Si  les  deux  tangentes  font  l'angle  donné  ->  on  a 

11 

X'         \e^ 


et  Téquation  précédente  devient 

(7)  rU*X  — e     ^  ii)(e-i9'k^'h€^?yL^)-^lii\e^  yy.  —  e    -Tïij  =  o. 

Reste  à  éliminer  X  et  [jl  entre  les  relations  (2  )  et  (^);  vn  l'iiminanl 
entre  elles  l'expression  e~'9\^ -\- e'9 ^n^ ^  il  vient 

8/  0^  Oi  _ei 

e'X  —  e    *  fx       «'Xk — ^    *  [Jia? 

X  —  [1  ""  X^ —  [LX 

et,  en  eflectuant  les  calculs, 

La  tangente  OX  constitue  donc  bien  à  elle  seule  le  lieu  du  sommet 
de  Tangle  constant  circonscrit  aux  deux  courbes. 

9.  Les  bypocycloïdes  H(p  et  Hç^  qui  toucbent  toutes  les  deux 
Taxe  OX  ont,  en  outre,  deux  autres  tangentes  communes;  pour 
avoir  leur  équation,  il  suffit  d'éliminer  X  et  [jl  entre  l'équation  (2) 
et  l'é([ualion 

(8)  K(X  ~  ix)  (e  't?-^ôa«  -h  e''?+0'  |Jt«)  -+-  liiCky  —  [ix)  =  o. 
Eliminant  d'abord  \y —  [jlx  entre  ces  égalités,  il  vient 
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d'où,  par  une  transformation  facile. 


0 


Les  angles  que  font  ces  deux  tangentes  avec  l'axe  OX  sont  donc 

égaux  à^4-7età^H-7-f-7:  ces  deux  droites  sont  à  angle  droit. 
24244 

De  là  une  construction  qui  permet  de  les  obtenir  aisément.  Soient, 
en  effet,  K  et  K|  les  cercles  des  points  desquels  on  voit  respective- 
ment sous  un  angle  droit  les  courbes  H^et  Hç^;  ces  cercles,  indé- 
pendamment du  point  O,  se  coupent  encore  en  un  second  poiiitM. 
^c  point  est  nécessairement  le  point  de  rencontre  des  tangentes 
cherchées,  puisqu'elles  sont  rectangulaires  entre  elles.  Si  raainte- 
"^^lïl  nous  prolongeons  le  rayon  OM  jusqu'en  son  point  de  ren- 
contre N  avec  le  cercle  décrit  sur  AA.'  comme  diamètre,  il  résulte 
^es  considérations  précédentes  que  les  deux  tangentes  communes 
^\û  se  croisent  au  point  M  sont  parallèles  aux  droites  NA  et  NA'. 
D'où  encore  la  proposition  suivante  : 

Soit  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  qui 
passe  par  deux  points  donnés  A  et  A'  et  est  tangente  à  la 
corde  KM\  sur  cette  corde  comme  diamètre  décrivons  un 
cercle  B  et  considérons  le  cercle  K,  lieu  des  points  d^oh  Von 
voit  V hypocycloïde  sous  un  angle  droit.  Ce  cercle  passe, 
comme  on  le  sait,  par  le  point  O,  milieu  de  la  corde  A  A',  et, 
en  outré,  est  tangent  au  cercle  C. 

Étant  pris  un  point  quelconque  M  sur  le  cercle  K,  si  Vonpro* 
longe  le  rayon  OM  jusqu^en  son  point  de  rencontre  N  avec  le 
cercle  C,  les  droites  menées  par  le  point  ^parallèlement  aux 
droites  NA  et  NA'  sont  les  deux  tangentes  rectangulaires  entre 
elles  que  de  ce  point  on  peut  mener  à  la  courbe, 

10.  Les  diverses  hjpocjcioïdes  qui,  passant  par  les  deux  points 
A  et  A',  sont  tangentes  à  la  corde  AA',  étant  identiques  entre  elles, 
on  peut  les  obtenir  toutes  par  le  déplacement  d'une  de  ces  courbes 
dans  le  plan. 

Pour  avoir  une  idée  nette  de  ce  déplacement,  il  faut  chercher  le 
lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  dans  le  plan  et  le  lieu  dé- 
crit par  ces  centres  relativement  à  la  courbe  mobile. 
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La  courbe  roulant  sur  les  deux  points  A  et  A',  les  normal  ^s 
menées  en  ces  points  sont  respectivement  perpendiculaires  a  ^^ 
droites  AO'  et  A'O',  et  par  conséquent  se  coupent  sur  le  cercle^^  J 
dt'crit  sur  AA'  comme  diamètre  au  point  diamétralement  oppoc:^  m 
à  O';  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  dans  le  plan  ^ 
donc  le  cercle  C,  dont  le  rajon  est  égal  à  2R.  On  sait  d'aillec»  ^^ 
qiio  les  normales  aux  extrémités  de  la  corde  AA'  se  coupent  sur— :^ 
cercle  passant  par  les  trois  points  de  rebroussement  de  rhypo<»»>  «^ 
cloïde,  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  3K. 

D'où  la  conclusion  qui  suit  : 

Étant  pris  sur  un  cercle  C  de  rayon  égal  d  2R  deux  poiim^t^ 
diamétralement  opposés  A  et  A',  si  l'on  fait  rouler  ce  cer^m^k 
dans  V intérieur  d'un  cercle  (y  de  rayon  égala  3R,  on  sait  ^^  ne 
les  deux  points  A  et  PJ  décr lisent  une  même  hypocycloïde  à  tr^^is 
points  de  rebroussement  inscrite  dans  le  cercle  C.  A  un  instcsrjit 
quelconque  du  mouvement,  les  points  A  et  A'  sont  situés  ^ str 
V  hypocycloïde,  tandis  que  la  droite  AA'  lui  est  tangente]  s  m  à 
cet  instant  on  fixe  le  cercle  C,  et  si  Von  fait  rouler  sur    ce 
cercle  le  cercle  C  en   entraînant   avec   lui  la  courbe,   ce  Ht 
courbe,   dans  son  déplacement,  passe  constamment  par   les 
points  fixes  A  et  A'  et  demeure  tangente  à  la  droite  kSl . 

II. 

11.  Les  résultais  qui   précèdent  peuvent   se  déduire  aisément 
de  quelques  propositions  très  simples  et  purement  géométriques. 

Considérons,  à  cet  eflTel,  une  ellipse  E  située  dans  Fespace  el 
dont  la  projection  orthogonale  sur  un  plan  donné  Psoil  un  cercle  C. 
Prenons  arbitrairement  sur  cette  courbe  un  point  fixe  A  et  un  poin 
mobile  M.  Si  par  le  milieu  I  de  la  corde  AM  nous  menons  un  pla 
perpendiculaire  à  celte  corde,  il  coupe  le  plan  P  suivant  une  droi 
dont  l'enveloppe   est    une    courbe   H    que   l'on    peut     aussi    é' 
demment  définir  comme  le  lieu  des  centres  des  sphères  sjmétriq' 
par  rapport  au  plan  P  et  tangentes  à  Tellipse  E. 

Je  dis  d'abord  que  la  courbe  H  est  une  hypocycloïde  à  f 
points  de  rebroussement. 

Soit  D  une  droite  située  dans  le  plan  P;  si  d'un   point  ( 
conque  N  de  cette  droite  comme  centre   on  décrit  une  sj 
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passant  par  le  point  A,  cette  sphère  coupe  le  plan  Q  de  l'ellipse 
suivant  un  cercle  passant  par  le  point  A  et  par  le  point  A'  qui  lui 
est  symétrique  par  rapport  à  la  projection  orthogonale  de  D  sur 
le  plan  Q. 

Il  est  clair  que  le  point  N  est  sur  la  courbe  H  si  ce  cercle  est 
tangent  à  l'ellipse,  et,  comme  par  les  points  A  et  A'  on  peut  mener 
quatre  cercles  tangents  à  E,  il  en  résulte  que  la  courbe  K  est  du 
quatrième  ordre. 

Soit  N  un  point  quelconque  du  plan  P;  de  ce  point  comme 
centre  décrivons  une  sphère  passant  par  le  point  A;  cette  sphère 
coupe  le  plan  Q  suivant  un  cercle  rencontrant  Tellipse  au  point  A 
et  en  trois  autres  points  B,  C  et  D.  Les  plans  menés  respective- 
ment par  les  milieux  des  cordes  AB,  AC  et  AD  coupent  le  plan  P 
suivant  des  droites  tangentes  à  II  et  se  croisant  au  point  donné  N. 

La  courbe  H  est  donc  de  la  troisième  classe. 

Si  le  point  N  est  rejeté  à  Tinfini  dans  une  direction  quelconque, 
la  sphère  dont  je  viens  de  parler  se  réduit  au  plan  mené  par  A 
perpendiculairement  à  cette  direction,  et,  comme  ce  plan  ne 
coupe  £  qu'en  un  point,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  mener  à  la 
courbe  H  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée.  Cette 
courbe  est  donc  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  et  les 
points  de  contact  sont  situés  sur  les  perpendiculaires  menées  aux 
asymptotes  de  la  projection  de  l'ellipse  sur  le  plan  P.  Cette  pro- 
jection étant  un  cercle,  ces  asymptotes,  ainsi  que  leurs  perpendi- 
culaires, sont  des  droites  isotropes.  La  courbe  H  est  donc  de  troi- 
sième classe  et  doublement  tangente,  aux  ombilics,  à  la  droite  de 
rinfini;  par  suite,  c'est  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebrousse- 
ment. 

12.  Cette  hypocycloïde  a,  comme  on  le  sait,  trois  points  de  re- 
broussement  a,  ^,  Y<l*iî  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral, 
et  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le  point  de  con- 
cours des  tangentes  de  rebroussemenl. 

Considérons  Tun  quelconque  a  de  ces  points  de  rebroussement; 
les  tangentes  que  l'on  peut  de  ce  point  mener  à  la  courbe  étant 
toutes  les  trois  confondues  en  une  seule  droite,  la  sphère  passant 
par  A  et  décrite  du  point  a  comme  centre  coupe  le  plan  Q  suivant 
un  cercle  passant  par  A  et  osculaleur  de  l'ellipse  E  en  un  pointa'^ 
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la  projection  sur  le  plan  Q  de  la  tangente  de  rebroussement  aa 
point  a  est  d'ailleurs  la  droite  menée  par  le  milieu  de  la  corde  Aa 
et  perpendiculairement  à  cette  corde. 

Si  maintenant  on  remarque  que  les  trois  tangentes  de  rebroas- 
scment  sont  concourantes,  on  obtiendra  la  proposition  suivante, 
due  à  Slciner  : 

Etant  donné  sur  une  ellipse  un  point  quelconque  A,  on 
peut  déterminer  trois  cercles  osculateurs  de  cette  courbe  qui 
passent  par  le  point  A;  les  trois  points  de  contact  et  le  point  fi 
sont  sur  un  même  cercle. 

D'après  ce  que  je  viens  d'exposer,  on  peut  ajouter  que  : 

Si  Vellipse  se  projette  orthogonalement  sur  un  plan  donnéf 
suivant  une  circonférence  de  cercle,  les  droites  menées  perpen- 
diculairement au  plan  de  V ellipse  par  les  trois  points  de  contact 
rencontrent  le  plan  P  en  trois  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
triangle  équilatéral y  et  la  droite  menée  par  le  centre  du cerck 
circonscrit  aux  trois  points  de  contact,  et  perpendiculairement 
à  son  plan  y  rencontre  le  plan  P  au  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ce  triangle  équilatéraL 

13.  Prenons  sur  Tellipse  E  un  autre  point  fixe  B;  à  ce  point 
correspond  une  seconde  hjpoc^cloïde  H'.  Cherchons  les  tangentes 
communes  aux  courbes  H  et  H'. 

Je  désigne  par  F  et  G  les  deux  axes  de  Tellipse,  par /et  g  les 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  P  est  coupé  par  les  plans  menés 
respectivement  par  F  et  G  et  normalement  au  plan  Q.  Les  droites 
f  e,\  g  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  elles,  puisque  F  est 
parallèle  au  plan  P. 

Cela  posé,  si  des  points  A  et  B  on  mène  dans  le  plan  Q  des  per- 
pendiculaires à  F,  cet  axe  les  divise  en  deux  parties  égales;  il  en 
résulte  que  y  est  une  tangente  commune  à  H  et  H',  et  les  mêmes 
considérations  s'appliquent  à  la  droite  g.  Les  deux  courbes  ont 
donc  déjà  en  commun  deux  tangentes  rectangulaires  entre  elles. 

Considérons  maintenant  la  corde  AB  et  le  plan  mené  par  son 
point  milieu  perpendiculairement  à  sa  direction;  il  coupe  le  plan  P 
suivant  une  droite  D  qui  est  aussi  tangente  aux  deux  hypocy- 
cloïdes. 
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».  Les  points  de  contact  de  celle  droite  s'obliendront  évidem* 
L  en  prenant  son  inlersection  avec  les  plans  menés  en  A  et  en  B 
lalement  à  l'ellipse. 

>ur  obtenir  les  autres  poinls  où  elle  rencontre  les  deux  courbes, 
ène  par  les  points  A  et  B  un  cercle  tangent  à  Pellipse;  on  peut 
erdeux  de  ces  cercles,  et  leurs  points  de  contact  m  et  m'  sont 
lélralement  opposés.  Si  Ton  construit  les  axes  (*)  de  ces  deux 
es,  il  est  clair  qu'ils  rencontrent  D  en  deux  points  apparlc- 
à  la  fois  à  H  et  H'.  Soient  n  cl  /i'  ces  deux  poinls  ;  on  voit  que 
lypocvcloïdes  ont  une  corde  commune  à  laquelle  elles  sont 
;s  les  deux  tangentes  :  elles  sont  donc  égales  entre  elles, 
1  peut  remarquer  que  les  droites  menées  aux  points  n  et  n' 
3ntiellement  à  la  courbe  H  sont  les  traces  de  deux  plans  per- 
iculaires  aux  cordes  Am  et  Km! \  elles  sont  donc  perpendi- 
res  à  leurs  projections  sur  le  plan  P,  et,  comme  la  projection 
iamèlre  mm'  passe  par  le  centre  du  cercle  C,  on  voit  que  ces 
actions  sont  rectangulaires;  il  en  est  donc  de  même  des  deux 
mtes  aux  poinls  n  et  n' ^  ce  qui  est  une  proposition  bien  connue. 

.  Lorsque  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  l'hypocycloïde 
ui  correspond  demeure,  comme  je  viens  de  le  montrer,  infa- 
e  de  forme  en  restant  tangente  aux  deux  droites  (wesfei  g. 
s  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  est  la  trace 
e  plan  P  du  plan  normal  à  l'ellipse  au  point  A. 
înons,  en  effet,  par  le  point  A  les  cordes  Aa  et  A6,  respecli- 
int  perpendiculaires  aux  axes  F  et  G.  Le  point  où  la  droite/ 
le  rhypocycloïde  H  est  le  point  de  rencontre  du  plan  P  avec 
du  cercle  bilangent  à  l'ellipse  aux  points  A  et  a.  Si  donc  au 
L  A  on  mène  le  plan  normal  à  cette  courbe,  il  contient  ce  point 
>nlact;  par  une  raison  semblable,  il  contient  l'autre  point  de 
ict.  La  proposition  que  je  voulais  démontrer  est  donc  établie. 

.  Si  le  point  A  se  déplace  infiniment  peu  sur  l'ellipse,  Thy- 
cloïde  H  roule  sur  les  deux  droites  y  et  g^;  la  droite  qui  joint 
3UX  points  de  contact  est  une  corde  commune  aux  deux  courbes 


J'appelle,  pour  abréger,  axe  d'un  cercle  la  droite  passant  par  le  centre  de 
cle  et  perpendiculaire  à  son  plan. 
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el,  de  plus,  leur  est  langente;  par  suite,  elle  a  une  longueur  con- 
stante. 
Donc  : 

Les  traces  y  sur  le  plan  P,  des  plans  normaux  à  r  ellipse  E 
em^eloppent  une  hypocycloïde  à  quatre  points  de  rebrousse- 
ment.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  doublement  tangentes  h 
C ellipse  se  compose  des  deux  tangentes  doubles  de  rebrousse- 
ment  de  cette  hypocycloïde. 

17.  Au  lieu  de  considérer  une  ellipse,  j'aurais  pu  considéi-er  une 
biquadratique  quelconque,  avant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  P 
et  située  sur  un  cjlindre  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  ce 
plan. 

Sans  rien  changer  aux  démonstrations  qui  précèdent,  on  obtien- 
drait facilement  les  propositions  qui  suivent  : 

Étant  donnée  une  birjuadratique  résultant  de  l'intersection 
d'un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  un  cercle  situé  dans  un 
plan  P,  ai'ec  une  sur/ace  quelconque  du  second  ordre  ayant  ce 
plan  pour  plan  de  symétrie,  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui, 
passant  par  les  extrémités  d'une  corde  de  la  courbe  perpendi- 
culaire au  plan  P,  sont  doublement  tangentes  à  cette  courbe, 
est  une  hypocycloïde  H  à  trois  points  de  rebroussement  située 
dans  le  plan  de  symétrie. 

Si  ron  considère  les  diverses  cordes  de  la  courbe  perpendi- 
culaires au  plan  P,  les  disperses  hypocycloïdes  qui  leur  corres- 
pondent sont  identiques  et  ne  diffèrent  que  par  leur  position 
dans  le  plan. 

Les  traces  sur  le  plan  de  symétrie  des  plans  normaux  à  lo 
biquadratique  enveloppent  une  hypocycloïde  à  quatre  points 
de  rebroussement. 

Les  centres  des  sphères  quadruplement  tangentes  à  la  biqua- 
dratique décrivent  les  deux  droites  rectangulaires  qui  consti- 
tuent les  tangentes  doubles  de  rebroussement  de  cette  dernière 
hypocycloïde, 

18.  La  considération  des  trois  points  de  rebroussement  de  Thy- 
pocjcloïde  II  conduit,  relativement  aux  biquadratiques  douées  d*un 
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plan  de  symétrie,  à  un  ihéorème  analogue  à  celui  qui  a  élé  donné 
par  Sleiner  relativement  aux  coniques  et  que  j*ai  rappelé  plus 
haut. 

Gomme  il  est  facile  de  le  voir,  il  n*est  pas  besoin  de  supposer 
que  la  projection  de  la  biquadratique  sur  le  plan  de  symétrie  soit 
un  cercle,  et  Ton  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

i£tant  donnée  une  biquadratique  quelconque  ayant  pour 

plan  de  symétrie  un  plan  donné  P,  par  les  extrémités  dUine 

corde  quelconque  de  celte  courbe  perpendiculaire  au  plan  P, 

on  peut  mener  trois  sphères  qui  ont  avec  la  courbe  un  double 

contact  du  second  ordre;  les  six  points  de  contact  et  les  extré- 

fnités  de  la  corde  sont  sur  une  même  sphère  dont  le  centre  est 

dans  le  plan  de  symétrie. 

Si  la  biquadralique  se  projette  suivant  un  cercle  sur  le  plan  de 
sjmétrie,  on  peut  ajouter  que  : 

Les  centres  des  trois  sphères  qui  ont  un  double  contact  sont 
les  sommets  d'un  triangle  équilatéral,  et  le  centre  de  la  sphère 
^ui  contient  les  points  de  contact  est  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit à  ce  triant  le. 

19.  Je  reviens  maintenant  au  cas  précédemment  étudié  de  Tel- 
lipse  Ey  quoique  les  considérations  suivantes  s'appliquent  encore 
sans  modification  au  cas  plus  général  où  l'on  considère  une  biqua- 
dratique. 

J^ai  montré  que,  quand  le  point  A  se  déplaçait  sur  Tellipse, 
rhjpocycloïde  H  se  déplaçait,  sans  changer  de  forme,  dans  le 
plan  P. 

Pour  étudier  la  loi  de  ce  déplacement,  je  remarque  que,  en  dé- 
signant respectivement  par  <p  et  y  les  points  où  H  touche  les 
droites/ et  ^,  la  droite  ©y  *  "^^  longueur  constante,  que  j'appel- 
lerai 4K-  Les  normales  à  la  courbe  menées  aux  points  cp  et  v  so 
rencontrent  en  un  point  dont  la  distance  au  point  d'intersection 
de  y  et  de  g  est  constante  et  égale  à  4R»  Le  centre  instantané  de 
rotation  décrit  donc  dans  le  plan  un  cercle  de  rayon  égal  à  4R- 
On  sait  d'ailleurs  que,  relativement  à  la  courbe,  il  décrit  le  cercle 
qui  lui  est  circonscrit  et  dont  le  rayon  est  égal  à  3K. 
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Oo  peut,  par  suite,  se  représeDter  ainsi  qu*ii  suitle  déplaçai 
de  rhjpocjcloïde  dans  son  plan  : 

Imaginons  un  cercle  K  de  rayon  égal  à  4  K^puis  deux  am 
cercles  K'  et  K"  de  rayons  respectivement  égaux  à  ZKet  à 
et  qui  touchent  tous  les  deux  K  au  même  point  M.  Si  Von  c^ 
sidère  le  diamètre  ^  du  cercle  K"  qui  passe  par  le  point  M 
si  Von /ait  rouler  ce  cercle  dans  le  cercle  K',  supposé  fixcr^s^   , 
entraînant  avec  lui  ce  diamètre,  on  sait  que  cette  droite  ^"^ — t^^ 
loppe  une  hypocycloide  H  à  trois  points  de  rebroussement         i'/j^ 
scrite  dans  le  cercle  R'. 

Si  maintenant  on  suppose  que,  cette  courbe  restant  inva^^/a, 
blême nt  liée  au  cercle  K',  on  fasse  rouler  ce  cercle  dans     le 
cercle  R,  V hypocycloide  prendra  successivement  les  divewses 
positions  qui  correspondent  aux  diverses  positions  du  point  K 
sur  V ellipse. 

Si,  de  plus,  on  imagine  que  le  cercle  K'  roule,  en  même 
temps  que  le  cercle  K',  dans  l'intérieur  du  cercle  K,  et  de  façon 
qu'ils  le  touchent  tous  les  deux  toujours  au  même  points  la 
droite  A,  dans  ce  mouvement,  enveloppera  l' hypocycloide  à 
quatre  points  de  rebroussement  qui  est  V enveloppe  des  traces 
des  plans  normaux  à  l'ellipse,  tandis  que  ses  extrémités  dé- 
criront les  axes  de  cette  hypocycloide. 

20.  Considérons  les  deux  hypocjcioïdes  H  et  H'  qui  corres- 
pondent à  deux,  points  donnés  A  et  H  de  Tellipse  E. 

Soit  R  un  point  quelconque  de  celte  ellipse;  les  plans  menés 
respectivement  par  les  milieux  des  deux  cordes  AB  et  BR  et  nor- 
malement à  ces  cordes  coupent  le  plan  P  suivant  deux  droites  ^ 
et  y  respectivement  tangentes  aux  courbes  H  et  H'. 

Si,  comme  précédemment,  nous  appelons  D  la  droite  suivanl 
laquelle  le  plan  P  est  coupé  par  le  plan  mené  par  le  milieu  de  AB 
et  perpendiculairement  à  cette  corde,  nous  savons  que  D  est  à  la 
fois  une  tangente  commune  et  une  corde  commune  à  H  et  à  H'. 
D'ailleurs,  les  perpendiculaires  élevées  aux  points  milieux  des 
côtés  d'un  triangle  se  coupant  en  un  même  point,  il  en  résulte  que 
les  tangentes  ^  et  y  se  rencontrent  en  un  point  de  D.  Elles  soûl, 
du  reste,  perpendiculaires  aux  projections  sur  le  plan  P  des  cordes 
AR  et  BR,  et,  comme  ces  cordes  font  un  angle  constant  (leur  point 
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€fl<î  rencontre  décrîl,  en  eflel,  le  cercle  C,  tandis  qu'elles  tournent 
autour  de  points  fixes  de  ce  cercle),  il  en  est  de  même  de  ces  tan- 
gentes. 

D'où  le  théorème  suivant,  que  j'ai  déjà  démontré  plus  haut  : 

Si  Von  considère  une  droite  quelconque  tangente  à  une  hy- 
pocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement,  et  si  l'on  imagine 
an  angle  de  grandeur  constante  dont  le  sommet  décrit  cette 
droite,  tandis  qvHun  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courbe  y 
le  second  côté  de  cet  angle  enveloppe  une  hypocycloïde  égale 
ù  la  première. 

21.  Les  considérations  géométriques  très  simples  dont  je  mp 
suis  servi  trouvent  d'ailleurs,  dans  d'autres  questions,  des  applica- 
tions intéressantes.  Je  me  bornerai  ici  à  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Supposons  que  le  sommet  d^un  angle  de  grandeur  constante 
décrive  une  droite  D,  tandis  que  ses  côtés  enveloppent  deux 
courbes  R  e/  K';  pour  une  position  donnée  de  l'angle,  soient 
respectivement  a  et  a'  les  points  de  contact  des  deux  côtés. 

Cela  posé,  si  Von  construit  V hypocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement  qui  oscule  la  courbe  K  au  point  a  et  touche  la 
droite  D,  puis  V  hypocycloïde  qui  oscule  la  courbe  ¥J  au  point  a' 
et  touche  également  la  droite  D,  ces  deux  hypocycloïdes  sont 
égales  et  rencontrent  D  aux  deux  mêmes  points. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  DIRECTION. 
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[.   —    DÉFINITION  DES  DIRECTIONS  ET  DES  CYCLES. 

l.  Considérons  une  droite  quelconque  située  dans  un  plan;  00 
peut  supposer  qu^elle  soit  décrite  dans  un  sens  déterminé  par  un 
point  mobile.  J'appellerai  direction  une  droite  définie  ainsi  par  sa 
position  et  par  le  sens  dans  lequel  elle  est  supposée  décrite. 

L'angle  que  fait  une  direction  avec  une  autre  direction  arbi- 
traire est  évidemment  défini  à  un  multiple  près  de  -itz, 

A  chaque  droite  A  du  plan  correspondent  deux  directions  oj^ 
posées,  que  je  désignerai  par  les  notations  -f-  A  et  —  A;  D  éu»l 
une  direction  arbitraire  donnée,  je  désignerai  par  —  D  la  direction 
opposée. 

î2.  Les  deux  directions  correspondant  à  une  droite  isolro|e 
doivent  élre  considérées  comme  confondues  entre  elles  ;  en  d'auln-s 
termes,  une  direction  isotrope  se  confond  avec  son  opposée. 

3.  J'appellerai  cycle  un  cercle  défini  non  seulement  par  sa  posi- 
tion, mais  encore  par  le  sens  dans  lequel  on  peut  le  suppo^r 
décrit  par  un  point  mobile. 

A  un  cercle  quelconque  C  du  plan  correspondent  deux  cycles 
opposés,  que  je  désignerai  par  les  notations  -f-  C  et  —  C;  K  étant 
un  cycle  arbitraire  donné,  je  désignerai  par  —  K  le  cvcle  opposé. 

i.  Une  direction  est  tangente  à  un  cjcle  si  la  droite  correspon- 
dant à  la  direction  est  tangente  au  cercle  correspondant  au  cycl«î 
et  si,  en  outre,  sur  Télémeut  commun  au  cercle  et  à  la  droite,  le 
sens  de  la  direction  est  le  même  pour  le  cjcle  et  pour  la  direction. 
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Si  les  sens  sont  inverses,  je  dirai  que  la  direction  est  une  tan- 
înte  apparente  du  cycle. 

Un  cycle  doit  être  considéré  comme  l'enveloppe  des  directions 
ai  lui  sont  tangentes.  En  particulier,  le  cycle  peut  se  réduire  à 
n  point  P,  qui  est  l'enveloppe  des  directions  menées  par  ce  point; 

une  direction  quelconque  passe  par  le  point  P,  il  est  clair  qu'il 
n  est  de  même  de  la  direction  opposée. 

TVéciproquement,  si  deux  directions  opposées  +  A  et  —  A  sont 
angcntes  à  un  cycle,  ce  cycle  se  réduit  à  un  point  situé  sur  la 
Ij^'oîie  A. 

â.  Des  définitions  qui  précèdent  il  résulte  immédiatement  qu'on 
^e  peut  mener  à  un  cycle  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée  et  que  deux  cycles  n'ont  que  deux  tangentes  com- 
iDunes,  par  conséquent  n'ont  qu'un  seul  centre  de  similitude. 

Trois  cycles,  pris  deux  à  deux,  ont  trois  centres  de  similitude 
qui  sont  en  ligne  di'oite. 

On  ne  peut  mener  qu'un  seul  cycle  tangent  à  trois  directions 
données;  l'expression  de  cycle  inscrit  dans  un  triangle  donné 
^ura  donc  une  signification  parfaitement  déterminée. 

II.  —  Rapport  anharuonique  de  quatre  directions.   —  Faisceaux  et 

RÉSEAUX    DE    DIRECTIONS.    —    FAISCEAUX    EN    INVOLUTION.   —    RÉSEAUX    EN 
INTOLUTION. 

6.  Étant  données  quatre  directions  arbitraires  A,  B,  C,  D  et 
^lant  tracé  un  cycle  arbitraire  dans  le  plan,  menons  à  ce  cycle  des 
tangentes  parallèles  à  ces  directions,  et  soient  respectivement  a, 
A,  c,  d  leurs  points  de  contact.  J'appellerai  rapport  anharmo- 
nique  de  ces  quatre  directions,  et  je  désignerai  par  la  notation 
R(A,  B,  C,  D),  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  6, 
c,  rf,  lesquels  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

7.  J'appelle  faisceau  de  directions  un  sjstème  de  directions 
passant  par  un  point  fixe  O. 

Un  faisceau  de  directions  conjuguées  deux  à  deux  est  en  invo^ 
lution,  si  le  rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques  d'entre 
elles  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  directions  conjuguées* 
L  —  II.  38 
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Dans  un  faisceau  eu  involution,  il  y  a  deux  direclions  qui  coï 
cident  avec  leurs  conjuguées  :  ce  sont  les  directions  doubles 
faisceau.  En  les  désignant  par  P  et  P',  et  par  A  et  A'  deux  dire 
tions  conjuguées  quelconques,  on  voit  que  les  directions  P,  P' 
A,  A'  sont  harmoniques. 

Les  centres  des  cycles  tangents  aux  directions  P  et  P'  décrîv 
une  di^oite  qui  est  la  bissectrice  de  ces  deux  direclions  et  que  j^ 
pellerai  Vaxe  du  faisceau;  Tinvolution  est  déterminée  quand 
se  donne  les  deux  direclions  doubles  P  et  P',  ou  encore  quand 
se  donne  le  sommet  O  du  faisceau  et  un  cycle  tangent  aux  di 
tions  doubles.  On  peut  ainsi  facilement  déterminer  une  invol 
tion,  même  quand  les  directions  doubles  sont  imaginaires. 

Soit  R  la  droite  menée  par  le  point  O  perpendiculairement 
Taxe  du  faisceau;  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  directions  -\-9- 
et  — R  sont  conjuguées  :  je  dirai  que  c'est  la  droite  double  du 
faisceau. 

8.  Considérons  un  faisceau  en  involution  ayant  pour  sommel 
le  point  O,  P  et  P'  pour  directions  doubles,  et  R  pour  droite 
double.  Menons  par  O  une  droite  quelconque  A,  et  soient  D  etiy 
les  conjuguées  des  directions  opposées  H-  A  et  —  A;  je  dirai  queD 
et  D'  sont  deux  direclions  associées  du  faisceau. 

Les  direclions  associées  du  faisceau  forment  une  involution 
ayant  même  axe  et  même  droite  double  que  Tinvolulion  donnée; 
ses  direclions  doubles  sont  les  conjuguées  harmoniques  des  direc- 
tions isotropes  relativement  à  P  et  P'. 

9.  Etant  donnée  une  suite  de  cycles  tangents  à  deux  direc- 
tions fixes  quelconques  Q  et  Q',  si,  par  un  point  O  pris  arbi- 
trairement dans  le  plan,  on  mène  des  tangentes  à  ces  cycles j 
ces  tangentes  forment  un  faisceau  en  involution. 

Les  direclions  doubles  de  ce  faisceau  sont  évidemment  les  tan- 
genles  menées  par  le  point  O  aux  deux  cycles  qui,  passant  par  ce 
point,  louchent  les  deux  direclions  fixes.  La  droite  double  est  la 
droite  qui  joint  le  point  O  au  point  de  rencontre  des  directions  Q 
elQ'. 

10.  J'appellerai  réseau  de  directions  un  système  de  direclions 
tangentes  à  un  même  cycle. 
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Un  réseau  est  en  învolution  si  les  points  de  contact  des  direc- 
tions avec  le  cycle  forment  une  involution;  dans  tout  réseau  en 
învolution,  il  y  a  deux  directions  doubles.  Deux  directions  conju- 
guées quelconques  et  les  deux  directions  doubles  sont  conjuguées 
harmoniques. 

Quatre  directions  forment  un  système  harmonique  lorsque, 
étant  tangentes  à  un  même  cycle,  leurs  points  de  contact  forment 
un  système  harmonique.  Par  suite,  pour  obtenir  la  conjuguée  har- 
monique d'une  direction  B  relativement  à  deux  directions  données 
A  et  A',  il  suffit  d'inscrire  un  cycle  dans  le  triangle  déterminé  par 
les  directions  A,  A'  et  B.  Joignons  le  point  de  rencontre  de  A  et  A' 
avec  le  point  de  contact  de  B  :  la  droite  ainsi  obtenue  rencontre  le 
cycle  en  un  second  point,  et  la  direction  menée  tangentiellement 
en  ce  point  est  la  conjuguée  cherchée. 

H.  Étant  donnés  une  suite  de  cycles  tangents  à  deux  direc- 
tions  fixes  quelconques  et  un  cycle  fixe  K,  si  Von  mène  les  tan- 
gentes communes  au  cycle  fixe  et  aux  cycles  variables,  ces 
tangentes  communes  forment  un  réseau  en  inçolution. 

Les  directions  doubles  de  cette  involution  se  détermineront  en 
construisant  les  deux  cycles  tangents  à  K  et  aux  directions  fixes. 

III.  —  Longitude  de  quatre  directions.  —  STSTéMEs  projectifs. 

12.  Étant  données  quatre  directions  A,  B,  C  et  D,  désignons 
respectivement  par  a,  p,  v  et  8  les  intersections  de  A  avec  B,  de  B 
avec  C,  de  C  avec  D  et  de  D  avec  A.  Cela  posé,  la  longueur 

ap  —  Py  ^~  ï^  —  ^* 

est  complètement  définie  en  valeur  absolue  et  en  signe;  le  segment 
aj3,  étant  compté  en  effet  sur  la  direction  B,  dont  le  sens  est  déter- 
miné, a  une  valeur  bien  déterminée,  et  il  en  est  de  même  des 
autres  segments. 

J'appellerai  longitude  des  quatre  directions  A,  B,  C,  D  la  lon- 
gueur dont  je  viens  de  parler,  et  je  la  désignerai  par  la  notation 

L(A,B,C,D). 
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13.  Lorsque  quatre  directions  sont  tangentes  à  un  même 
cycle,  leur  longitude  est  nulle. 

Réciproquement  : 

Si  la  longitude  de  quatre  directions  est  nulle,  elles  sont 
tangentes  à  un  même  cycle. 

14.  Deux  groupes  de  quatre  directions  sont  dits  projectifs  si 
leurs  rapports  anharmoniques  sont  égaux,  ainsi  que  leur  longitude. 

Deux  systèmes  de  directions  sont  dits  projecti/s  si,  étant  prises 
quatre  directions  quelconques  du  premier  système  et  les  directions 
correspondantes  du  second  système,  les  deux  groupes  ainsi  obtenus 
sont  projectifs. 

Tous  les  théorèmes  qui  ont  lieu  relativement  à  deux  systèmes 
de  points  homo  graphique  s  situés  sur  une  même  ligne  droite 
s'appliquent  également  à  deux  systèmes  projectifs  de  direc- 
tions. 

15.  De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  (n®  13)  il  résulte  immédiate- 
ment que,  si  quatre  directions  d'un  des  systèmes  sont  tangentes  à 
un  même  cycle,  les  directions  correspondantes  dans  l'autre  sys- 
tème sont  également  tangentes  à  un  même  cycle. 

A  un  cycle  (ou  un  point)  du  premier  système  correspond  donc 
un  cycle  (ou  un  point)  dans  le  second  système* 

16.  Étant  donnés  deux  cycles  C  et  K,  on  peut  leur  mener  deux 
tangentes  communes  :  j'appellerai  distance  tangentielle  des  deux 
cycles  la  longueur  comprise  entre  les  deux  points  de  contact  sur 
Tune  des  tangentes  communes;  cette  distance  n'est  déterminée 
qu'en  valeur  absolue. 

Considérons  deux  figures  projeclives;  soient  C  et  K  deux  cycles 
appartenant  à  la  première  figure,  A  une  de  leurs  tangentes  com- 
munes touchant  respectivement  ces  cycles  aux  points  a  et  8.  Dési- 
gnons par  B  une  tangente  à  C  infiniment  voisine  de  A  et  passant 
par  le  point  a,  par  D  une  tangente  à  K  infiniment  voisine  de  A  et 
passant  par  le  point  S,  enfin  par  C  une  direction  arbitraire,  par  ^ 
le  point  d'intersection  de  B  et  de  C,  et  par  y  le  point  d'intersection 
de  D  et  de  G. 
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La  loDgilude  des  qualre  directions  A,  B,  C  et  D  a  pour  expres- 
sion 

L( A,  B,  C,  D)  =  «p  —  Py  h>  y5  —  s* ; 


peut  remarquer  que  ^y  est  infiniment  petit  et  qu'en  négligeant 
les  infiniment  petits  on  a 

«P  =  ae,        yS  =  e3; 

On  a  donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits, 

L(A,  B,  C,  D)  =  as  H-  eS  —  oa  =  2a8. 

Si  maintenant  on  remarque  que,  dans  deux  figures  projectives, 
la  longitude  de  quatre  directions  quelconques  est  égale  à  la  longi- 
tude des  quatre  directions  correspondantes,  on  pourra  énoncer  le 
théorème  fondamental  suivant  : 

Étant  donnés,  dans  deux  figures  projectives,  deux  cycles  C 
€t  K  appartenant  à  la  première  figure,  soient  T  une  tangente 
commune  à  ces  deux  cycles,  c  et  k  les  points  où  cette  tangente 
touche  respectivement  les  cycles.  Désignons  par  C  et  YJ  les 
cycles  correspondants  dans  la  seconde  figure,  par  T'  la  tan-- 
gente  commune  qui  correspond  à  T,  et  par  d  et  k  les  points  où 
elle  touche  C  et  K'. 

Cela  posé,  la  longueur  ck  est  égale  en  grandeur  et  en  signe 
à  d k •  C'est  ce  que  j'exprimerai  d'une  façon  plus  concise  (mais 
moins  nette)  en  disant  que  la  distance  tangentielle  de  deux 
cycles  est  égale  à  la  distance  tangentielle  des  deux  cycles  cor- 
respondants. 

IV.  —  Involution. 

17.  Étant  donnés  trois  couples  de  directions  conjuguées  (A,  A'), 
(B,  B')  et  (C,  C),  je  dirai  qu'ils  forment  une  involution  si  quatre 
quelconques  de  ces  directions  et  les  quatre  directions  conjuguées 
sont  projectives.  On  peut  toujours  déterminer  deux  directions  P 
et  V  telles  que  ces  directions  forment  avec  les  trois  couples  donnés 
un  système  harmonique. 

Ces  directions  sont  les  directions  doubles  de  l'involution,  et  il 
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est  facile  de  les  déterminer  quand  on  se  donne  deux  couples  tels 

que(A,  A')et(B,  B')(*). 

18.  Un  système  de  droites  conjuguées  est  dit  en  involution  si, 
étant  prises  quatre  quelconques  de  ces  directions,  ces  directions 
et  les  direclions  conjuguées  forment  un  système  projectif. 

Il  y  existe  alors  deux  direclions  P  et  P',  telles  que  P,  P',  et  deux 
directions  conjuguées  quelconques  forment  un  système  harmo- 
nique. 

Une  involution  peut  se  définir  au  moyen  des  deux  directions 
doubles  P  et  P',  ou  encore  (ce  qui  sera  préférable  si  ces  directions 
sont  imaginairement  conjuguées)  au  moyen  du  point  de  rencontre 
de  ces  directions  et  d'un  quelconque  des  cycles  qui  leur  sont  tan- 
gents. 

En  appelant  O  le  point  de  rencontre  des  deux  directions  doubles 
P  et  P',  la  droite  passant  par  ce  point,  et  qui  est  le  lieu  des  centres 
des  cycles  tangents  à  P  et  à  P,  sera  dite  Vaxe  de  V involution^  la 
droite  passant  par  ce  même  point  perpendiculairement  à  Taxe  la 
droite  double  de  V involution. 

19.  Tous  les  théorèmes  relatifs  à  un  système  de  points  en 
involution  sur  une  même  droite  ont  lieu  relativement  à  un 
système  de  directions  en  involution  m 

V.  —  Transformation  par  directions  réciproques. 

20.  Soient  O  un  point  fixe  et  K  un  cycle  pris  arbitrairement 
dans  le  plan,  P  et  P'  les  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  que  du 
point  O  on  peut  mener  au  cycle  K;  à  chaque  direction  D  du  plan 
on  peut  faire  correspondre  une  direction  D'  telle  que  les  direc- 
lions D,  D'  et  P,  P'  fassent  un  système  harmonique. 

Je  désignerai  cette  transformation  sous  le  nom  de  transforma- 
tion  par  directions  réciproques  ;  il  est  clair,  en  effet,  qu'à  la 
direction  D'  correspond  la  direction  D. 


(*)  Je  laisse  de  côté  la  solution  de  ce  problème  et  des  problèmes  analogues; 
elle  ne  présente  aucune  difficulté,  mais  exigerait,  pour  être  claire,  d'assez  nom- 
breuses figures.  Le  lecteur  y  suppléera  facilement. 
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Les  deux  droites  P  et  P'  seront  les  deux  directions  doubles  de 
la  transformation,  la  droite  qui  joint  le  point  O  au  centre  de  K 
l'axe  de  la  transformation,  et  la  droite  R,  menée  par  O  perpendi- 
culairement à  l'axe,  la  droite  double  de  la  transformation. 

SI  une  direction  mobile  A  enveloppe  une  courbe  M,  la  direc- 
tion conjuguée  (ou  réciproque)  A'  enveloppera  une  courbe  M'  qui 
sera  dite  la  transformée  ou  la  réciproque  de  M. 

21.  Il  est  clair,  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  sur  l'involulion, 
qu'un  système  de  directions  et  le  système  transformé  sont  pro- 
jectifs;  ou  voit  donc  immédiatement  que  tout  cycle  a  pour  réci^ 
proque  un  cycle  {ou  un  point). 

Si  deux  cycles  CétK  ont  pour  réciproques  les  cycles  C  et  K', 
la  distance  tangentielle  des  deux  cycles  C  e^  K  est  égale  à  la 
distance  tangentielle  des  cycles  ÇJ  et¥J  {^). 

22.  Deux  directions  réciproques  rencontrent  la  droite  double 
R  en  deux  points  équidistants  du  centre  O  de  la  transfor- 
mation, 

23*  Étant  donnée  une  droite  quelconque  A,  à  celte  droite  cor- 
respondent les  deux  directions  opposées  -h  A  et  —  A,  auxquelles 
correspondent,  après  la  transformation,  deux  directions  D  et  D'  : 
je  dirai  que  ces  deux  directions  sont  associées.  Ainsi  : 

Deux  directions  sont  associées  si  leurs  réciproques  sont 
opposées. 

Un  cycle  se  transforme  généralement  en  un  autre  cycle;  il  peut, 
dans  certains  cas,  se  transformer  en  un  point,  et  je  dirai  alors  que 
c'est  un  cycle  singulier, 

2i.  Les  tangentes  communes  à  deux  cycles  singuliers  ont 
pour  réciproques  deux  directions  opposées  et,  par  suite,  sont 
deux  droites  associées. 


(^)  Cette  proposition,  des  plus  importantes  dans  la  théorie  de  la  transformation 
par  directions  réciproques,  est  analogue  à  la  propriété  suivante  :  Vangle  sous 
lequel  se  coupent  deux  cercles  se  conserve  après  une  transformation  ^par 
rayons  vecteurs  réciproques. 
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Réciproquement  : 

Tout  cycle  tangent  à  deux  directions  associées  est  un  cycle 
singulier;  un  cycle  est  singulier,  si  les  tangentes  qu'il  a  en 
commun  avec  un  autre  cycle  singulier  quelconque  sont  des 
directions  associées. 

En  particulier,  le  point  O,  centre  de  la  transformation,  est  un 
cycle  singulier;  pour  qu^un  cycle  soit  singulier,  il  faut  dont  et  il 
suffît  que  les  tangentes  qu^on  peut  lui  mener  parle  point  O  soient 
des  directions  associées. 

25.  Soient  Q  et  Q'  les  conjuguées  harmoniques  des  directions 
isotropes,  relativement  aux  droites  P  et  P;  il  résulte  de  ce  qui 
précède  que  : 

Pour  qu'un  cycle  soit  singulier,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
tangentes  qu'on  peut  lui  mener  du  point  O  constituent  avec 
les  directions  Q  et  Q'  un  système  harmonique. 

26.  Étant  donné  un  cycle  singulier  quelconque,  pour  quun 
autre  cycle  soit  singulier,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  centre  de 
similitude  soit  sur  la  droite  R. 

Deux  droites  associées  quelconques  se  coupent  sur  la  droite  R. 

Chaque  point  de  la  droite  R  doit  être  regardé  comme  un 
(^cle  singulier,  le  point  correspondant  étant  le  symétrique  dit 
point  donné  relativement  au  point  O. 

27.  Soient  C  et  C  deux  cycles  réciproques  quelconques; 
désignons  par  C"  le  symétrique  de  G'  relativement  à  Vaxe  de 
la  transformation  :  les  deux  cycles  G  et  C"  ont  pour  axe  radical 
la  droite  double  R. 

28.  Étant  donné  un  cercle  quelconque  K,  à  ce  cercle  corres- 
pondent deux  cycles  opposés  -h  K  et  —  K;  en  désignant  par  C 
et  G'  leurs  transformés,  je  dirai  que  G  et  G'  sont  deux  cycles 
associés. 

29.  La  transformation  par  directions  réciproques  me  paraît, 
dans  Tétude  de  la  Géométrie  plane,  devoir  être  employée  avec 
avantage  à  côté  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE   DE  DIRECTION.  6oi 

proques  (il  est  évident  que  cette  dernière  transforme  un  cycle  en 
vin  autre  cycle  ou  une  direction). 

On  peut  toujours  eflectuer  la  transformation  de  telle  sorte  qu*à 
deux  directions  données  D  et  D'  correspondent  deux  directions 
opposées  -h  A  et  —  A;  on  voit  qu^alors  aux  cycles  tangents  à  D  et 
âi  D'  correspondent  des  points  de  la  droite  A. 

Comme  application,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Mener  un  cycle  tangent  à  trois  cycles  donnés. 

Construisons  les  tangentes  communes  à  deux  des  cycles,  et 
effectuons  une  transformation  telle  que  ces  deux  tangentes  se 
transforment  en  deux  directions  opposées  :  les  deux  cycles  dont  je 
'viens  de  parler  se  transformeront  alors  en  deux  points,  et  le  pro- 
blème sera  ramené  immédiatement  au  suivant,  qui  a  deux  solu- 
tions : 

Mener  par  deux  points  un  cycle  tangent  à  un  cycle  donné. 

Plus  généralement,  on  peut  toujours  effectuer  une  transforma- 
tion, de  telle  sorte  que  trois  cycles  donnés  se  transforment  en  trois 
points  (*). 

VI.  —  Cas  particuliers  iuportants  de  la  transformation 

PAR  DIRECTIONS  RÉCIPROQUES. 

30.  Deux  cas  particuliers  sont  particulièrement  à  remarquer. 

En  premier  lieu,  les  deux  directions  doubles  P  et  P  peuvent 
être  opposées;  il  est  facile  de  voir  alors  que  la  réciproque  d'une 
direction  donnée  est  sa  symétrique  par  rapport  à  la  droite  com- 
mune qui  contient  les  deux  directions. 

Deux  figures  réciproques  sont  alors  symétriques  par  rapport  à 
Taxe  de  la  transformation. 

En  second  lieu,  les  deux  directions  doubles  peuvent  être  des 
directions  isotropes.  En  désignant,  comme  plus  haut,  par  O  le 
point  de  rencontre  de  ces  directions,  on  voit  aisément  que  la  réci- 


(*)  Depuis  que  cette  Noie  a  été  communiquée  à  la  Société,  j'ai  reconnu  qu'il 
était  utile  de  modifier  légèrement  la  défînition  précédente  de  la  transformation 
par  directions  réciproques;  je  développerai  ce  point  dans  une  prochaine  Commu- 
nication. 


*  * 
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proque  d^une  direction  donnée  est  sa  sjrmétrique  par  rapport  au 
point  O. 

Deux  figures  réciproques  sont  alors  symétriques  par  rapport  au 
point  O . 

VII.  —  Courbes  en  involution.  —  Hypercycles. 

31.  Considérons  une  transformation  par  directions  réciproques 
définie  par  ses  deux  directions  doubles  P  et  F,  et  une  courbe  M 
(j'entends  ici  par  courbe  une  suite  de  points  se  suivant  dans  un 
sens  déterminé,  en  sorte  qu'en  chaque  point  de  cette  courbe  la 
tangente  ait  une  direction  déterminée), 

La  courbe  M  sera  dite  en  involution  si,  D  désignant  une  direc- 
tion quelconque  tangente  à  cette  courbe  et  D' la  réciproque  de  D, 
la  direction  D'  est  elle-même  tangente  à  M. 

Les  tangentes  à  M  sont  ainsi  conjuguées  deux  à  deux,  de  telle 
sorte  que  chaque  couple  de  tangentes  conjuguées  et  les  deux  direc- 
tions fondamentales  P  et  P  constituent  un  système  harmonique. 

32.  Étant  donnée  une  courbe  en  involution,  considérons  une 
direction  A  prise  arbitrairement  dans  le  plan  et  ses  conjuguées 
harmoniques  relativement  aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de 
la  courbe  :  ces  conjuguées  enveJoppent  une  courbe  A'. 

En  considérant  une  autre  direction  B,  on  aurait  une  autre 
courbe  B',  enveloppe  des  conjuguées  harmoniques  de  B  relative- 
ment aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de  la  courbe.  Cela  posé, 
si  A'  est  un  cycle,  je  dis  que  B'  est  également  un  cycle. 

On  peut,  en  eilet,  énoncer  cette  proposition  : 

Étant  donné  un  système  de  directions  en  involution,  les  con- 
juguées harmoniques  de  deux  directions  quelconques  relative- 
ment aux  couples  de  directions  conjuguées  de  V involution 
forment  deux  systèmes  projectifs  (  '  ). 


(')  Comme  je  l'ai  dit  plus  haul,  tous  les  lliéorèmes  relatifs  aux  systèmes  de 
points  situés  en  ligne  droite  ont  leurs  analogues  relativement  aux  systèmes  de 
directions  dans  un  même  plan;  la  proposition  sur  laquelle  je  m'appuie  ici  découle 
immédiatement  de  la  proposition  bien  connue  qui  suit  : 

Si  quatre  couples  de  points  sont  en  involution,  les  conjugués  harmoniques 
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Il  résulte  de  là  que  B'  et  A'  sont  deux  courbes  projeclîves,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

33.  J'appellerai  hypercycle  une  courbe  en  involution  M  jouis- 
sant de  la  propriété  énoncée.  Une  telle  courbe  sera  donc  définie 
par  les  deux  directions  fondamentales  P  et  P',  par  une  direction  A 
et  par  le  cycle  K,  qui  est  l'enveloppe  des  conjuguées  harmoniques 
de  A  relativement  aux  tangentes  conjuguées  de  M;  je  dirai  que  le 
cycle  K  est  le  cycle  polaire  de  la  direction  A. 

On  voit  qu'à  chaque  direction  du  plan  correspond  un  cycle 
polaire,  et  l'on  démontrera  facilement  les  propositions  suivantes  : 

Si  K  est  le  cycle  polaire  d'une  direction  donnée  A  relative- 
ment à  un  hypercycle  M,  le  cycle  polaire  de  toute  tangente 
à  K  est  tangent  à  la  direction  A. 

Les  tangentes  communes  aux  cycles  polaires  de  deux  direc- 
tions  opposées  -+-  D  ^^  —  D  ont  pour  cycles  polaires  deux  points 
de  la  droite  D. 

On  conclut  de  là  qu'il  y  existe  une  infinité  de  directions  dont 
les  cycles  polaires  se  réduisent  à  des  points. 

34.  11  est  clair  qu'un  hypercycle  M  se  transforme  en  un  hyper- 
cycle M'  par  une  transformation  par  directions  réciproques;  si  P 
et  P'  sont  les  deux  directions  fondamentales  de  M,  les  réciproques 
de  P  et  de  P^  sont  les  directions  fondamentales  de  M'. 

De  là  résulte  que,  si  P  et  P'  sont  réelles,  on  peut  toujours  effec- 
tuer une  transformation  réelle  de  telle  sorte  que  les  réciproques 
de  P  et  P'  soient  opposées,  et  par  suite  que  la  transformée  ait  un 
axe  de  symétrie. 

Si,  au  contraire,  P  et  P'  sont  imaginairement  conjuguées,  on 
peut  effectuer  une  transformation  réelle  de  telle  sorte  que  les  réci- 
proques de  P  et  de  P'  soient  deux  directions  isotropes,  et  alors  la 
transformée  a  un  centre  de  symétrie. 


d*un  point  de  la  droite,  pris  à  volonté,  relatifs  aux  quatre  couples  de  points, 
ont  toujours  le  même  rapport  anharmonique,  quel  que  soit  ce  point  (  Chasles, 
Traité  des  sections  coniques,  p.  99). 


SUR  LA. 

TRANSFORMATION  PAR  DIRECTIONS  RÉCIPROQM 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences;  1881. 


Dans  une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique (Sur  la  Géométrie  de  direction^  t.  VIII,  p.  196),  fai 
fait  connaître  une  transformation  nouvelle  qui  présente  la  plas 
grande  analogie  avec  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques; je  me  propose  d^exposer  brièvement  comment  on  peut 
l'étendre  à  Tespace. 

1.  Une  surface  S,  étant  donnée,  partage  Pespace  en  deux 
régions,  et  Ton  peut  fixer  arbitrairement  celle  de  ces  régions  que 
Ton  regarde  comme  extérieure  à  la  surface;  je  désignerai  sous  le 
nom  de  semi-sur/ace  une  surface  ainsi  définie.  A  un  plan  corres- 
pondent, par  exemple,  deux  semi-plans  que  Ton  peut  appeler 
opposés  et  que  l'on  doit  regarder  comme  deux  semi-surfaces  dis- 
tinctes; à  une  surface  correspondent  également  deux  demi-sphères 
opposées. 

Pour  que  deux  demi-surfaces  se  touchent  en  un  point,  il  faut 
non  seulement  qu'elles  aient  même  tangente  en  ce  point,  mais 
encore  que  les  régions  extérieures  aux  deux  surfaces  soient  les 
mêmes  dans  le  voisinage  de  ce  point.  De  là  résultent  immédiate- 
ment les  propositions  suivantes  : 

On  ne  peut  mener  à  une  semi-sphère  qu'un  semi-plan 
parallèle  à  un  semi-plan  donné;  une  semi-sphère  est  déter- 
minée par  la  condition  qu'elle  touche  quatre  semi-plans 
donnés,  et  un  semi-cône  de  révolution  par  la  condition  qu'il 
louche  trois  semi-plans  donnés. 
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Cela  posé,  la  transformation  par  directions  réciproques  est  entiè- 
rement définie  par  les  conditions  suivantes  : 

Deux  semi-plans  réciproques  se  coupent  sur  un  plan  fixe  que 
j^appellerai  plan  fondamental;  deux  couples  de  semi-plans  réci- 
proques forment  un  système  de  quatre  semi-plans  tangents  à  un 
semi-cône  de  révolution. 

La  transformation  est  évidemment  déterminée  quand  on  se 
donne  le  plan  fondamental  et  deux  semi-plans  réciproques. 

2.  Voici  les  propriétés  fondamentales  de  cette  transformation  : 
A  un  système  de  semi-plans  parallèles  correspond  un  système 

de  semi-plans  parallèles;  à  une  semi-sphère  correspond  une  semi- 
sphère  qui  peut  se  réduire  à  un  point;  à  un  semi-cône  de  révolu- 
tion, une  semi-surface  de  même  nature  qui  peut  se  réduire  à  un 
cylindre  de  révolution  ou  à  une  droite. 

On  peut  toujours  effectuer  une  transformation  telle  que  quatre 
semi-sphères  données  se  transforment  en  quatre  points. 

Si  trois  semi-surfaces  touchent  un  semi-plan  aux  points  a,  6,  c 
et  si  les  semi-surfaces  réciproques  touchent  le  semi-plan  réci- 
proque aux  points  a,  ^,  v,  les  triangles  abc  et  a^y  sont  égaux. 

Les  lignes  de  courbure  des  semi-surfaces  sont  conservées  dans 
la  transformation. 

Deux  cas  sont  particulièrement  à  remarquer.  En  premier  lieu, 
si  le  plan  fondamental  est  à  Tinfini,  la  transformée  est  une  semi- 
surface  parallèle  à  la  semi-surface  donnée;  en  second  lieu,  si  un 
cône  isotrope  a  pour  réciproque  un  cylindre  droit  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  au  plan  fondamental,  on  a  la  transformation 
remarquable  due  à  M.  Bonnet  (*). 

3.  Si  Ton  prend  une  surface  algébrique  quelconque  et  si  l'on 
fixe  arbitrairement  la  région  que  l'on  regarde  comme  extérieure, 
la  semi-surface  ainsi  obtenue  ne  forme  généralement  un  être  géo- 
métrique que  si  on  lui  adjoint  la  semi-surface  opposée;  elle  doit 
être  considérée  comme  une  semi-surface  composée  de  deux  feuil- 
lets superposés  et  opposés  entre  eux,  ces  feuillets  formant  les  deux 


(  *  )  Note  sur  un  genre  particulier  de  sur/aces  réciproques  (  Comptes  rendus, 
t.  XLII,  p.  485). 
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nappes  de  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  infiniment  petit  dont 
le  centre  décrit  la  surface.  Une  quadrique,  par  exemple,  doit  être 
regardée  comme  une  semi-quadrique  de  quatrième  classe.  Cepen- 
dant quelques  semi-surfaces,  composées  d'une  seule  nappe,  for- 
ment un  être  géométrique  distinct  :  telles  sont  celles  qui  provien- 
nent du  plan,  de  la  sphère,  et  en  général  de  toutes  les  antîcaustiques 
des  surfaces  algébriques. 

4.  La  transformée  d'une  semi-surface  S  est  une  anticaustique; 
abaissons,  en  effet,  de  chaque  point  M  de  S  une  perpendiculaire 
MP  sur  le  plan  fondamental,  et  prenons  sur  MP  un  point  M'  tel 
que  le  rapport  de  M'P  à  MP  soit  constant  v  le  point  M'  décrit  une 
surface  S'.  Cela  posé,  si,  l'indice  de  réfraction  étant  convenable- 
ment choisi,  des  rayons  perpendiculaires  au  plan  fondamental  se 
réfractent  sur  S',  la  réciproque  de  S  est  une  des  catacaustiques 
de  S';  on  obtiendra  du  reste  toutes  ses  catacaustiques  en  dépla- 
çant le  plan  fondamental  parallèlement  à  lui-même. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  sait  déterminer  les  lignes  de  courbure 
des  anticaustiques  de  S'  si  l'on  sait  les  déterminer  pour  la  semi- 
surface  S.  En  particulier,  si  S'  est  une  semi-quadrique,  il  en  est  de 
même  de  S,  et  l'on  voit  que  Ton  peut  obtenir  les  lignes  de  cour- 
bure des  anticaustiques  des  surfaces  du  second  ordre,  les  rayons 
incidents  étant  parallèles,  proposition  que  j'avais  déjà  démontrée 
dans  mon  Mémoire  Sur  une  sur/ace  de  quatrième  classe,  etc. 
(Journal  de  Mathématiques  y  3*^  série,  t.  II,  p.  i43). 

M.  Darboux  qui,  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  dans  sa 
dernière  séance,  a  bien  voulu  rappeler  ce  résultat,  a  démontré  de 
plus  que  ces  anticaustiques  sont  les  surfaces  les  plus  générales  de 
la  quatrième  classe,  qui  ont  pour  ligne  double  l'ombilicale. 

Des  propositions  qui  précèdent  il  résulte  qu'elles  peuvent  être 
considérées  comme  les  transformées  des  semi-quadriques;  or,  si 
l'on  considère  une  semi-surface  quelconque  S  de  quatrième  classe 
ayant  pour  ligne  double  l'ombilicale,  et  pour  autre  ligne  double  la 
conique  A,  on  voit  que  chaque  point  M  de  k  est  le  sommet  de  deux 
semi-cônes  de  révolution  circonscrits  à  2;  tous  ces  semi-cones 
peuvent,  par  une  transformation  convenable,  être  transformés  en 
droites  se  partageant  en  deux  systèmes  tels  qu'une  droite  quel- 
conque de  l'un  des  systèmes  rencontre  toutes  les  droites  de  l'autre 
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système.  D'où  il  suit  que  la  transformée  est  une  semi-quadrique,  ce 
qui  démontre  le  beau  théorème  de  M.  Darboux;  on  voit  également, 
comme  Ta  énoncé  ce  géomètre,  que  2  peut  être,  de  quatre  façons 
différentes,  considérée  comme  anticaustique  d'une  quadrique. 

La  surface  la  plus  générale  de  quatrième  classe,  qui  a  pour  ligne 
double  l'ombilicale,  est  donc  la  transformée  par  directions  réci- 
proques d'une  semi-quadrique,  et  un  grand  nombre  de  ses  pro- 
priétés métriques  se  déduisent  immédiatement  des  propriétés  des 
génératrices  rectilignes  des  quadriques  et  des  propriétés  des  cônes 
de  révolution  qui  leur  sont  circonscrits. 


TRANSFORMATIONS  PAR  SEMI-DROITES  RÉCIPROQUES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;  i88a. 


1.  Une  droite  étant  donnée,  on  peut  supposer  qu'elle  soit 
décrite  dans  un  certain  sens  par  un  point  mobile;  une  telle  droite, 
déterminée  ainsi  par  sa  position  et  le  sens  dans  lequel  elle  est 
décrite,  est  désignée  sous  le  nom  de  semi-droite  ;  ce  sens  est 
indiqué  sur  la  figure  par  une  flèche  placée  près  de  la  droite  (  fi  g.  i). 

Une  même  droite  pouvant  être  décrite  dans  deux  sens  difTérents 
détermine  deux  semi-droites  distinctes,  que  Ton  appelle  semi- 
droites  opposées. 

2.  Un  cercle  étant  donne,  on  peut  supposer  également  qu'il  soit 
décrit  dans  un  certain  sens  par  un  point  mobile;  un  tel  cercle, 
déterminé  ainsi  par  sa  position  et  le  sens  dans  lequel  il  est  décrit, 
est  désigné  sous  le  nom  de  cycle;  ce  sens  est  indiqué  sur  la  figure 
par  une  (lèche  placée  près  de  la  circonférence  du  cycle. 

Un  même  cercle,  pouvant  être  décrit  dans  deux  sens  différents, 
détermine  deux  cycles  distincts  que  l'on  appelle  cycles  opposés, 

3.  En  un  point  A  d'un  cycle,  la  tangente  doit  être  considérée, 

Fig.  I. 


A  »       p 


A' 


le  lon^  de  Télément  infiniment  petit  commun  au  cycle,  comme 
décrite  dans  le  même  sens  que  le  cycle;  la  tangente  au  point  A  est 
donc  une  semi-droite  bien  déterminée. 
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De  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

I®  On  ne  peut  mener  à  un  cycle  donné  qu*une  tangente 
rallèle  à  une  semi-droite  donnée. 

Il  est  claîr,  en  effet,  qu'on  peut  mener  au  cercle  déterminé  par 
le  cycle  deux  tangentes  parallèles  à  la  droite  déterminée  par  la 
semi-droite  donnée;  mais,  si  Ton  désigne  par  A  et  par  A'  les 
points  de  contact  de  ces  tangentes,  on  voit  que  les  tangentes  en  ces 

points  ont  des  directions  opposées;   une  seule  d'entre  elles  est 

donc  parallèle  à  la  semi-droite  donnée. 

2"  Deux  cycles  donnés  ont  deux  tangentes  communes  et  rien 
ont  que  deux. 

Sur  \di  fig,  2,  on  voit  que  les  serai-droites  AA'  et  BB'  sont  tan- 
gentes à  la  fois  aux  deux  cycles  K  et  K'.  Les  cercles  déterminés 
par  ces  cycles  ont  quatre  tangentes  communes,  dont  deux  sont 
précisément  AA'  et  BB';  si  l'on  considère  une  quelconque  des 

Fig.  2. 


deux  autres,  par  exemple  GC,  il  est  aisé  de  voir  que,  quel  que  soit 
le  sens  dans  lequel  on  suppose  décrite  cette  droite,  elle  ne  peut 
toucher  les  deux  cycles  donnés,  d'après  la  définition  donnée  du 
contact  d'un  cycle  et  d'une  semi-droite. 

Deux  cycles  ont  donc  seulement  deux  tangentes  communes  ; 
leur  point  de  rencontre  P  est  le  centre  de  similitude  des  deux 
cycles. 

Ce  centre  de  similitude  est  unique  (*). 


(•)  Une  proposition  bien  connue  peut,  par  suite  de  cette  dcfinition,  s'énoncer 
de  la  façon  suivante  : 

Étant  donnés  trois  cycles,  les  trois  centres  de  similitude  de  ces  cycles  pris 
deux  à  deux  sont  en  ligne  droite. 

L.  —  II.  3g 


6lO  GKOMÉTRIE. 

La  distance  AA',  coDiprise  sur  Tune  des  tangentes  communes 
entre  les  points  de  contact  avec  les  cycles,  est  la  distance  tangen- 
tielle  des  cycles;  elle  n'est  déterminée  qu'en  valeur  absolue,  mais 
non  en  signe. 

4.  Le  rayon  d'un  cycle  sera  regardé  comme  positif  si  ce  cycle 
est  décrit  dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre, 
comme  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Par  suite,  en  désignant  par  T  la  distance  tangentielle  des  deux 
cycles  dont  les  centres  sont  O  et  O',  \9ifig.  2  montre  immédiate- 
ment que,  en  désignant  par  D  la  distance  des  centres,  on  a  la  rela- 
tion 

T«=D«  — (R  — R')«. 

Cette  formule  détermine,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  distance 

tangentielle  de  deux  cycles;  en  particulier,  si  nous  considérons 

deux  cycles  opposés,  si  le  rayon  d'un  de  ces  cycles  est  R,  l'autre 

est  —  R;  d'ailleurs,  la  distance  de  leurs  centres  est  nulle;  on  a 

donc,  dans  ce  cas, 

T*  =  — 4R*. 

5.  Une  semi-droite  étant  donnée,  ainsi  qu'un  point  P,  le  cycle 
qui  a  pour  centre  ce  point  et  qui  touche  la  semi-droite  est  bien 
déterminé;  la  distance  du  point  P  à  la  semi-droite  est  le  rayon  de 
ce  cycle  :  elle  est  donc  déterminée  en  grandeur  et  en  signe. 

().  Un  point  doit  élre  considéré  comme  un  cycle  d'un  rayon 
inlininicnt  petit;  toutes  les  semi-droites  passant  par  ce  point 
doivent  être  considérées  comme  tangentes  à  ce  cycle. 

7.  Etant  données  deux  semi-droites  quelconques,  on  peut  con- 
struire une  infinité  de  cvcles  qui  leur  soient  tangents;  les  centres 
do  rrs  oycles  sont  situés  sur  une  même  droite  que  Ton  appellera  la 
hissrrtricr  des  semi-droitcs. 

Si,  lo  point  P  d'intersection  des  semi-droites  restant  fixe,  l'angle 
i\\\r  WmxI  ces  semi-droites  diminue  indéfiniment,  en  sorte  qu'elles 
((MidiMit  loulos  les  deux  à  se  confondre  avec  leur  bissectrice,  les 
rnViiUM  tl«*  lous  les  cvcles  inscrits  diminuent  indéfiniment  et  à  la 
liinilo  10  rêiluisont  à  dos  points,  tandis  que  les  deux  semi-droites 
ili)\iiMiMont  doux  semi-droites  opposées. 
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On  voit  ainsi  que  les  cycles  qui  louchent  deux  semi-droites 
opposées  sont  les  divers  points  de  la  droite  qu'elles  déterminent. 

8.  Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  qu'un  cycle  assujetti  à  tou- 
cher trois  semi-droites  données  est  entièrement  déterminé.  Son 
centre  est  le  point  de  rencontre  des  trois  bissectrices  des  semi- 
droites  prises  deux  à  deux. 

MÉTHODE   DE   TRANSFORMATION  PAR  SfiMI-DROITES  RÉCIPROQUES. 

9.  Considérons  une  droite  fixe  Q  ;  traçons  dans  le  plan  un  cycle 
quelconque  K  ayant  pour  centre  le  point  O  et,  sur  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  O  sur  la  droite  O,  prenons  un  point  arbi- 
traire P  (^fig*  3). 

Cela  posé,  à  chaque  semi-droite  MN  du  plan  on  peut  faire  cor- 


respondre une  autre  semi-droite  de  la  façon  suivante  :  menons  au 
cycle  K  la  tangente  AB  parallèle  à  MN,  joignons  le  point  de  con- 
tact A  au  point  P,  et,  au  point  A'  où  la  droite  ainsi  obtenue  ren- 
contre le  cycle,  menons  la  tangente  A'B';  menons  enfin,  par  le 
point  M  où  la  semi-droite  donnée  coupe  la  droite  fixe  Û,  une  semi- 
droite  MN' parallèle  à  A'B'. 

MN'  correspond  ainsi  à  MN,  et  il  est  clair,  en  examinant  les 
constructions  efiectuées,  que  MN  correspond  réciproquement 
à  MN';  on  dit  que  ces  deux  semi-droites  sont  réciproques. 

Il  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède  que  : 

I**  Deux  semi-droites  réciproques  se  coupent  sur  la  droite  Ù 
que  l'on  appelle  /'axe  de  transformation; 

2°  Des  semi-droites  parallèles  ont  pour  réciproques  des 
semi-droites  parallèles. 


6ia  GÉOMÉTRIE. 

10.  Si,  du  point  P,  on  mène  des  tangentes  au  cycle  K,  on  voit 
que  les  semi-droites  parallèles  à  ces  tangentes  sont  leurs  réci- 
proques à  elles-mêmes.  Il  y  a  donc  deux  séries  de  semi-droites 
parallèles  qui  se  transforment  en  elles-mêmes;  ces  semi-droites 
font  des  angles  égaux  avec  Taxe  de  transformation.  Il  est  toutefois 
à  remarquer  que  ces  semi-droites  ne  sont  réelles  que  si  le  point  P 
est  extérieur  au  cycle  K. 

H.  Théorème.  —  Deux  couples  quelconques  de  semi-droites 
réciproques  sont  tangents  à  un  même  cycle. 

• 

Soient,  en  efTet,  û  Taxe  de  transformation,  MN  et  MN'  deux 
semi-droites  réciproques,  SK  une  semi-droite  quelconque  du  plan 

{fig.  4). 

Construisons  le  cycle  qui  touche  les  semi-droites  MN,  MN' 
et  SR;  menons  la  droite  NN'  qui  joint  les  points  de  contact  de  MN 


et  de  MN',  et  désignons  par  P  le  point  où  cette  droite  coupe  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  l'axe  û.  Il  est  clair, 
d'après  ce  qui  précède,  que  la  transformation  qui  a  pour  axe  û  et 
dans  laquelle  MN  correspond  k  MN'  peut  être  définie  au  moven  du 
cycle  K  et  du  point  P.  Si  maintenant  on  remarque  que  P  est  le 
pôle  de  la  droite  Q  relativement  au  cycle  K,  on  voit  que  la  tan- 
gente RS'  est  la  réciproque  de  SR;  les  deux  couples  de  semi- 
droites  réciproques  MN  et  MN',  RS  et  RS'  sont  deux  tangentes  au 
C}cle  K,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

12.  La  transformation  par  semi-droites   réciproques  est  aussi 
caractérisée  par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

Deux  semi-droites  réciproques  se  coupent  sur  Uaxe  de  tram- 


TRANSFORMATIONS  I^AR  SEMI-DROITES   RECIPROQUES. 


6l3 


jformation ;  deux  couples  de  semi-droites  réciproques  sont  tan- 
g'ents  à  un  même  cycle  (*). 

Il  est  clair  que  la  transformation  est  entièrement  défînie  quand 
OQ  se  donne  Taxe  de  transformation  et  deux  semi-droites  réci- 
proques D  et  D'.  Pour  obtenir  la  réciproque  d'une  semi-droite 
quelconque  A,  que  Von  construise  le  cycle  tangent  à  D,  D'  et  A, 
et  que,  par  le  point  M  où  A  coupe  Taxe  de  transformation,  on 
mène  la  deuxième  tangente  au  cycle,  cette  tangente  sera  la  semi- 
droite  cherchée. 

13.  Considérons  une  courbe  K  comme  l'enveloppe  d'une  semi- 
droite  mobile  A,  la  réciproque  A'  de  A  enveloppera  une  courbe  K' 
qu'on  appelle  la  transformée  de  la  courbe  K. 

Théorème.  —  Quand  on  effectue  une  transformation  par 
semi-droites  réciproques,  un  cycle  a  pour  transformé  un  autre 
cycle. 

Soit  Q  l'axe  de  transformation,  et  considérons  un  cycle  quel- 

Fig.  5. 


conque  K  coupant  l'axe  aux  points  A  et  B.  Menons  à  ce  cycle  des 
tangentes  MN  et  M'N'  parallèles  à  la  direction  des  semi-droites 


(*)  La  transformalion  par  rayons  vecteurs  réciproques  est  également  caracté- 
risée par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

Deux  points  réciproques  sont  situés  sur  une  droite  passant  par  le  pôle  de 
transformation  ; 

Deux  couples  de  points  réciproques  sont  situés  sur  un  même  cercle. 
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qui,  dans  la  transformalion,  sont  leurs  réciproques  à  elles-mêmes, 
et  désignons  par  P  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  {Jig*  5). 

Cela  posé,  construisons  le  second  cjcie  K'  qui,  passant  par  les 
points  A  et  B,  touche  les  semi-droites  PM  et  PM';  je  dis  que  le 
cycle  R'  est  le  transformé  de  K. 

On  voit  en  effet  que  la  transformation  est  définie  par  Taxe  û, 
le  cycle  K  et  le  point  P  (9). 

Par  le  point  P,  menons  une  sécante  quelconque  coupant  le 
cycle  R'  au  point  a  et  le  cycle  R  aux  points  P  et  y.  On  sait  que  les 
tangentes  menées  en  a  et  y  se  coupent  en  un  point  T  de  l'axe 
radical  Q  des  deux  cycles;  d^ailleurs,  ^û  est  parallèle  à  aT  :  il 
résulte  donc  de  la  définition  .donnée  plus  haut  (9)  que  aT  et  yT 
sont  deux  semi-droites  réciproques.  L'enveloppe  des  réciproques 
des  semi-droites  qui  enveloppent  R  est  donc  le  cycle  R'  :  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

14.  On  voit  ainsi  qu'un  cycle  R  a  pour  réciproque  un  cycle  R'. 
La  relation  qui  existe  entre  deux  cycles  réciproques  est  caracté- 
risée par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

1°  Leur  axe  radical  est  l'axe  de  transformation  ; 

2°  Leurs  tangentes  communes  sont  parallèles  à  deuw  direc- 
tions fixes  y  à  savoir  aux  directions  des  senii- droites  qui  se  trans- 
forment en  elles-mêmes. 

Désignons  respectivement  par  R  et  R'  les  rayons  des  deux  cycles 
(ces  quantités  étant  données  en  grandeur  el  en  signe)  et  par  D 
et  D'  les  distances  de  leurs  centres  à  Taxe  (  *  ). 

La  première  propriété  donne  la  relation  suivante 

et  la  deuxième,  la  relation 

(I)  D  — D'=a(H  -  R'), 

OÙ  a  désigne  une  constante  caractérisant  la  transformation;  d'où 


(^  )  On  doit  ici  considérer  l'axe  de  Iransformation  comme  une  semi-droite,  en 
lui  doiititinl  un  sens  arbitraire,  de  sorte  que  D  et  D'  sont  aussi  déterminées  en 
IjrMiHlfiur  rt  en  signe. 
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encore,  en  combinant  ces  deux  relations, 
(a)  D-f-D'=  l(R-4-R'). 

On  en  déduit 


a 


"*  I  — a* 


_,       2aD— R(n-a«) 

K    =: 


Le  cycle  K'  est  ainsi  complètement  déterminé,  quand  le  cycle  K 
est  donné,  puisque  Ton  connaît  la  distance  de  6on  centre  à  Taxç 
et  son  rayon. 

Remarques.  —  Le  cycle  K'  se  réduit  à  un  point,  si  R'==  o,  ce 
qui  exige  que  Ton  aU 

Ra«  — 9.aD-+-  R  =  o, 
d'où 

a  =  D  ±  /D*—  R». 

Il  en  résulte  qu'un  cycle  étant  donné,  ainsi  que  l'axe  de  transfor- 
mation, on  peut  toujours  déterminer  le  module  a  de  la  transfor- 
mation, de  façon  que  ce  cycle  ait  pour  transformé  un  point,  dans 
le  cas  où  ce  cycle  ne  coupe  pas  l'axe.  En  désignant,  en  effet,  par  R 
son  râjon  et  par  D  la  distance  de  son  centre  à  l'axe,  on  voit  que, 
D* — R*  étant  positif,  l'équation  précédente  détermine  pour  le 
modale  a  deux  valeurs  réelles. 

Soit  K  {Jig>  6)  le  cycle  donné;  de  son  centre  O  abaissons  une 

Fig.  6. 


B 


perpendicalaire  OP  sur  l'axe  de  transformation,  et  de  son  pied  P 
comnie  centre  décrivons  le  cercle  qui  coupe  orthogonalement  le 
cyde  donné.  Ce  cercle  coupe  la  droite  OP  en  deux  points  A  et  B; 


6l6  GÉOMÉTRIE. 

on  prouvera  aisément  quUl  eiciste  une  transformation  telle  que 
les  tangentes  au  cycle  K  aient  pour  réciproques  les  semi-droites 
qui  se  croisent  au  point  A.  11  existe  également  une  autre  trans- 
formation dans  laquelle  le  point  B  est  le  réciproque  du  cycle  K. 

Une  transformation  étant  définie  par  Taxe  de  transformation  û 
et  par  le  module  a,  il  y  existe  une  infinité  de  cycles  qui  ont  pour 
transformés  des  points  ;  ils  sont  définis  par  la  relation 

R  2a 


D        a*  4-  I 

Leur  propriété  caractéristique  est  que  leur  rayon  varie  pro- 
portionnellement à  la  distance  de  leur  centre  à  Ca^e;  elle  pré- 
sente une  grande  importance  dans  l'application  de  la  transforma- 
tion par  semi-droites  réciproques  à  la  théorie  des  anticaustiques 
par  réfraction. 

lo.  Théorème.  —  La  distance  tangentielle  de  deux  cycles 
est  égale  à  la  distance  tangentielle  des  deux  cycles  correspon- 
dants^ 

Considérons,  en  effet,  deux  cycles;  désignons  respectivement 
par  R  et  r  leurs  rayons,  par  D  el  rf  les  distances  de  leur  centre  à 
l'axe  de  transformation,  par  p  la  projection  sur  cet  axe  de  la  droite 
qui  joint  leurs  centres,  et  par  T  leur  distance  tangentielle  ;  on  aura 
évidemment 

T2  =  /?5-f-(D  — <f)»— (R  — r)«. 

Soient  de  même  R'  et  /-'  les  rayons  des  cycles  transformés, 
D'  et  rf'  les  distances  de  leurs  centres  à  Taxe,  et  T'  leur  distance 
tangentielle.  Si  l'on  remarque  que  deux  cycles  réciproques  ont 
leurs  centres  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe,  il  est  clair  que 
l'on  a 

Or  les  formules  données  plys  haut  donnent  aisément 


I— a« 


,       5.a(D  — ^/)-(aî-M)(R-r) 

R  =  r  =  — ^^ 

I  —a* 


TRANSFORMATIONS  PAR  SEMI-DROITES  RÉCIPROQUES.  '  617 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  il  viendra, 
toutes  réductions  faites, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée  ('). 

APPLICATIONS   DE  LA   MÉTHODE. 

16.  Soient  trois  cycles  K,  K'  et  K"  ayant  respectivement  pour 
centre  les  points  O,  CV  et  O".  Soient  P'  le  centre  de  similitude  des 
cycles  O  et  O',  P'  le  centre  de  similitude  des  cycles  O  et  O''.  Sup- 
posons que  la  droite  PP'  ne  coupe  pas  le  centre  O;  en  prenant 
cette  droite  pour  axe  de  transformation,  nous  pourrons  toujours, 
en  choisissant  convenablement  le  module  de  la  transformation, 
transformer  le  cycle  O  en  un  point  w.  Les  deux  tangentes  F^A 
et  P'B  auront  pour  transformées  les  semi-droites  opposées  déter- 
minées par  les  points  P'  et  w;  le  cycle  K',  étant  tangent  à  P'A 
et  P^B,  aura  pour  transformé  un  cycle  tangent  à  ces  demi-droites 
opposées,  et,  par  conséquent,  un  point  tù'  qui  sera  l'intersection 
de  P'iù  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  O'  sur  Taxe  P'P'. 

Les  deux  tangentes  P'C  et  P'D  (/ig*  y)  auront  pour  transfor- 
mées les  semi-droites  opposées  déterminées  par  la  droite  Pw,  et  il 
est  clair  que  le  cycle  O",  qui  touche  P'C  et  P'D,  aura  pour  trans- 
formé le  point  o>",  où  P'w  rencontre  la  perpendiculaire  abaissée 
de  O'''  sur  Taxe  P'P'.  Si  Ton  considère  maintenant  les  deux  tan- 
gentes communes  aux  cycles  K'K",  elles  auront  pour  transformées 
les  semi-droites  opposées  déterminées  parles  points  o)'  et  to'^.  D'où 
il  résulte  que  ces  tangentes  se  coupent  au  point  P  où  la  droite  w'w'' 
rencontre  P'P",  et  de  là  une  démonstration  nouvelle  de  cette  pro- 
position rappelée  plus  haut  :  Les  trois  centres  de  similitude  de 


(*)  RelatÎTcment  à  la  transforma  lion  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  Ihéo- 
rème  analogue  est  le  suivant  :  L* angle  sous  lequel  se  coupent  deuçc  cercles  est 
égal  à  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  cercles  correspondants. 

Ce  théorème  s'étend  à  deux  courbes  quelconques,  et  de  même  dans  la  transfor- 
mation par  semi-droites  réciproques  : 

Si  une  semi-droite  A  touche  deux  courbes  aux  deux  points  a  et  b,  et  si  la 
semi-droite  réciproque  A'  touche  les  courbes  transformées  aux  points  a'  et  b', 
les  deux  longueurs  ab  et  a'b'  sont  égales. 


ifois  cycles  considérés  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite;  il  suit 
de  là  également  que  si  trois  cycles  sont  tels  que  la  droite,  qui 
contient  leurs  centres  de  similitude,  ne  les  rencontre  pas,  on 

Fis-  :■ 


peut,  par  une  transjormation  par  semi-droites  réciproques,  les 
transformer  en  trois  points  ('). 

17.  La  transformation  par  semi-droites  réciproques  peul  servir, 
comme  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  soit  n 
simplifier  la  solution  de  certains  problèmes,  soît  à  généraliser 
diverses  propriétés  des  figures, 

18.  Pour  en  donner  un  exemple  simple,  considérons  le  pro- 
blème suivant  :  Construire  un  cycle  touchant  trois  cycles 
donnés. 

Supposons  que  les  cycles  donnés  K.,  K'  et  K"  soient  tels  que  la 
droite  qui  contient  leurs  centres  de  similitude  ne  les  coupe  pas, 
nous  pouvons,  d'après  ce  qui  précède,  en  prenant  cette  droite 
pour  axe  de  transformation,  transformer  les  cycles  donnés  en  trois 
points  ti),  w'  et  ta".  Le  cercle  passant  par  ces  points  détermine  deui 
cycles  opposés  H  et  II'  dont  les  réciproques  seront  les  solutions  du 
problème.  Deux  cycles  opposés  rencontrant  l'axe  de  transforma- 
tion au\  mêmes  points,  il  en  est  de  même  de  leurs  réciproques; 

(')  La  propriétd  analogue  dans  ta  théorie  de  U  Iransformaliaii  |>ar  rjiuns  vec- 
teurs réciproques  est  la  suivante  :  Lorsque  rfeux  cercles  se  coupcnl.  on  peut 
toujours  les  transformer  en  deux  droites. 
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d'où  il  suit  que  le  problème  proposé  a  deux  solutions,  él  que  Taxe 
radical  des  deux  cjcies  qui  satisfont  à  la  question  est  Taxe  de 
similitude  des  cycles  donnés. 

Le  problème  de  mener  un  cercle  tangent  à  trois  cercles 
donnés  se  ramène  immédiatement  au  précédent.  On  peut,  en 
effet,  donner  à  un  des  cercles  un  sens  arbitraire,  de  façon  à  le 
transformer  en  un  cycle;  on  transformera  également  les  deux 
autres  cercles  en  cycles  en  fixant  leur  direction,  ce  qui  pourra  se 
faire  de  quatre  façons  différentes.  A  chaque  groupe  de  cycles  cor- 
respondent deux  solutions;  le  problème  proposé  aura  donc  en 
tout  huit  solutions. 

19.  Un  point  décrivant  dans  un  sens  déterminé  une  semi-droite 
ou  un  cycle,  si  l'on  emploie  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  on  voit  que  le  point  transformé  décrit  une  autre 
semi-droite  ou  un  autre  cycle  (lequel  peut  se  réduire  à  une  semi- 
droite  quand  le  pôle  de  transformation  est  sur  le  cycle  considéré). 

On  peut  souvent,  avec  avantage,  employer  simultanément  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  et  la  transforma- 
tion par  semi-droites  réciproques.  Ainsi,  en  général,  étant  donnés 
cinq  cycles,  on  peut,  par  deux  transformations  successives,  les 
transformer  en  deux  semi-droites  et  en  trois  points.  En  effet,  si 
deux  des  cycles  se  coupent,  par  une  première  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  on  pourra  les  transformer  en  deux 
semi-droites.  Les  trois  autres  cycles  ayant  pour  transformées  K, 
K'  et  K^,  si  Taxe  de  similitude  de  ces  cycles  ne  les  rencontre  pas, 
on  pourra,  par  une  transformation  par  semi-droites  réciproques, 
les  transformer  en  trois  points,  tandis  que  les  semi-droites  se 
transformeront  en  semi-droites. 


SUR  LES  HYPERCYCLES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  de*  Sciences;  1882, 


1.  Une  droite  étant  donnée,  on  peut  la  supposer  décrite  par  un 
point  mobile  dans  un  sens  déterminé;  je  désignerai  une  pareille 
droite,  dont  la  position  et  la  direction  sont  données,  sous  le  nom 
de  semi-droite  (').  A  une  droite   donnée   correspondent   deux         -^cx 
semi-droites  ayant  des  directions  différentes,  et  que  j'appellerai  mû 

semi-droites  opposées. 

Je  désignerai  sous  le  nom  de  cycle  un  cercle  décrit  dans  un  sens         -^ 
donné;  eu  un  point  d'un  cycle,  la  tangente  est  une  semi-droite  -? 

parfaitement  déterminée.  A  un  cercle  correspondent  deux  cycles 
opposés.  Il  résulte  immédiatement  de  ces  défînitions  qu'à  un  cycle 
donné  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  parallèle  à  une  semi- 
droite  donnée,  que  deux  cycles  n'ont  que  deux  tangentes  com- 
munes et  un  seul  centre  de  similitude,  qu'un  cycle  tangent  à  trois 
semi-droites  données  est  complètement  déterminé.  Le  rayon  d'un 
cycle  sera  regardé  comme  positif  si  le  point  qui  le  décrit  se  meut 
dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  comme  négatif  dans  le  cas 
contraire.  La  distance  d'un  point  à  une  semi-droite  est  égale  au 
rayon  du  cycle  qui  a  pour  centre  ce  point  et  touche  la  semi-droite; 
elle  est  donc  déterminée  en  grandeur  et  en  signe. 

Deux  couples  de  senii-droiles  (A,  A')  et  (B,  B')  forment  un 
système  harmonique  si  elles  touchent  un  même  cycle  et  si  les 
points  de  contact  divisent  harmoniquement  le  cycle;  A'  est  dite 
la  conjuguée  harmonique  de  A  relativement  à  B  et  B\ 


(')  Dans  une  Note  préccdcmnieot  publiée,  Sur  la   Géométrie   de  direction 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VIII,  p.  196),  j'ai  dési{;né 
la  semi-droite  sous  le  nom  de  direction;  j'ai  cru  devoir  modiOcr  celte  expression 
le  mot  direction  ayant  en  Géométrie  un  sens  très  précis. 


SUR  LES   UYPERCYGLES.  631 

Un  point  doît  être  considéré  comme  un  cycle  de  rayon  infini- 
ment petit. 

2.  Si  l'on  considère  une  courbe  algébrique  comme  l'enveloppe 
d'une  semi-droite,  elle  ne  constitue  pas,  en  général,  un  être  géo- 
métrique; il  faut  lui  adjoindre  la  même  courbe,  enveloppée  par  la 
semi-droite  opposée.  On  doit  la  considérer  comme  composée  de 
deux  courbes  opposées,  qui  sont  l'enveloppe  d'un  cycle  de  rayon 
infiniment  petit;  en  sorte  qu'en  chaque  point  il  y  a  deux  tangentes 
opposées  et  que  l'on  doit  considérer  comme  distinctes. 

Certaines  courbes  algébriques  (le  cercle,  par  exemple)  consti- 
tuent elles-mêmes,  quand  on  attribue  à  leurs  tangentes  un  sens 
déterminé,  un  être  géométrique.  Un  des  caractères  distinclifs  de 
ces  courbes,  que  j'appellerai  courbes  de  direction^  consiste  en  ce 
que  l'enveloppe  d'un  cercle  de  rayon  constant,  dont  le  centre 
décrit  la  courbe,  se  décompose  en  deux  courbes  distinctes.  Il  en 
est  de  même  des  courbes  que  je  désigne  sous  le  nom  A* hyper- 
cycles;  elles  comprennent  l'hypocycloïde  à  quatre  points  de  re- 
broussement,  la  parabole  ainsi  que  les  courbes  qui  leur  sont  paral- 
lèles, et  plus  généralement  toutes  les  anticaustiques  de  la  parabole, 
les  rayons  incidents  étant  parallèles. 

Étant  donnée  une  tangente  quelconque  A.  à  un  hypercycle,  il  lui 
correspond  une  autre  tangente  A'  telle  que  A,  A'  et  deux  semi- 
droites  fixes  P  et  P'  (que  l'on  peut  appeler  les  semi-droites  fon- 
damentales de  la  courbe)  forment  un  système  harmonique.  Je 
dirai  que  deux  tangentes  telles  que  A  et  A'  constituent  un  couple 
cle  tangentes  conjuguées. 

Cela  posé,  l'hypercycle  est  défini  par  la  propriété  suivante  :  les 
conjuguées  harmoniques  d'une  semi-droite  du  plan  D,  par  rapport 
aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de  la  courbe,  enveloppent  un 
icycle  K. 

L'hypercycle  est  aussi  entièrement  déterminé  quand  on  se 
«donne  les  semi-droites  D,  P  et  P'  et  le  cycle  K,  et  Ton  peut,  en 
s'appuyant  sur  la  définition  précédente,  construire  autant  de  cou- 
ples de  tangentes  conjuguées  qu'on  le  veut.  On  peut,  en  particu- 
lier, remarquer  que  tout  cycle  touchant  les  semi-droites  Ibnda- 
^^^entales  a  quatre  tangentes  communes  avec  riiypercycle;  elles 
'Constituent  deux  couples  de  tangentes  conjuguées,  et  peuvent  se 
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construire  avec  la  règle  et  le  compas.  Le  cercle  déterminé  par  l 
cycle  a  quatre  autres  tangentes  communes  avec  Thypercycle;  mai 
ces  quatre  tangentes  ne  constituent  pas  des  couples  de  tangente 
conjuguées  et  ne  peuvent  pas  se  construire  au  moyen  de  la  règl 
et  du  compas. 

3.  La  propriété  la  plus  importante  de  l'hypercycle  est  la  suivante:  — 
Soient  A  et  A'  un  couple  de  tangentes  conjuguées  et  a  leur  pointas  j 
de  rencontre,  B  et  B'  un  autre  couple  de  tangentes  conjuguées^  t 
et  b  leur  point  de  rencontre;  T  désignant  une  tangente  quelconque 
à  l'hypercycle,  appelons  respectivement  a,  a',  ^  et  j3'  les  points 
où  T  rencontre  les  semi-droites  A,  A',  B  et  B'.  Cela  posé,  on  peul 
énoncer  cette  proposition  :  quelle  que  soit  la  tangente  considérée^ 
la  longueur 

a  une  valeur  constante  en  grandeur  et  en  signe. 

La  même  proposition  peut  encore  s'énoncer  de  la  façon  suivante  r 
Menons  les  cycles  qui  touchent  respectivementles  semi-droites  A» 

A'  et  T  et  les  semi-droites  B,  B'  et  T;  si  l'on  désigne  par  a,,  et  p^ 

leurs  points  de  contact  avec  T,  la  longueur  olq^q  a,  en  grandeur  cl 

en  signe,  une  valeur  constante. 

•4.  Celle  valeur  constante  de  la  distance  des  points  de  contact  a^ 
et  ^0  varie  suivant  les  couples  de  tangentes  conjuguées  que  Ton 
considère.  A  chaque  couple  de  langenles  conjuguées  en  correspond 
toujours  un  autre,  tel  que  la  conslanle  dont  je  viens  de  parler  soit 
nulle;  je  dirai  que  ces  deux  couples  sont  conjoints. 

Ainsi,  étant  donnés  un  hyperc^cle  et  deux  couples  conjoints  de 
langenles  conjuguées  A,  A'  et  B,  B',  si  Ton  construit  deux  cycles  K^ 
et  K^  tangents  entre  eux  et  louchant  respectivement  A,  A'  cl  B,  B', 
la  tangente  commune  aux  deux  cycles  est  tangente  à  riiypercvcle. 

Autrement,  si  deux  cycles  roulent  l'un  sur  l'autre,  l'un  d'eux 
louchant  deux  semi-droites  A  el  A',  l'autre  touchant  deux  autres 
serai-droites  B  et  B',  la  tan«renle  commune  aux  deux  cvcles  enve- 
loppe  un  hypercycle,  et  tout  hypercycle  peut  être  ainsi  engendré 
d'une  infinité  de  manières. 

?>.   Un  hypercycle  étant  donné,  il  existe  deux  systèmes  de  cycles 
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qui  lai  sont  doublements  tangents.  Le  centre  de  similitude  de  deux 
cycles,  pris  arbitrairement  dans  l'un  des  systèmes,  est  situé  sur  une 
droite  fixe  OcOq,  passant  par  le  point  de  rencontre  O  des  semi- 
droites  fondamentales  P  et  P';  parmi  les  cycles  du  système,  il  y  en 
a  un,  Û,  qui  touche  ces  semi-droites.  Dans  l'autre  système  existe 
également  un  cycle  0  qui  touche  P  et  P';  deux  cycles  appartenant 
à  ce  système  ont  leur  centre  de  similitude  sur  une  droite  fixe  OOq* 
Je  désignerai  les  cycles  û  et  0  sous  le  nom  de  cycles  principaux, 
yet  les  droites  OcOq  et  09o  sous  le  nom  à^axes  de  Vhypercycle. 
Les  axes  et  les  droites  déterminés  par  les  semi-droites  fondamen- 
tales constituent  un  faisceau  harmonique. 

Un  cycle  inscrit  dans  P  et  F  a,  en  commun  avec  l'hypercycle, 
deux  couples  de  tangentes  conjuguées;  ces  tangentes  forment  un 
quadrilatère  dont  deux  sommets  sont  situés  sur  la  polaire  de  O, 
relativement  au  cycle  considéré.  Les  quatre  autres  sommets  sont 
distribués  deux  à  deux  sur  les  axes  de  la  courbe. 

Le  lieu  des  centres  des  cycles  doublement  tangents  qui  appar- 
tiennent au  même  système  que  û  est  une  parabole  U^^  et  la  courbe 
peut  être  considérée  comme  une  anticaustique  par  réfraction  de 
cette  parabole,  les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  la 
droite  Otoo.  A  l'autre  système  de  cycles  doublement  tangents  cor- 
respond une  autre  parabole  île,  en  sorte  que,  généralement,  Thy- 
percycle  peut  être  considéré  de  deux  façons  différentes,  comme 
l'anticaustique  d'une  parabole. 

Dans  certains  cas  particuliers,  ces  paraboles  peuvent  se  réduire 
à  des  droites;  dans  le  cas  où  l'un  des  deux  axes  est  rejeté  à  l'infini^ 
l'hypercycle  est  une  courbe  parallèle  à  une  parabole. 

6.  L'hypercycle  a  été  précédemment  défini  par  les  propriétés 
suivantes  :  les  tangentes  se  distribuent  par  couples,  de  telle  sorte 
que  deux  tangentes  appartenant  à  un  même  couple  (tangentes 
conjuguées)  et  les  deux  semi-droites  fondamentales  forment  un 
système  harmonique;  les  conjuguées  harmoniques  d'une  semi- 
droite  fixe  D,  par  rapport  aux  couples  de  tangentes  conjuguées, 
enveloppent  un  cycle  K. 

Le  même  hypercycle  peut  être  ainsi  défini  d'une  infinité  de 
façons;  on  peut,  en  effet,  énoncer  la  propriété  fondamentale  sui- 
vante : 
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Étant  donnée  une  semi-droite  quelconque  A,  les  conjuguées  -^ 
harmoniques  des  tangentes  à  ce  cycle,  relativement  aux  cou-  — 
pies  de  tangentes  conjuguées,  ençeloppent  un  cycle  II. 

Je  désignerai  ce  cycle  soas  le  nom  de  (^c le  polaire  de  la  semi 

droite  A;  les  propriétés  de  ces  cycles  présentent  la  plus  grande^^» 
analogie  avec  les  propriétés  des  pôles  des  droites  dans  la  théories^ 
des  cooiqaes. 

Voici  les  principales  de  ces  propriétés  : 

Si  une  semi-droite  A  a  pour  cycle  polaire  le  cycle  D,  les  cycles^  i= 
polaires  de  toutes  les  tangentes  à  II  sont  tangents  à  A. 

Le  cycle  polaire  d'une  tangente  à  l'hypercycle  touche  cett^»». 
courbe  au  point  de  contact  de  la  tangente. 

En  désignant  par   II  et  II'  les   cycles  polaires  de  deux  semi— 
droites  A  et  A',  on  voit  que  les  cycles  polaires  des  tangentes  com — 
munes  à  II  et  II'  touchent  A  et  A'.  Il  en  résulte  qu^il  y  a  deu:=^ 
cycles  polaires  qui  touchent  deux  semi-droites  données  (ou  qik.    i 
touchent  une  semi-droite  en  un  point  donné);  en  particulier,  il  j^' 
a  deux  cycles  polaires  ayant  un  centre  donné. 

Si  les  deux  semi-droites  A  et  A'  sont  opposées,  les  tangentes 
communes  à  II  et  II'  ont  pour  cycles  polaires  deux  points;  il  y  a 
donc  une  infinité  de  semi-droites  dont  les  cycles  polaires  se  rédui- 
sent à  des  points.  Le  lieu  de  ces  points  est  une  conique  H,  ayant 
|)Our  asymptotes  les  semi-droites  fondamentales,  et  Tenveloppe 
des  semi-droites  correspondantes  est  un  cycle  &, 

Si  une  semi-droite  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  les 
cycles  polaires  demeurent  tangents  à  deux  semi-droites  parallèles 
aux  semi-droites  fondamentales  P  et  P';  le  point  de  rencontre  de 
ces  semi-droites  est  situé  sur  la  conique  H. 

Réciproquement,  si  par  un  point  quelconque  de  H  on  mène 
deux  parallèles  à  P  et  P',  tout  cycle  inscrit  dans  ces  semi-droites 
est  un  cycle  polaire  de  l'hypercycle. 

7.  H  ne  sera  peut-être  pas  inutile,  pour  éviter  toute  difficulté 
dans  l'application  des  propositions  précédentes,  de  présenter 
quelques  observations  sur  certaines  formes  singulières  sous  les- 
quelles peut  se  présenter  un  cycle. 

Un  système  de  semi-droites  parallèles  détermine  un  point  à  Tin- 
fini  et  sur  une  droite  donnée  se  trouvent  deux  points  à  Tinfini, 


srU    LES    IIYPKRCYnLEf.  (lîJ 

:;orrcspondant  aux  deux  semi-droites  déterminées  par  la  droite, 
^u  point  de  vue  oii  nous  sommes  placés,  nous  devons  donc  consi- 
dérer les  points  à  Tinfini  comme  situés  sur  une  conique  aplatie, 
Dt  se  réduisant  à  la  portion  de  la  droite  de  l'infini  comprise  entre 
les  deux  ombilics  du  plan.  A  tout  point  de  la  conique  de  l* infini 
correspond  ainsi  un  système  de  semi-droites  parallèles. 

L'ensemble  de  deux  points  a  et  ^  de  la  conique  de  l'infini  (défini 
parles  parallèles  à  deux  semi-droites  fixes  A  et  B)  doit  être  consi- 
déré comme  un  cycle.  Les  tangentes  à  ce  cycle,  menées  par  un 
point  M  du  plan,  sont  les  semi-droites  tracées  par  ce  point  paral- 
lèlement à  A  et  B.  Le  centre  de  ce  cycle  est  le  point  situé  à  l'infini 
sur  la  bissectrice  des  deux  semi-droites  A  et  B,  et  j'entends  par  là 
la  droite  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  tangents  à  A  et  à  B. 

En  s'appuyant  sur  les  définitions  précédentes,  on  peut  dire  que 
le  cycle  polaire  d'une  semi-droite  parallèle  à  P  se  compose  de 
deux  points  de  la  conique  de  l'infini,  l'un  de  ces  points  étant  situé 
sur  la  semi-droite  P'.  Semblablement,  le  cycle  polaire  d'une  semi- 
droite  parallèle  à  P'  se  compose  de  deux  points  à  l'infini,  dont  l'un 
est  situé  sur  P. 

8.  Étant  donnés  deux  cycles  A  et  A',  désignons  par  a  et  a'  les 
points  où  ils  touchent  une  des  tangentes  communes,  par  b  ci  b 
leurs  points  de  contact  avec  l'autre  tangente  commune,  par  a  et  ^ 
les  points  milieux  des  segments  aa'  et  bb' .  Je  dirai  que  le  cycle  R 
qui  touche  les  tangentes  communes  aux  points  a  et  ^  est  le  cycle 
moyen  des  cycles  donnés  et  que  A'  est  le  symétrique  du  cycle  A 
relativement  au  cycle  K. 

Cette  notion  a  de  fréquentes  applications.  Étant  donnés  deux 
couples  de  semi-droites  (A,  A')  et  (B,  B'),  proposons-nous,  par 
exemple,  de  déterminer  les  deux  semi-droites  qui  forment  un 
système  harmonique  avec  A  et  A',  ainsi  qu'avec  B  et  B'.  A  cet 
effet,  construisons  le  cycle  moyen  des  cycles  inscrits  respective- 
ment dans  les  semi-droites  A,  A',  B  et  A,  A',  B',  puis  le  cycle 
moyen  des  cjxles  inscrits  respectivement  dans  les  scmi-(h*oites  B, 
B',  A  et  B,  B',  A';  cela  posé,  les  tangentes  communes  aux  deux 
cycles  moyens  dont  je  viens  de  parler  sont  les  semi-droites 
cherchées. 

9.  Un    liypercycle  est  complètement  déterminé  quand    on    se 

L.  —  H.  \n 
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donne  deux  couples  de  tangentes  conjuguées  (A,  A')  el(B,  B')el 
une  tangente  quelconque  T.  Si  Ton  détermine  d^abord,  comme  je 
viens  de  le  dire,  les  deux  semi-droites  qui  forment  avec  (A.,  A') 
et  (B,  B')  des  systèmes  harmoniques,  on  aura  les  serai -droites  fon- 
damentales de  la  courbe.  Que  Ton  construise  ensuite  la  conjuguée 
harmonique  Aq  de  T  relativement  à  (A,  A'),  puis  sa  conjuguée 
harmonique  Bq  relativement  à  (B,  B'),  le  cvcle  polaire  de  T  sera 
déterminé,  puisqu'il  doit  toucher  T,  Aq  et  B^. 

L'hypercjcle  est  donc  bien  défini,  puisque  Ton  connaît  ses deoi 
semi-droites  fondamentales  et  le  cycle  polaire  d'une  semi-droile 
du  plan,  et  Ton  peut  en  construire  autant  de  tangentes  qa*onle 
veut. 

10.  Soit  (A,  A')  un  couple  de  tangentes  conjuguées  de  Thypcr- 
cycle;  leurs  cycles  polaires  ont  en  commun  deux  tangentes  com- 
munes B  et  B'.  Ces  semi-droites  constituent  un  couple  de  tan- 
gentes conjuguées  de  la  courbe;  leurs  cycles  polaires  sont  tangents 
à  A  et  A'. 

Les  deux  couples  de  tangenles  conjuguées  (A,  A)  et  (B,  B') 
sont  conjoints;  en  d'autres  termes,  si  deux  cycles  respectivement 
inscrits  dans  les  semi-droites  A,  A'  et  B,  B'  roulent  runsurTaulrc 
en  demeurant  constamment  tangents,  la  tangente  commune  enve- 
loppe rhypercycle  défini  par  les  couples  conjoints  de  tangentes. 

11.  Si  une  semi-droite  roule  sur  un  cvcle  K,  le  lieu  du  centre 
de  son  cycle  polaire  est  une  conique.  Si  Ton  considère  les  cycles 
polaires  de  deux  tangentes  quelconques  ù  ce  cycle,  leur  centre  de 
similitude  est  situé  sur  une  droite  fixe  D.  Il  en  résulte  que  l'enve- 
loppe des  cycles  est  un  anticaustique  par  réfraction  de  conique, 
les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  la  droite  D. 

Eu  particulier,  les  cycles  polaires  de  toutes  les  semi-droites  qui 
passent  pur  un  point  P  ont  leur  centre  sur  une  droite  A.  A  chaque 
point  P  du  plan  correspond  ainsi  une  droite  A;  si  plusieurs  points 
sont  sur  la  droite  A,  les  droites  A  correspondantes  passent  par  un 
point  fixe  (^  auquel  correspond  la  droite  A.  Le  système  des 
points  V  et  des  droites  A  constitue  donc  deux  systèmes  corrélatifs. 

12.  Soient   K  un  cycle  ([iielconqiie  inscrit  dans  les  deux  scini- 
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droites  fondamenlales,  û  et  0  les  cycles  principaux  de  la  courbe, 
Ùk  et  0*  les  symétriques  de  K.  relalivemenl  à  û  et  0;  ces  cycles 
sont  aussi  évidemment  inscrits  dans  les  deux  semi-droites  fonda- 
mentales. En  désignant  par  o)|  et  0|  les  points  où  Û  et  0  touchent 
respectivement  A,  la  longueur  tOiOi  est  parfaitement  déterminée 
en  grandeur  et  en  signe;  j'appellerai  cette  longueur  p  \e  para- 
mètre  de  la  courbe;  il  est  clair  que  la  distance  entre  les  points 
oti  ûj^  et  0A  touchent  A  est  égale  à  -ip. 

Cela  posé,  si  une  semi-droite  roule  sur  K,  son  cycle  polaire 
demeure  constamment  tangent  à  Û^^  et  0^.  Si  Ton  désigne  par  (o 
et  G)'  les  tangentes  à  la  courhe  menées  aux  points  où  elle  touche  û 
et  si  l'on  se  donne  la  semi-droite  D,  son  cycle  polaire  sera  entiè- 
rement déterminé,  puisqu'il  louche  Hk  au  point  de  contact  de  ce 
cvcle  avec  la  conjuguée  harmonique  de  D  relativement  aux  semi- 
droites  co  et  cii*. 

On  peut  ainsi  déterminer  aisément  le  cycle  polaire  d'une  semi- 
droite  donnée.  Réciproquement,  un  cycle  élant  donné,  il  est  facile 
de  reconnaître  si  c'est  un  cjcie  polaire  et,  dans  ce  ca?,  de  con- 
struire la  semi-droite  correspondante. 

Que  Ton  mène  à  ce  cycle  les  tangentes  parallèh'S  aux  semi- 
droites  fondamentales,  le  cycle,  d'après  une  proposition  énoncée 
plus  haut,  sera  un  cycle  polaire  si  le  point  d'e  rencontre  de  ces 
tangentes  est  sur  la  conique  H  lieu  des  cycles  polaires  qui  se 
réduisent  à  des  points. 

Autrement  :  que  l'on  mène  les  deux  cycles  D^)  et  D^  qui  lou- 
chent K  et  les  semi-droites  fondamenlales;  si  la  longueur  comprise 
sur  A  entre  les  points  de  conlact  de  ces  cycles  est  égale  à  2/?,  le 
cycle  est  un  cycle  polaire.  Les  symétriques  de  D^^  et  Dg  pris  res- 
pectivement par  rapport  à  11  et  0  se  confondent  alors  en  un  même 
cycle;  et,  D'  désignant  la  tangente  commune  à  D(,>  et  H  eu  leur 
point  de  contact,  la  conjuguée  harmonique  de  D'  relativement  ù  co 
et  à  ci>'  a  précisément  K  pour  cycle  polaire. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  deux  cycles  D(o  et  Dq  inscrits 
dans  les  deux  semi-droites  fondamentales  sont  tels  que  la  distance 
entre  leurs  points  de  contact  avec  A  soit  égale  à  2/7,  tout  cycle 
tangent  à  Do,  et  D^  est  un  cycle  polaire.  Les  deux  points  de  ren- 
contre de  ces  cycles  sont  donc  des  cycles  polaires  qui  se  réduisent 
à  des  points,  et  sont  par  suite  situés  sur  la  conique  H. 
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Les  propriétés  précédeoles  conduisent  à  un  assez  grand  nombre 
de  propriétés  des  coniques,  parmi  lesquelles  j'énoncerai  seulement 
la  suivante  : 

Etant  donnée  une  conique,  attribuons  un  sens  quelconque  à  ses 
deux  asymptotes  A  et  A'.  Par  un  point  M  quelconque  de  la  conique, 
menons  deux  parallèles  Q  et  Q'  aux  semi-droites  A  et  A';  par  un 
autre  point  N  pris  arbitrairement  sur  la  conique,  menons  les  deux 
cycles  R  et  II'  qui  sont  tangents  à  A  et  A'.  Cela  posé,  les  deux 
semi-droites  Q  et  Q'  et  les  cycles  R  et  R'  sont  tangents  à  un  même 
cycle  K;  Taxe  radical  de  R  et  de  R'  est  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  de  K  avec  les  semi-droites  Q  et  Q';  la  tangente 
à  la  conique  au  point  M  et  les  tangentes  menées  à  R  aux  points  où 
ce  cycle  touche  R  et  R'  concourent  en  un  même  point. 

13.  Soient  D  une  semi-droite  quelconque  du  plan  et  K  son 
cycle  polaire;  menons  à  ce  cycle  la  tangente  D'  qui  est  parallèle 
à  D.  1^  semi-droite,  menée  parallèlement  à  D  et  D'  et  qui  en  est* 
é<;alenicnt  distante,  est  la  tangente  à  rhvpocycle  qui  est  parallèle 

a  n. 

1 1.  Une  des  propriétés  les  plus  utiles  de  l'hypercycle  est  la  sui- 
vante : 

Considérons  les  quatre  tangentes  communes  A,  B,  C  et  D  qui 
touchent  h  la  fois  la  courbe  et  un  cvcle  donné,  et  soient  C  et  !> 
1rs  tangentes  conjuguées  de  deux  quelconques  d'entre  elles.  Cet  D: 
les  quatre  semi-droites  A,  B,  C  et  D'  sont  également  tangentes  à 
un  même  cvcle. 

Soient  A  et  B  deux  tangentes  fixes  de  la  courbe;  inscrivons  un 
cycle  quelconque  K.  dans  ces  semi-droites  et  soient  C  et  D  les  deux 
autres  tangentes  communes  au  cycle  et  à  Thypercycle.  Il  résulte 
de  la  proposition  précédente  qu'en  désignant  par  C  et  D' les  con- 
juguées (le  C  et  D,  C  et  D'  sont  tangentes  à  un  cycle  K'  inscrit 
dans  A  et  B.  Le  cvcle  moven  Kn  des  deux  cycles  K  et  K'  est  fixe, 
(|iirl  que  soit  le  cycle  K  que  Ton  considère,  et  il  est  complètement 
déterminé  quand  on  se  donne  les  deux  tangentes  A  et  B;  c'est  le 
ryrie  inscrit  dans  A  ei  B  et  qui  touche  deux  tangentes  conjuguées 
/dans  le  cas  où  A  et  B  sont  elles-mêmes  conjuguées,  c'est  le  rvcle 
qui  louche  ces  tangentes  et  les  semi-droites  fondamentales);  si  les 
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deux  tangentes  A  et  B  viennent  se  confondre,  le  cjcic  moyen  K© 
correspondant  est  le  cycle  polaire  de  la  tangente. 

Il  résulte  de  là  que  la  courbe  est  entièrement  définie  quand  on 
se  donne  deux  tangentes  quelconques  A  et  B,  le  cycle  moyen  cor- 
respondant Ko  et  les  deux  semi-droites  fondamentales.  Il  est  facile 
en  effet  de  construire  les  tangentes  communes  à  rhypercycle  et  à 
un  cycle  quelconque  K  inscrit  dans  A  et  B;  que  Ton  construise  le 
cycle  K'  symétrique  du  cycle  K  relativement  au  cycle  Kq.  L^cn- 
veloppe  des  conjuguées  harmoniques  des  tangentes  à  K'  relative- 
ment aux  semi-droites  fondamentales  est  un  cycle  K"  et  les  deux 
tangentes  communes  à  K  et  à  K'^  seront  les  droites  cherchées. 

De  là  résulte  en  particulier  un  moyen  facile  de  construire  le 
cercle  osculateur  en  un  point  a  de  la  courbe.  A  désignant  la  tan- 
gente en  ce  point,  construisons  la  tangente  conjuguée  A',  puis  le 
centre  G  du  cercle  qui  touche  A'  et  la  courbe  au  point  a;  cela 
posé,  a  désignant  le  centre  du  cycle  polaire  de  la  tangente  A,  le 
centre  du  cercle  osculateur  cherché  est  le  symétrique  du  point  G 
relativement  à  a.  Un  hypercycle  a  un  seul  foyer  F  qui  est  un  foyer 
singulier;  la  somme  des  dislances  du  foyer  à  deux  tangentes  con- 
juguées quelconques  est  constante. 

15.  Le  cas  particulier  où  les  semi-droites  A  et  B  sont  opposées 
mérite  un  examen  spécial.  L'hypercycle  peut  être  défini  comme 
une  courbe  de  quatrième  classe  et  du  sixième  ordre  ayant  trois 
tangentes  doubles  dont  Tune  est  la  droite  de  Tinfini  et  passant  par 
les  ombilics  du  plan.  I^s  tangentes  doubles  sont  des  tangcnles 
doubles  apparentes  ;  car,  aux  points  de  contact,  la  courbe  a  des 
directions  opposées;  en  réalité,  on  doit  les  considérer  comme  des 
tangentes  distinctes,  mais  opposées. 

Les  quatre  points  doubles  de  la  courbe  déterminent  trois  couples 
de  droites  correspondant  respecti veinent  aux  tangentes  doubles; 
les  deux  droites  dont  Tensemble  correspond  à  la  droite  de  Tinfini 
sont  les  axes  de  la  courbe  et  se  croisent  au  point  O,  cpii  est  Tin- 
tersection  des  semi-droites  fondamentales,  lesquelles  passent  d'ail- 
leurs par  les  points  d<:  contact  de  la  droite  de  Finfini  avec  Thyper- 
cvcle. 

Soient  A  et  B  les  deux  autres  tangentes  doubles  de  la  courbe 
et  K  leur  point  de  rencontre;  la  droite  menée  par  le  point  O  prr- 
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pendiciilairemcnt  à  la  bissectrice  des  semi-droiles  fondamenlales 

(j^enlends  par  là  le  lieu  des  centres  des  cycles  inscrits  dans  ces 

deux  semi-droites)   rencontre  respectivement  A   et   B   en   deux 

points  a  et  b  dont  le  milieu  est  précisément  le  point  O.  Désignons      ^  ^^ 

par  a  et  P  les  milieux  des  segments  Ra  et  R6,  nous  pourrons     ^  ms 

énoncer  la  propriété  suivante  :  Si  une  tangente  à  la  courbe  coupe  A 

et  B  aux  points  ai  et  ^i  et  si  nous  déterminons  les  points  a^  et  ^3 

qui  sont  respectivement  les  symétriques  de  ai  et  ^1  relativement^  «^sit 

à  a  et  ^,  la  semi-droite  as ^2  est  tangente  ù  la  courbe  et  est  la  con «^ 

juguée  de  la  tangente  ai  ^i. 

La  tangente   double  A  rencontre   la   courbe  en   deux   poinlsr  ^m  is 
distincts  des  points  de  contact;  ces  points  sont  équidistants  diL.^    fd 
point  a  et  les  tangentes  sont  conjuguées.  Une  propriété  analogue    «te 
a  lieu  relativement  à  la  tangente  double  B. 

La  courbe  est  entièrement  déterminée  quand  on  se  donne  1^         5 
deux  semi-droites  fondamentales,  une  des  tangentes  doubles  A  ^         t 
le  point  a;  on  peut  énoncer  en  elFet  la  proposition  suivante  : 

Inscrivons  dans  les  deux  semi-droites  fondamentales  un  cycl    « 
quelconque  K;  désignons  par  a'  le  point  où  la  corde  de  contact  € 
coupe  la  tangente  double  A,  para  le  point  symétrique  du  point  ct^ 
relativement  au  pointa.  Cela  posé,  les  tangentes  menées  du  points 
à  la  courbe  sont  parallèles  aux  tangentes  que  Ton  mène  du  point  2 
au  cvcle  K. 

(blette  construction  permet  de  dét«Tmincr  facilement  les  tan- 
gentes parallèles  a  une  direction  donnée  ou  émanant  d'un  point 
(|uclconque  de  la  tangente  double,  et  par  suite  tous  les  éléments 
importants  de  la  cotirbe. 

10.  Avant  d'exposer  de  nouvelles  propriétés  de  riiypercvcle,  je 
rappellerai  d'abord  quelques  notions  fondamentales  relativement 
à  la  transformation  par  semi-droites  réciproques. 

C4ette  transformation  est  complètement  définie  par  les  propriétés 
suivantes  : 

Deux  semi-droites  réciproques  se  coupent  sur  une  droite  fixe  A 
qut»  \\m  peut  appeler  axe  de  transformation  ;  deux  couples 
queb*(>n(|ues  de  senîi-droites  réciproques  sont  tangents  à  un  même 
o\iU'. 

J\ijiMil»Mai  <|ur  deux  coiqilcs  de  semi-droites  liarmni]i(|iics  ont 
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pour  réciproques  deux  couples  de  semi-droiles  harmoniques  et 
que  la  dislance  tangentielle  de  deux  cycles  esl  égale  à  la  distance 
langentielle  des  cycles  réciproques;  j^entends  ici  par  distance 
tangentielle  de  deux  cycles  la  longueur  comprise  sur  Tune  quel- 
conque des  deux  tangentes  communes  entre  leurs  points  de 
contact. 

Cela  posé,  il  résulte  de  la  définition  même  des  hypercycles  que 
ces  courbes  ont  pour  transformées  par  semi-droites  réciproques 
d^autres  hypercycles;  les  semi-droites  fondamentales  de  la  trans- 
formée étant  les  transformées  des  semi-droites  fondamentales  de  la 
courbe  donnée. 

Aux  tangentes  conjuguées  de  cette  courbe  correspondent  les 
tangentes  conjuguées  de  la  transformée,  etc.  Je  ferai  remarquer  à 
ce  sujet  qu'une  tangente  double  de  la  proposée  étant  une  tangente 
double  apparente  a  pour  transformées  deux  tangentes  ordinaires  de 
la  transformée. 

Considérons  un  cycle  quelconque  tv  inscrit  dans  les  deux  semi- 
droiles  fondamentales;  il  a  en  commun  avec  la  courbe  quatre 
tangentes  qui  se  coupent  deux  à  deux  sur  l'un  des  axes  0(0o. 
EflTecluons  une  transformation  par  semi-droites  réciproques,  de 
telle  sorte  que  ce  cycle  se  transforme  en  un  point  :  les  quatre  tan- 
gentes auront  pour  transformées  deux  couples  de  semi-droites 
opposées;  de  telle  sorte  que,  relativement  à  la  courbe  transformée, 
deux  couples  de  tangentes  conjuguées  se  composeront  de  semi- 
droites  opposées. 

Si  Ton  coupe  ces  tangentes  par  une  tangente  quelconque  rcn* 
contrant  ces  deux  couples  aux  points  a,  a'  et  p,  j5',  on  a,  d'après 
une  propriété  générale  énoncée  plus  haut, 

aa  -i-  a'a  -f-  ^3  H-  63'— a^  —  *?'=  coiisl. 

Or,  dans  ce  cas  particulier,  les  points  a  et  |3  se  confondent,  ainsi 
que  les  points  a'  et  j3';  %a  est  opposée  à  6(3  et  a'a  à  6^';  on  a  donc 
a3  =  a'P'=o,   b^=z7.a  et  6^'=  a'a,  cl  par  suite 

art  H-  a'ût  =  const.; 

d'où  il  suit  que  la  courbe  transformée  esl  une  parabole. 

Ainsi    (si    Ton    admet   des    transformations  iniajçinaircs),    loul 
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liypercycle,  sauf  un  cas  parlictilier  que  j^eiaminerai  plus  loin,  est 
la  transformée  par  semi-droiles  réciproques  d^une  parabole. 

17.  Ijà  transformalion  peut  se  faire  de  deux  façons  différenles, 
correspondant  aux  deux  axes  de  la  courbe.  Les  paraboles  résalUol 
de  la  transformation  ont  même  paramètre;  sa  valeur  est  égale  au 
paramètre/;  de  l'iiypercjcle. 

La  proposition  précédente  est  au  fond  identique  avec  une  de 
celles  que  j^ai  énoncées  plus  haut,  à  savoir  que  Thypercycle  peut 
être  considéré  comme  une  anticaustique  par  ré/rœlion  d^une 
parabole,  les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  Tun  des 
axes  (*);  mais  la  forme  actuelle  a  Tavantage  de  montrer  immédia- 
tement comment  on  peut  étendre  à  Tliypercycle  les  propriétés 
connues  de  la  parabole. 

La  parabole  elle-même  peut  être  considérée  comme  un  liyper- 
cvcle  composé  de  deux  branches  0[)posées,  en  sorte  qu'en  chaque 
point  delà  parabole  passent  deux  tangentes  distinctes,  et  la  théorie 
que  j'ai  exposée  précédemment  fournit  un  grand  nombre  de  pro- 
priétés nouvelles  de  cette  conique. 

Le  cycle  polaire  d'une  semi-droite  du  plan  A,  relativement  à 
une  parabole  P,  peut  se  construire  facilement.  Du  pôle  Â  de  A, 
relativement  à  P,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  A  et  prenons 
son  point  de  rencontre  B  avec  Taxe  de  la  courbe  ;  le  cycle  cherché  D 
a  ÂB  pour  diamètre  et  son  sens  est  entièrement  déterminé  par 
cette  remarque  qu^au  point  A  la  langenle  est  parallèle  à  A.  On  voit 
par  cette  construction  que  deux  semi-droites  opposées  ont  des 
cycles  polaires  opposés. 

Les  semi-droites  fondamentales  sont  opposées  et  déterminées 
par  la  position  de  l'axe;  deux  tangentes  conjuguées  sont  donc 
symétriques  par  rapport  à  Taxe. 

18.  Il  y  a  un  cas  particulier  remarquable,  dans  lequel  il  est 
évideinrnenl  impossible  de  transformer  un  hypercycle  en  une  para- 
bole; c'est  celui  où  son  paramètre  p  est  nul.  La  courbe  est  alors 
de  la  troisitine  classe  et  je  la  désignerai  sous  le  nom  (ï  hypercycle 


(  '  )   Voir  d  ce  sujet  ma  Noie  Sur  la  transformation  par  directions  rccipro- 
gucs  {(.omptcs  rendus,  t.  \(UI,  p.  71^. 
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cubique;  elle  peul  être  défiole  comme  une  courbe  de  troisième 
classe  ajant  une  tangente  double,  louchant  la  droite  de  i^'nfini  et 
passant  par  les  ombilics  du  plan. 

Sa  propriété  caractéristique  consiste  en  ce  que  tous  les  cycles 
polaires  touchent  une  des  demi-droiles  fondamentales  P;  celle-ci 
est  elle-même  tangente  à  la  courbe,  et  je  rappellerai  tangente 
fondamentale.  L'autre  semi-droite  fondamentale  est  parallèle  et 
de  sens  contraire  à  la  tangente  8  à  la  courbe  qui  passe  parle  point 
de  contact  de  celle-ci  avec  la  droite  de  l'infini. 

Un  hjrpercycle  étant  défini  par  ses  semi-droites  fondamentales, 
«ne  semi-droite  A  et  sou  cycle  polaire,  cet  hypercycle  est  de  troi- 
sième classe  si  ce  cycle  polaire  touche  une  des  semi-droites  fon- 
damentales et  tous  les  autres  cycles  polaires  touchent  également 
cette  semi-droite. 

Un  hypercycle  cubique  étant  donné,  ses  semi-droites  fonda- 
mentales ne  sont  pas  déterminées.  Prenons  arbitrairement  une 
tangente  A  à  cette  courbe,  nous  pourrons  la  regarder  comme  une 
tangente  fondamentale  et  lui  adjoindre  une  semi-droite  A'  anti- 
parallèle à  0,  de  telle  sorte  qu'à  chaque  tangente  ï  de  la  courbe  en 
corresponde  une  autre  T'  constituant  avec  celle-ci  et  le  couple 
(A,  A')  un  système  harmonique. 

Tous  les  théorèmes  généraux  donnés  précédemment  relative- 
ment à  rhypercycle  général  s'appliquent  à  l'hypercycle  cubique, 
mais  l'application  peut  en  être  faite  d'une  infinité  de  manières, 
puisqu'il  y  a  une  infinité  de  modes  de  groupement  des  tangentes. 

L'hypercycle  cubique  se  relie  encore  à  la  parabole  d'une  façon 
étroite;  c'est,  en  efiet,  une  2Lnùc^us\\(\\ie  par  réflexion  de  para- 
bole, les  rayons  incidents  étant  parallèles,  et  elle  peut  être  d'une 
infinité  de  façons  considérée  comme  une  anticaustique  d'une 
pareille  courbe. 

19.  Les  propositions  relatives  aux  tangentes  communes  à  un 
cycle  et  un  hypercycle  sont  notablement  modifiées  quand  la  courbe 
est  de  la  troisième  classe,  puisque  dans  ce  cas  il  n'y  a  plus  que 
trois  tangentes  communes. 

J'énoncerai  ici  le  théorème  important  qui  suit  :  T  et  T'  dési- 
gnant deux  tangentes  quelconques  conjuguées  dans  un  mode  de 
groupement  caractérisé  par  la  tangente  fondamentale  Do,  A  et  B 
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deux  autres  tangenles  quelconques,  construisons  les  cycles  K  el  K' 
qui  touchent  respectivement  A,  B,  T  et  A,  B,  T';  cela  poséje 
cycle  (*)  moyen  de  K  et  K'  est  tangent  à  D. 

Considérons  en  particulier  le  mode  de  groupement  où  les  Un- 
gentcs  isotropes  issues  du*  foyer  F  de  la  courbe  sont  conjuguées  et 
appelons  A  la  tangente  fondamentale  correspondante  (celte  tan- 
gente est  celle  que  Ton  peut  mener  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  fover  sur  la  tangente  double);  nous  pourrons  énoncer 
la  proposition  qui  suit  et  qui  donne  une  propriété  de  rfewJ  ffl/i- 
gentes  quelconques  : 

Etant  données  deux  tangentes  quelconques  A  et  M  àVky- 
percyclCy  soient  m  le  centre  du  cycle  tangent  aux  semi-droites 
A,  A'  et  1^  et  OL  le  point  de  rencontre  de  A  et  \';  la  droite 
menée  par  m  perpendiculairement  à  moL  passe  par  le  foyer? 
de  la  courbe. 

En  voici  quelques  conséquences  :  imaginons  que,  A  restant 
fixe,  A'  se  déplace  tangentiellcmcnt  à  la  courbe;  en  désignant 
par  a  le  point  de  rencontre  de  A  et  de  A,  le  point  m  décrit  la  bis- 
sectrice am  des  deux  semi-droites  A  et  A  (droite  qui,  comme  jet  w 
déjà  rappelé  plusieurs  fois,  est  entièrement  déterminée),  cl  la  bis- 
sectrice moL  des  deux  tangentes  A  et  A'  enveloppe  une  parabole P 
ayant  F  pour  foyer. 

Or  de  là  résulte  immédiatement  que  l'hypercycle  peut  êlrc  con- 
sidéré comme  l'enveloppe  des  cycles  qui  touchent  A  et  ont  leur 
centre  sur  la  parabole  P;  en  d'autres  termes,  l'hyperbole  esl une 
anticauslique  par  réflexion  de  la  parabole  P,  les  rayons  incidents 
étant  perpendiculaires  à  la  tangente  A. 

La  courbe  peut  donc  être  considérée  d'une  infinité  de  manières 
comme  anticauslique  de  parabole;  toutes  les  paraboles  ont  pour 
foyer  F,  el  les  tangentes  menées  aux  sommets  sont  tangentes  à 
Tcnvcloppc  des  bissectrices  telles  que  ma;  c'est  précisément  celle 


(')  Je  rappelle  que  le  cycle  moyen  de  deux  cycles  ayant  respectivement  pour 

centre  les  points  a  el  6,  prmr  rayon  W  et  H',  c^l  le  cycle  ayant  pour  centre  If 

.,.        ,                        ,                              H       H' 
point  niilicn  «lu  scfinn'ni  af>  et  \univ  ra\<ni  • 
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des  paraboles  considérées  qui   correspond  a    une   dîreclion  des 
rayons  lumineux  perpendiculaires  à  A. 

Celle  parabole  tz  a  pour  langente  au  sommet  la  normale  menée 
à  la  courbe  au  point  où  elle  touche  A;  elle  peut  être  également 
considérée  comme  le  lieu  des  projections  du  foyer  F  sur  les  nor- 
males à  rhypercycle. 

20.  Je  mentionnerai  enfin  un  élégant  théorème  de  Géomélrie 
élémentaire  qui  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précé- 
dente : 

Étant  données  quatre  semi-droites  quelconques  A,  B,  Gw  A, 
désignons  par  a^  b^  c  les  sommets  du  triangle  déterminé  par 
les  côtés  A,  B,  G  {a  étant  Tinlersection  de  B  et  de  G,  etc.),  et  par 
a,  ^,  Y  les  centres  des  cycles  inscrits  dans  les  triangles  déter- 
minés par  les  côtés  B,  C  et  A,  G,  A  e^  A,  A,  B  e^  A;  cela  posé, 
les  droites  menées  par  les  points  a,  ^  et  y,  et  respectivement 
perpendiculaires  aux  droites  cLa,  ^b  et  vc,  se  coupent  en  un 
même  point. 

Ge  point  est,  en  effet,  le  foyer  de  l'hypercycle  cubique  déter- 
miné par  les  cinq  conditions  suivantes,  à  savoir  quMl  touche  les 
semi-droites  A,  B,  G,  et  que  A  soit  la  tangente  fondamentale  cor- 
respondant aux  tangentes  issues  du  foyer. 
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ANTICAUSTIQUES  PAR  RÉFLEXION  DE  LA  PARABOLE 


LES    RAYONS    INCIDENTS    ÉTANT   PARALLÉXES. 


Xouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  i883. 


I.  J'appelle  bissectrice  de  deux  seml-droîles  données  la  droite 
parfaitement  déterminée  qui  est  le  lieu  des  cycles  tangents  h  ces 
demi-droites;  la  droite  menée  par  leur  point  de  rencontre  et  per- 
pend,iculairement  à  la  bissectrice  sera  désignée  sous  le  nom  de 
bissectrice  impropre. 

Deux  semi-droites  sont  symétriques  par  rapport  à  leur  bissec- 
trice impropre;  je  dirai  qu'elles  sont  an  t  i-sy  mé  t  r  iq  ues  p^r  rapport 
à  leur  bissectrice. 

Ces  définitions  étant  posées,  je  m'appuierai  sur  les  lemmes  sui- 
vants : 

Lemme  1.  —  Quatre  semi-droites  étant  données^  si  i\»n  con- 
sidère trois  à  trois  ces  semi-droites,  on  obtient  quatre  triangles: 
les  centres  des  cycles  inscrits  dans  ces  triangles  sont  sur  un 
même  cercle. 

(Considérons  en  effet  (/ig-  i)  les  quatre  semi-droites  AB,  BK, 
EA  et  CP\  Les  bissectrices  des  côtes  du  triangle  ABC  le  coupent 
au  point  3,  celle  du  triangle  BCD  au  point  a,  celles  du  triangle  1£DF 
au  point  ,3  et  celles  du  triangle  CFA  au  point  y.  Pour  établir  que 
ces  quatre  points  sont  sur  une  même  circonférence,  il  suffît  d'éla- 
blir  (|uc  Tangle  aoji  est  égal  à  l'angle  ayjî. 


HUR  LE»  ANTICAUSTIQUF.S  PAR  RKFLEXIOX  DK  LA  PARABOLE. 

On  a  évidemment 


6S7 
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=  itÏAÎÎ. 


La  proposition  est  donc  démontrée. 

Fig.  I. 


H 


2.  Sur  la  circonférence  av^o,  considérons  le  point  M  diamétra- 
lement opposé  au  point  8,  on  voit  que  les  droites  Ma,  M^  et  M  y 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  Ba,  E^  et  Ay. 
Or  a  est  le  centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites  AB,  BE 
et  CF,  p  le  centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites  BE,  AE 
et  CF,  et  y  le  centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites  AE,  AB 
et  CF.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante: 

Lemme  II.  —  Etant  données  quatre  semi-droites  D,  D',  IT 
et  A,  soient  a,  a',  (i"  les  centres  des  cycles  inscrits  respective- 
ment dans  les  triangles  déterminés  par  les  semi-droites  (D', 
D",  A),  (D%  D,  A)  et  (D,  D',  A);  désignons  par  p  le  point  de 
rencontre  de  D'  et  D",  par  ^'  le  point  de  rencontre  de  D"  et 
de  D  et  enfin  par  ^'  le  point  de  rencontre  de  D  et  D'. 

Cela  posé,  les  droites  menées  par  les  points  a,  a',  a"  et  per- 
pendiculaires respectivement  aux  droites  a^,  a'^',  a''^"  con^ 
courent  en  un  même  point. 


3.  Considérons  maintenant  deux  semi-droites  fixes  A  et  A  et 
une  semi-droite  mobile  B  assujettie  à  la  condition  suivante,  ù  sa- 
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voir  que,  p  désignant  le  point  de  rencontre  de  A  et  de  A,  q  le 
centre  du  cj'cle  inscrit  dans  le  triangle  formé  par  les  semi-droites  A, 
A  et  A,  la  droite  menée  par  q  perpendiculairement  à />çr  passe  par 
un  point  fixe  F. 

La  semi-droite  B enveloppera  dans  son  mouvement  une  courbe 
parfaitement  déterminée;  elle  est  de  l'espèce  de  celles  que  j'ai  ap- 
pelées hypercycles  et  de  la  troisième  classe;  c'est  donc  un  hyper- 
cycle  cubique.  Dans  tout  le  cours  de  celle  Note,  quand  il  n'y 
aura  aucune  confusion  à  craindre,  je  la  désignerai  simplement  sous 
le  nom  A'hypercycle;  comme  je  le  montrerai  plus  lard,  le  point 
fixe  F  est  le  fojer  de  cette  courbe  (•). 

4.  Un  hjpercycle  étant  ainsi  défini  par  les  deux  semi-droites  A 
et  A,  considérons  une  autre  tangente  quelconque  à  la  courbe  C; 
en  désignant  par  /•  le  point  de  rencontre  de  A  et  de  C,  par  s  le 
centre  du  cj'cle  tangent  aux  semi-droites  A,  C  et  A,  il  suit  de  la 
définition  de  la  courbe  que  la  droite  menée  par  5  perpendiculaire- 
ment à  rs  passe  par  le  ioyev  de  la  courbe.  Soient  maintenant  a  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  C  et  B,  ^  le  centre  du  cycle  lan- 
gent à  B,  Cet  A,  il  résulte  du  lemme  II  que  la  droite  menée  par^â 
perpendiculairement  à  ^a  passe  également  par  le  foyer  F. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  propriété  fondamentale. 

Thkohème  I.  —  Etant  données  deux  tangentes  quelconques 
de  r/iypercyclcy  considérons  le  centre  du  cycle  qui  touclie  ces 
deux  tangentes  et  la  semi-droite  A;  les  droites,  qui  joignent 
ce  centre  au  foyer  de  la  courbe  et  au  point  de  rencontre  des 
tangentes,  sont  perpendiculaires  entre  elles, 

5.  Considérons  une  tangente  A  (Jlg.  a)  à  un  livpercvcle  il  et  a 
le  point  où  elle  touche  la  courbe;  la  tangente  Infiniment  voisine  A' 
passe  par  le  point  A  et  la  bissectrice  de  deux  semi-droites  A  et  A' 
est  la  normale  menée  au  point  a:  soit  a  le  point  où  cette  normale 
rencontre  la  bissectrice  des  semi-droites  V  et  A;  d'après  le  tliéo- 


(')    l'oir  il  ce  sujet  ma  iNolc  Sur  les  hyjwrcycles  {Comptes  rendus  des  séances 
lie  IWendemie  des  Sciences,  séanec»*  «les  '>o  iii;»rs.  3,  lu  et   >i  ;ivril  i8>^»j. 


rème  préfu'dcnt,  la  droile  Fa  est  perpendiculaire  ù  la  normale  et, 
par  suite,  parallèle  à  A.  D'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  tangente  A  à  t'hypercycle  H,  que  par  le 
foyer  F  de  la  courbe  on  mène  une  parallèle  à  A,  et  que  l'on 


prenne  son  point  de  rencontre  a  avec  la  bisseclricc  des  semi- 
droites  A  et  &;  que  du  point  a  on  abaisse  ensuite  une  perpen- 
diculaire de  la  tangente  A,  le  pied  a  de  cette  perpendiculnini 
est  le  point  de  contact  de  A  avec  la  courbe. 

6.  La  semi-<iroite  A  est  tangente  à  la  courbe.  Supposons  en 
effet  {fig-  a)  l'hjpercvcle  défini  par  la  semi-droite  ù,  et  une  tan- 
gente quelconque  A.  Soit  oiu'  la  Itissectricc  des  demi-droites  A 
et  A;  abais:ionx  du  point  F  une  perpendiculaire  Vp  sur  uu',  puis, 
du  point/),  une  perpendiculaire /po  sur  A.  Si  nous  imaginons  une 
semi-droite  A'  infiniment  voisine  de  A  et  passant  par  le  point  d, 
la  bissectrice  de  A  et  de  A  est  la  droite  uu',  le  centre  du  cycle  tan- 
gent à  A,  A  et  A' est  évidemment  le  point/)  et,  comme/* F  est  per- 
pendiculaire à  pui,  il  résulte  du  tliéorème  1  que  A'  (et  par  suite  A) 
est  tangente  à  l'Iiypercycle  ;  son  point  de  contact  est  te  point  A. 

Je  dirai  que  A  est  la  tangente  principale  de  la  courbe. 

Dans  la  démonstration  précédente,  A  est  une  tangente  quel- 
conque de  riivperrjcie:  lorsque  cette  langi-nte  \inie,  on  voit  que 
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In  bisscclricc  (oo/  enveloppe  une  parabole  II  ayant  F  pour  fojer, 
et/70  pour  tangente  au  sommet  :  cela  résulte  immédîalemenide 
ce  f|ue  l'angle  Fpio  est  un  angle  droit. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  oxo'  touche  la  parabole  II  aa 
point  a;  de  ce  point,  comme  cenlre,  décrivons  un  cycle  touchant 
à  la  fois  A  et  A;  son  enveloppe,  lorsque  A  se  déplace  langenliellc- 
ment  à  l'hypercycle,  etque  le  point  a  décrira  la  parabole  H,  secora- 
pose  de  la  semi-droite  A  et  de  l'hypercvcle  H  :  on  peut  donc  dire 
que  le  lieu  des  centres  des  cycles,  qui  louchent  VhypercycUet 
la  tangente  fondamentale  A,  est  la  parabole  II. 

En  d'autres  termes  : 

Uhypercycle  H  est  une  anticaustique  (  •  )  par  réflexion  de  In 
parabole  FI,  les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  raie 
de  cette  parabole. 

Remarque,  —  On  voit  que  la  parabole  II  est  le  lieu  des  points  a; 
il  en  résulte  que  la  parabole  II  est  le  lieu  des  projections  du 
foyer  F  sur  les  normales  à  Vhypercycle. 

7.  Tangentes  que  Von  peut  mener  à  la  courbe  par  un  point 
situé  sur  une  tangente  donnée. 

Soient  un  hypercycle  H  défini  par  son  foyer  F,  sa  tangente  prin- 
cipale A  et  une  tangente  quelconque  A;  soit,  de  plus,  oxo'  la  bis- 
sectrice des  semi-droites  A  et  A.  Étant  pris  sur  A  un  point  quel- 
conque M,  si  nous  imaginons  une  tangente  quelconque  menée  de 
ce  point  à  la  courbe,  il  suit  du  théorème  I  que,  du  centre  du  cycle 
inscrit  dans  cette  tangente,  A  et  A,  on  doit  voir  sous  un  angle  droit 
le  segment  MF.  Soit  MF  comme  diamètre  décrivant  un  cercle,  et 
soient  a,  [3  les  points  où  ce  cercle  coupe  la  bissectrice  (ow';  il  fsl 
clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  tangentes  que,  du  poinlM, 
on  peut  mener  à  la  courbe  (et  qui  sont  distinctes  de  A),  sont  les 
antisymétriques  de  A  relativement  aux  droites  Ma  et  M  p. 

Remarque  7.  —  11  résulte  de  la  construction  précédente  que 
par  chaque  point  du  plan  passent  trois  tangentes  à  la  courbe  iTh)'" 
percjcie  est  donc  une  courbe  de  la  troisième  classe. 


(  ')  I^ns  la  suite  de  celle  iNole,  chaque  fuis  que  je  parlerai  d'une  anticaustique, 
sans  rien  nicalionncr  d«  plus,  jc  supposerai  cxprcsscnient  que  les  rayons  inci- 
dents s«>nt  parallèles. 
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Remarque  II.  —  Par  le  foyer  F,  menons  une  droite  qui  soil 
parallèle  à  la  bisseclrice  coco'  el  qui  rencontre  A  au  point/>;  soit^ 
le  point  symétrique  de  p  relativement  au  point  co,  intersection  de  A 
et  de  A.  Si,  sur^F  comme  diamètre,  nous  décrivons  un  cercle  ren- 
contrant la  bissectrice  (oo)'  aux  points  a  et  ^,  le  centre  de  ce  cercle 
est  évidemment  sur  cette  bissectrice;  Tangle  ftq^  est  par  consé- 
quent droit,  et  les  deux  tangentes,  que  du  point  q  on  peut  mener 
à  Fhjpercjcle  (indépendamment  de  la  tangente  A),  sont  des  semi- 
droites  opposées  :  cela  résulte  immédiatement  de  la  construction 
donnée  ci-dessus. 

Ces  deux  tangentes  sont  distinctes,  ainsi  que  leurs  points  de 
contact;  la  droite  qui  correspond  à  ces  deux  semi-droites  opposées 
est  donc  une  tangente  double  de  la  courbe;  mais  elle  doit  être 
considérée  comme  une  tangente  double  apparente  (*). 

L'hypercjcle,  étant  de  la  troisième  classe  et  ayant  une  tangente 
double,  est  du  quatrième  degré. 

Remarque  III.  —  Supposons  que  le  cercle  décrit  sur  MF 
comme  diamètre  soit  langent  à  la  bissectrice  coco';  les  points  a 
el  ^  étant  confondus,  il  en  est  de  même  des  droites  Ma  et  M^;par 
suite,  les  tangentes  menées  du  point  M  à  la  courbe  (et  distinctes 
de  A)  sont  confondues.  Le  point  M  est  donc  situé  sur  la  courbe; 
d'où  la  conclusion  suivante  : 

Soit  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur 
la  tangente  A;  par  les  deux  points  F  et  P  on  peut  mener  deux 
cercles  tangents  à  la  bissectrice  de  A  et  de  la  tangente  fonda- 
mentale y  les  points  où  ces  cercles  coupent  A  sont  les  deux  points 
[distincts  du  point  de  contact)  où  cette  tangente  coupe  V hyper- 
cycle. 


(*)  Au  point  de  vue  où  nous  sommes  placé  ici,  une  semi-droite  est  tangente 
double  d'une  courbe,  si,  en  deux  de  ses  points,  elle  a  même  direction  que  cette 
courbe;  c'est  alors  une  tangente  double  effective.  Mais,  si  une  droite  est  telle, 
qu'en  la  prenant  d'abord  dans  un  sens  déterminé  elle  toucbc  la  courbe  et  qu'elle 
la  toucbe  encore  en  la  prenant  dans  le  sens  inverse,  on  a  une  tangente  double 
apparente. 

Lorsqu'on  effectue  une  transformation  par  directions  réciproques,  une  tangente 
double  effective  a  pour  transformée  une  tangente  double  effective,  tandis  qu'uno 
tangente  double  apparente  (qui  résulte  de  la  superposition  de  deux  tangente:» 
opposées)  a  pour  transformées  deux  tangentes  ordinaires  distinctes. 

L.  —  II.  (^^ 
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t8.  Tangente  par  aUèie  à  une  semî-tùvi^iie  donnée.  —  L'hyper- 
c^icle  étant  défini  comme  ixrécédeininesit  par  saa  foyer  F,  la  ta»- 
l^ente  fondameatale  A  «et  une  tasgente  quelconque  A,  proposov»- 
oons  de  mener  à  cette  counbe  (ime  tun^ate  ^parallèle  à  tine 
fiemî-idfroite  doomée  D. 

Construisons  à  cet  effet  la  inissecLi^e  (D^  A)  (  *  )  et  menons  par 
le  foyer  F  une  perpemdiculaii^e  à  (P.,  A)  ;  par  le  point  P^  <o>ù  cette 
peupendiculaire  coupe  la  bissectrice  (A,  A),  menons  une  parallèle  ^^  j^ 
à'(D,  A)  reQCOiitiranX.au  point  «  la  tangente  A.  Urésvplte  du  théo- 
rème 1  que  l^antisymétrique  de  A  relativement  à  la  droite  a^ 

ume  tangente  Alla  courbe  squi  eât  évidemment  parallèle  à  la  semi Jg. 

diioLke  donnée  D, 

•On  ipeut  donc  mener  une  .tangenîtie  et  une  seule,  xfod soit  |»aral —  M  :U 
lèle  à  la  semi-dmoike donnée,;  oodrameom  (peut mener  également  ao»>  ^c^e 
tangente  parallèle  â  la  semi-droid«  oipposée,  il  en  résulte  que,  pa  .^Ksar 
un  point  situé  à  Tinfini,  on  peut  géaéralemenl  mener  deux  tais-  .^uh 
gentes  à  la  courbe.  La  courbe  étant  de  troisième  classe,  on  vcâ.   <^ji 
qu'elle  est  nécessairement  tangente  â  la  droite  de  Tinfini* 

Deux  cas  particuliers  sont  à  remarquer  :  si  la  droite  donnée  e^s:  -st 
aiktiparallèle  à  A,  les  bissectrices  (D,  A)  sont  (A,  A)  perpendsctm:—!* 
laires,  et  le  point  ^  est  répété  à  Tinfini.  La  tangente  anliparallè?^  le 

à  A  étant  rejetée  à  l'infîni,  on  voit  que  le  point  de  contact  de  Ih ^- 

percycle  avec  la  droite  de  TinGni  est  sur  A;  en  d^autres  termes 

La  tanf^ente  principale  est  la  tangente  que  Von  peut  men^t 
à  la  courbe  par  le  point  où  elle  touche  la  droite  de  C infini. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  D  est  une  direction  iso- 
trope^ je  ferai  remarquer  à  ce  sujet  (\\xune  semi-droite  isotrope 
doit  être  considérée  comme  se  confondant  avec  son  opposée  (^). 

Si  donc  on  considère  un  des  ombilics  du  plan  (c'est-à-dire  des 
deux  points  imaginaires  communs  à  tous  les  cercles  du  plan),  ou 
voit  que  par  ce  plan  on  ne  peut  mener  à  la  courbe  qu'une  tangente 


(*)  Ici  cl  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne,  pour  abréger,  par  la  noU- 
tiou  (I\  Q)  la  bissectrice  de  deux  semi-droites  données  P  et  Q. 

(•)  Ou  voit  qu'il  n'y  a  pas  b^oin  de  diâtingaer  le  sens  dans  lequel  est  décrite 
une  droite  isotrope;  aiusi  droite  isotrope  cl  semi-droite  isotrope  ont  cxaciemeni 
la  uiéme  signiUcation. 
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distincte  de  Ja  droiie  de  rinfini  :  d^oii  il  résulte  que  ce  point  est 
situé  sur  la  courbe. 

L'hjpercjcle  est  donc  une  courbe  de  la  troisième  clause  et  du 
quatrième  degré,  tangente  à  la  droite  de  Tinfini  et  passant  par  les 
ombilics.  Elle  a  un  seul  fojer,  qui  est  un  foyer  singulier;  la  con- 
struction donnée  ci-dessus  .T]nonf.r«  aisément  que  ce  fojer  est  le 
point  F  ('). 

Réciproquement,  toute  courbe  de  la  troisième  classe  et  du 
qqatrième  degré  qui  touche  la  droite  de  Tinfini  et  passe  par  les 
ombilics  du  plan  est  un  hypercjcle. 

9.  Voici  encore  une  conséquence  de  la  construction  donnée  ci- 
dessus.  Une  tangente  A  étant  donnée,  cherchons  à  déterminer  la 
tangente  A'  parallèle  à  la  direction  opposée.  La  bissectrice  (A,  A') 
est  une  droite  parallèle  à  A,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du 
fojer  F  sur  cette  droite  rencontre  la  bissectrice  cocu'  au  point  M 
(yîg^.  2)  :  d'où  il  résulte  que  A'  est  l'antisymétrique  A  par  rapport 
à  la  droite  MN  menée  par  le  point  M  parallèlement  à  A. 

Or  l'enveloppe  de  celte  droite  est  aisée  à  trouver;  l'angle  MF  a 
étant  droit,  le  point  M  décrit  la  directrice  de  la  parabole  II,  et 
Fangle  NMF  étant  également  droite  MN  enveloppe  une  parabole  II', 
qui  a  pour  foyer  F  et  pour  tangente  au  sommet  la  directrice  MR  de 
la  parabole  II. 

Je  ferai  remarquer  que  la  droite  RS,  menée  par  le  point  R 
perpendiculairement  à  RF,  est  la  tangente  double  de  la  courbe. 

10.  L'hypercycle  étant  défini  comme  enveloppe  d'une  seini- 
droite  mobile  est,  comme  le  cycle,  une  courbe  de  direction;  je 
veax  dire  par  là  qu'en  chacun  de  ses  points  la  tangente  est  déter- 
minée de  position  et  de  direction. 

Considérons  un  cycle  C  et  le  cercle  K  détermiué  par  ce  cycle  ; 
le  cercle  K.  étant  de  seconde  classe  et  Thypercycle  de  la  troisième, 
ces  deux  courbes  ont  en  commun  six  tangentes  dont  la  direction 
est  déterminée,   puisqu'elles    touchent  l'hypercycle.  De  ces  six 


(')  Il  suffit  de  remarquer  que  la  bissectrice  d'une  semi-droite  donnée  et  d'une 
drotie  isotrope  est  cette  droite  isotrope  elle-même. 


•lemi-droiles,  Irois  seulement  sont  tangentes  a  C.  les  autres  e\c\u 
tangentes  au  cycle  opposé. 

Ainsi,    un    cycle    et    un     'iypercycle    ont    trois    ianf^enW 
'^ommunes. 

M.    P^^  ter  minât  ion  des  tamrcntes  communes  a  un  cyrte  qui 
louche  une  tangente  à  i'/ivpercyclc.  -    Considérons  un  cycle ( 
qui  touche  une  tangente  A  à  riiypercycie  ;  il  a  en  commun,  avec 
cette  courbe,  deux  tan6:entcs  que  l'on  peut  déterminer  par  la  règle 
e't  le  compas. 

A  cet  eiTet,  A  désignant  la  tangente  principale  de  la  courbe 
F  son  foyer  et  coci)'  la  bissectrice  (A,  D),  appelons  O  le  centre  du 
cycle  donné,  et  qui  est  ainsi  bien  défini;  sur  OF  comme  diamètre, 
décrivons  un  cercle  K  qui  coupe  (ixo'  aux  points  y  et  8j  joignons 
O  a  et  08,  et  soient  '/  et  r/  les  points  où  ces  droites  rencontrent 
'a  tangente  A. 

Cela  posé,  on  vérifiera  facilement  qne  les  tangentes  menées  de» 
points  a!  et  8'  au  cvcle  Q  sont  les  lanîTonles  cherchées. 

12.  Construction  du  cycle  osculateur  en  un  point  donné,  — 
Soit  {fig-  2)  à  construire  le  cycle  osculateur  au  point  a  où  la  tan- 
gente A  touche  la  courbe.  Si  le  cycle  C  est  osculateur,  les  points */ 
et  V  doivent  se  confondre  avec  le  point  a,  et  par  conséquent  les 
points  Y  et  8  avec  le  point  a.  Le  cercle  K  touche  donc  la  bissec- 
trice iiitJ  au  point  a,  et  son  centre  est  déterminé,  puisqu*il  est,  en 
outre,  sur  la  droite  élevée  par  le  milieu  du  segment  Fa  perpendi- 
culaire à  ce  segment. 

De  là  la  construction  simple  suivante  : 

Y  pétant  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur  la  bis- 
sectrice tou}',  déterminons  le  point  q  symétrique  de  p  par  rap- 
port à  a  et  au  point  y,  menons  une  droite  perpendiculaire  à  iùtii\ 
le  point  O  où  celle  droite  ^-encontre  la  normale  est  le  centre  du 
cycle  osculateur  de  la  courbe  au  point  a. 

13.  Lieu  des  centres  des  cycles  qui  touchent  lliypercycle  et 
une  tangente  donnée  de  cette  courbe.  —  En  conservant  les 
mêmes  notations  que  ci-dessus,  supposons  que  le  cycle  qui  a  pour 
centre  le  point  O  soit  tangent  à  rhvpcrcycle;  les  deux  points  y' 
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et  6'  seront  alors  confondus,  ainsî  que  les  points  v,  o.  Le  cercle  dé- 
crit sur  OF  comme  diamètre  louche  donc  tow^;  son  centre  O',  élanl 
également  distant  du  point  F  et  de  iùto',  décrit  une  parabole  ayant  F 
pour  foyer  et  coiu'  comme  directrice,  et,  par  suite,  le  centre  O  dé- 
crit une  parabole  P  ayant  F  pour  foyer  et  coo)'  pour  tangente  au 
sommet. 

La  même  proposition  peut  s^énoncer  de  la  façon  suivante  : 

L'kypercycle  est  une  anticauslique  de  la  parabale  P,  les 
rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  la  tangente  A. 

Un  hypercycle  peut  être  ainsi  considéré  d'une  infinité  de  façons 
comme  une  anlicaustique  de  parabole;  toutes  les  paraboles  qui 
correspondent  à  ce  mode  de  génération  sont  homofocales,  et  leur? 
tangentes  au  sommet  enveloppent  la  parabole  n. 

14.  Il  résulte  également  de  là  le  théorème  suivant,  qui  exprime 
une  propriété  de  six  semi-droites  quelconques  tangentes  à  un 
même  hypercycle  • 

Théorème  IL  —  Si  six  senii^droites  A»,  A2,  A3,  A,,  A  5  et  \^ 
sont  tangentes  à  un  même  hypercycU  ,   u:s   'Anq   bissectrices 
(A|,  A2),  (A,,  A3),  (A,,  A4),  (A|,  A:,)  et  (Aj.   A/>  sont  tm* 
gentes  à  une  même  parahou  . 

Le  foyer  de  cette  parabole  est  le  foyer  de  l  nyfjercv  u 

lo.  Comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  Thypercycle  est  unecoiaht'  a». 
direction;  en  d'autres  termes,  en  chaque  point  de  cette  eourbt 
ia  tangente  est  déterminée  non  seulement  en  position,  maisencort 
en  direction.  Il  en  est  de  même  du  cycle;  mais  une  courbe  algé- 
brique, prise  au  hasard,  n'est  pas  une  courbe  de  direction, 

Étant  donnée  une  courbe  algébrique  K  de  classe  n,  si,  eu  la  sup- 
posant décrite  dans  un  certain  sens,  on  peut  la  transformer  en  une 
courbe  de  direction  K^,  il  faut  que,  étant  donné  un  cycle  quel- 
conque C,  des  2/}  tangentes  communes  à  K  et  à  C,  n  soient  seule- 
ment des  tangentes  eOectivesà  Ko,  lesn  autres  étant  des  tangentes 
apparentes. 

De  là  résulte  que  Téquation  qui  détermine  les  tangentes  con  - 
munes  à  K  et  à  C  doit,  par  Textraction  d'une  simple  racine  carrée 
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se  ramener  à  la  résolutioo  des  deux  équations  da  degré  a;  et, 
comme  (en  coordonnées  rectangulaires)  réqoation  tangentielle 
d'un  cercle  quelconque  est 

M»-f- p«  =  ( flt  W -f-  ^P -f- Y  )*, 

il  en  résulte  que  Téquation  tangentielle  la  plus  générale  d^aœ 
courbe  de  direction  est  de  la  fonne 

F  et  4>  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  er  et  de  r. 

{6.  Lorsque  l'équation  d*une  courbe  algébrique  K  du  degré  n 
n^cst  pas  de  la  forme  que  je  viens  d'indiquer  (telle  est,  par  exemple, 
nue  conique  quelconque  différente  du  cercle),  pour  la  transformer 
eu  une  courbe  de  direction,  il  faut  la  considérer  comme  double,  et 
comme  le  résultat  de  la  superposition  de  deux  courbes  opposées 
qui  sont  Tenveloppe  d'un  cvcle  de  rayon  infiniment  petit  dont  le 
centre  décrit  la  courbe  K. 

Une  telle  courbe  doit  être  considérée  comme  double;  en  chacoB 
de  ses  points  on  peat  mener  deux  tangentes  qui  sanl  des  semi- 
droites  opposées,  et,  au  point  de  vue  où  nous  sommes  placés,  die 
est  de  la  classe  2 /t. 

17.  Étant  données  une  courbe  algébrique  quelconque  K  et  noe 
semi-droite  A,  considérons  les  cycles  qui,  ayant  leur  centre  sur  K, 
soi>l  tangents  à  A;  ils  enveloppent  évidemment  une  conrbe  de  di- 
rection G  qui  est  une  aniicaustique  de  K,  les  rayons  nrcidents 
élant  perpendiculaires  à  A. 

Ainsi  toute  anticaastiqne  d^une  courbe  algébrique  est  une  courbe 
(le  direction  ;  réciproquement,  étant  donnée  une  courbe  de  direc- 
tion quelconque  G,  elle  est  une  aniicaustique  d^nne  infinité  de 
courbes  algébriques  que  Ton  déterminera  de  la  façon  suivante. 

Etant  prises  arbitrairement  une  semi-droite  A  et  une  tangente 
quelconque  T  à  la  courbe  G,  que  Ton  construise  la  bissectrice 
(T,  A)  ;  lorsque  T  se  déplace  tangentiellement  à  G,  la  droite  (T,  A) 
enveloppe  une  courbe  algébrique  K,  qui  est  le  lieu  des  centresde? 
cycles  qui  touchent  à  la  fois  A  et  la  courbe  G. 

Si  la  courbe  G  est  une  coarl>e  double,  en  chaque  point  M  de 
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oclte  courbe,  on  peut  mener  deuit  tangentes  apposées ,  et  si  N  dé^ 
signe  le  point  où.  elles  rencontrent  A,  par  N  passent  deux  bissec- 
trices rectangulaires  entre  elles,  dont  l'enveloppe  est  la  courbe  K. 
Dans  ce  cas,  Tenveloppe  des  cycles  tangents  à  A  et  ayant  leur 
ornlre  sur  K  est  la  courbe  double  G,  chaque  point  M  de  G  étant 
le  point  de  contact  de  deux  cycles  tangents  à  A  et  ayant  leur  centre 
sur  K;  ou,  si  Ton  veut  encore,  chaque  point  de  G  étant  situé  sur 
deux  ravons  réfléchis  sur  K. 

18.  On  peut  encore  énoncer  les  résultats  qui  précèdent  sons  la 
forme  suivante  :  G  désignant  une  courbe  algébrique,  traçons  dans 
le  plan  une  droite  arbitraire  D,  menons  une  tangente  T  à  G  et 
construisons  les  deux  bissectrices  rectangulaires  des  droites  T  etD; 
cela  posé,  lorsque  T  se  déplace  tangentiellement  à  la  courbe,  ces 
bissectrices  enveloppent  une  autre  courbe.  Si  celte  dernière  courbe 
se  décompose  en  deux  autres,  on  peut  transformer  la  courbe  G  en 
une  courbe  de  direction  en  donnant  en  chacun  de  ses  points  une 
direction  à  la  tangente.  On  retrouverait  ainsi  la  condition  analy- 
tique que  j'ai  donnée  plus  haut,  à  savoir  que  Téquation  en  coor- 
données tangentielles  d'une  courbe  de  direction  est  de  la  forme 
F«(«,  v)  =  (u^+ç^)^^{u,v). 

Les  courbes  parallèles  à  une  courbe  de  direction  et  Tenveloppe 
de  ses  normales  sont  également  des  courbes  de  direction  ;  il  en  est 
de  même  des  caustiques  par  réflexion  des  courbes  algébriques,  les 
rayons  incidents  étant  parallèles. 

19.  Conâidérons  une  courbe  de  direction  G  qui  est  Tenveloppe 
des  cycles  dont  les  centres  décrivent  la  courbe  K,  tandis  qu'ils 
demeurent  tangents  à  une  semi-droite  A. 

Effectuons  une  transformation  par  semi-droites  réciproques  ; 
soient  Go  la  transformée  de  G,  et  Aq  la  semi-droite  transformée 
de  A.  Ge.  peut  être  considéré  comme  l'enveloppe  de  cycles  tangents 
à  Ao,  et  dont  les  centres  parcourent  une  courbe  Kq. 

Il  est  aisé  d'établir  que  Ko  est  une  transformée  homographique 
de  K,  la  transformation  étant  de  telle  nature  que  la  droite  de  l'in- 
fini se  correspond  à  elle-même. 

Prenons  en  effet  pour  axe  des  x  l'axe  de  la  transformation,  et 
pour  axe  des^  une  droite  perpendiculaire.  Soient  x,  y  les  caor- 
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données  du  centre  d'un  cycle  tangent  à  A  et  à  G,  et  r  son  rayon; 
soient  X,  Y  les  coordonnées  du  cercle  transformé  et  R  son  rajon. 
On  aura  les  formules  suivantes  (')  : 

en  éliminant  R  entre  les  deux  dernières  relations,  il  vient 

Y  __  (g*  — i).r  ~2gr 
~"  a*  -h  I 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  cercle  de  rayon  r  demeure 
tangent  à  une  semi-droite  fixe  du  plan,  on  voit  que,  en  grandeur 
et  en  signe,  r  est  exprimé  par  une  fonction  linéaire  de  x  etdej. 

On  a  donc  une  relation  de  la  forme 

où  A,  B,  C  désignent  des  constantes,  et  cette  formule,  jointe  i  la 
formule  X  =  j?,  démontre  la  proposition  énoncée. 

Une  transformation  homographique,  qui  conserve  la  droite  de 
rinfini,  transformant  une  conique  en  conique  et  une  parabole  en 
parabole,  il  en  résulte  qu'une  anticaustique  de  conique  se  trans- 
forme, par  une  transformation  par  directions  réciproques,  en  une 
anticaustique  de  conique,  et  qu'un  hypercycle  (qui  est  uneanli- 
caustique  de  parabole)  a  pour  transformée  un  autre  hypercycle (*). 

20.  Un  hypercycle  est  déterminé  quand  on  se  donne  cinq  de 
ses  tangentes.  —  Cinq  tangentes  A,  B,  C,  D,  E  étant  en  effet 
données,  que  Ton  construise,  par  exemple,  les  quatre  bissectrices 
(A,  B),  (A,  C),  (A,  D),  (A,  E),  et  la  parabole  P  tangente  à  ces 
quatre  droites;  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'hyper- 
cycle  est  l'enveloppe  des  cycles  qui  touchent  A,  et  dont  le  centre 
décrit  P;  son  foyer  est  du  reste  le  foyer  de  P. 

La  proposition  précédente  signifie  qu'il  y  existe  un  seul  hyper- 


(')  Voir  le  Traité  de  Géométrie  de  MM.  Rouché  et  de  Combcroussc,  5'  édi- 
lion,  p.  '?7o,  cl  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3*  série,  l.  I,  p.  55o. 

(')  Sur  ce  point  et  sur  d'autres  propriétés  de  Thypercycle,  voir  ma  Note  Sur 
les  hypercycleSf  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  séances  des  ao  et  27  mars,  3,  10  et  24  avril  1882. 
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cjcle  louchant  cinq  semi-droites  données^  maïs  il  y  existe  seize 
liypercyeles  touchant  cinq  droites  données.  Ayant  en  effet  atlri- 
Lué  un  sens  arbitraire  à  Tune  des  droites  pour  la  transformée  en 
semi-droites,  on  peut  attribuera  chacune  des  quatre  autres  unsen*" 
arbitraire,  ce  qui  donne  lieu  à  seize  combinaisons  différentes. 

21.  Indépendamment  de  la  droite  de  V  infini  y  deux  hyper- 
cycles  quelconques  H  et  H'  ont  quatre  tangentes  communes.  — 
Soient,  en  effet,  Ho  la  courbe  H'  considérée  indépendamment  de 
son  sens;  Hq  et  H,  étant  toutes  les  deux  de  troisième  classe,  ont 
neuf  tangentes  communes.  Abstraction  faite  de  la  droite  de  Tinfîni, 
il  en  reste  huit  autres  qui  sont  tangentes  soit  à  H,  soit  à  la 
courbe  H<  opposée  à  H.  Deux  hypercycles  ne  peuvent  d'ailleurs, 
d'après  le  théorème  précédent,  avoir  plus  de  quatre  tangentes 
communes;  des  huit  tangentes  considérées,  quatre  sont  donc  tan- 
gentes à  H  et  quatre  tangentes  à  H|,  ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion énoncée. 

22.  Faisceaux  d^  hyper  cycles.  —  Je  dirai  que  l'ensemble  des 
hypercycles  qui  touchent  quatre  semi-droites  données  constitue  un 
faisceau. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que,  parmi  les  hypercycles 
d'un  faisceau,  il  n'y  en  a  qu'un  qui  touche  une  semi-droite  donnée  ; 
on  prouvera  facilement  qu'il  y  en  a  quatre  qui  passent  par  un  point 
donné. 

Le  lieu  des  foyers  des  hypercycles  du  faisceau  déterminé  pai 
quatre  semi-droites  données  A,  B,  C,  D  est  le  cercle  qui  contient 
(lemme  I)  les  centres  des  cycles  inscrits  dans  les  triangles  que  Ton 
détermine  en  considérant  trois  à  trois  les  semi-droites  données. 

Considérons  en  effet  les  bissectrices  (A,  B),  (A,  C)  et  (A,  D); 
on  voit  que  les  foyers  des  hypercycles  du  faisceau  sont  les  foyers 
des  paraboles  tangentes  à  ces  trois  droites  ;  or,  d'après  un  théorème 
connu,  le  lieu  de  ces  foyers  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  ces  droites,  d'où  la  proposition  énoncée. 

23.  Hypercycles  exceptionnels.  —  Un  point  d  à  l'infini  étant 
défini  par  un  système  (D)  de  semi-droites  parallèles  entre  elles, 
on  peut  considérer  l'ensemble  du  point  d  et  d'un  cycle  quel- 
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conque  C  comme  coosliimnl  an  kj-percydc.  Les  Uogenles  qne 
l^cm  penl,  d*an  point  qvdcooqse  M  du  pUn^  mener  à  cet  bjper- 
cTcle  caLceplioiuiel  se  compo^eal  des  langenles  menées  da  point  M 
aa  cjcie  et  de  la  semi-droite  mcace  pcr  11  parallèleme»A  au  s]fs- 
lème  (D). 

Eiant  donné  an  tel  hjpercjcie  exceptionnel  (<f,  C),  si  Ton  mène 
à  C  ane  tangente  anliparallèle  an  sjslème(D)  (*),  celte  tangente 
est  kl  tangente  priacipale  dn  cjele  cxccplîonnel,  et  la  droite  cor- 
respondanle  en  est  la  tangente  donble. 

C^est  ce  que  Ton  Terra  facilement  snrla^/^.  a,  en  supposant  qae 
le  foyer  F  se  rapproche  indé&oâmenL  de  la  bissectrice  tutaf  et  vient 
se  placer  snr  celle  dreiley  aoqad  cas  Fhjrpercjcle  se  rédnit  à  un 
CTcle  et  à  an  point  i  l'infini. 


34.  Un  fiftiscean  détenninë  par  quatre  semi-droites  A,  By  C,  D 
renlerme  quatre  cjcks  excepllonnels,  à  savoir  : 

Celui  qui  est  déterminé  parle  cjcIe  inscrit  dans  A,  B,  C  et  le  point 
&  rinfini  sur  D,  celui  qui  est  déterminé  par  le  cjcIe  inscrit  dansB, 
Cf  D  et  le  point  stué  k  Tin  fini  sur  A^  celui  qui  est  déterminé  par 
le  cycle  inscrit  dans  C,  D,  A  et  le  point  situé  à  Ilnfini  sur  R,  et 
enfin  celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit  dans  D,  A^  B  et 
le  point  à  rinfini  snr  C 

La  considération  de  ces  cycles  exceptionnels  est  d'une  grande 
importance  dans  la  théorie  des  faisceaux  d*bypercycles, 
sur  laquelle  j'aurai  occasion  de  revenir. 


M)  Je  rappellerai  qae  deux  semi-droiles  sont  dîtes  antiparcUléles  lorsque,  les 
droites  qu'elles  déterminent  étant  parallèles,  elles  sont  dirigées  en  sens  inrerse. 
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Nouvelles  Annales  de  3fathématiques,  f883. 


1.  Étant  donnés  dem  cycles  A  ei  B,  menons-Iear  itne  t&ngente 
commune;  la  dislance  comprise  entre  les  points  de  contact  de  cette 
semi-droite  est  la  distance  tangentielle  des  deux  cjcies.  Elle  n'est 
évidemment  déterminée  qii^en  valeur  absolue;  dans  tout  ce  qui 
suit,  je  la  désignerai  simplem-eat  sous  le  nom  de  distance  des  deux 
cycles. 

On  sait  que,  si  Ton  effectue  une  transformation  par  semi-droites 
réciproques,  la  distance  de  deux  cycles  est  égale  à  la  dislance  dei 
deux  cycles  correspondants. 

2.  Étant  donnés  trois  cycles  A,  B  et  C,  on  peut  chercher  de 
quelle  façon  sont  distribués  dans  le  plan  les  cycles  équidislants  de 
ces  trois  cycles.  Si  nous  elTectuons  une  transformation  par  semi- 
droites  réciproques,  de  telle  sorte  que,  les  cycles  a,  ^  et  y  corres- 
pondant aux  cycles  donnés,  a  et  p  soient  opposés,  il  suffira  évi- 
demment de  résoudre  le  problème  proposé  relativement  à  la  nou- 
velle figure. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  cycles  équidistants  de  deux  cycles  op- 
posés a  et  p  se  réduisent  aux  points  du  plan.  Désignant,  en  effet, 
par  R  et  —  R  les  rayons  des  cycks  opposés,  par  p  le  rayon  d'un 
cycle  équidistant  de  a  et  de  p,  par  d  la  dîslanec  de  son  centre  aru 
centre  commun  de  a  et  de  p,  on  a 

c?>  — (R  —  p)*==  e/«— (R -h  p)«, 
d'où 

Rp  =  o; 
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et,  comme  R  est  supposé  difTérent  de  zéro,  il  suil  nécessairemen' 

p  =  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Les  cycles  équidislants  de  a,  ^  et  y  devant  se  rédaire  à  de? 
points,  on  les  obtiendra  tous  eu  considérant  les  di\ ers  points  de 
t'axe  radical  D  des  cycles  a  et  y;  et  de  là,  si  l'on  revient  à  la  pre- 
mière figure,  on  voit  que  les  cycles  équidistants  de  Irois  cycles 
donnés  A,  B,  C  sont  tangents  à  deux  semi-droites  fixes  A  et  A' qui 
sont  les  transformées  des  deux  semi-droiles  opposées  déGniespar 
la  droite  D.  Ces  deux  scmi-droiles  passent  d'ailleurs  parles  points/? 
et  gr,  intersections  des  cycles  a  et  y,  lesquels  points  peuvent  élrf 
considérés  comme  les  cycles  tangents  à  a,  ^  et  y. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  cycles  équidistants  de  trois  cycles  donnés  A,  B  et  t 
touchent  deux  semi-droites  fixes  A  et  A',  qui  sont  les  tangentes 
communes  aux  deux  cycles  qui  sont  tangents  à  A,  B  et  C. 

J'appellerai  ces  semi -droites  les  semi-droites  radicales  de: 
cycles  A,  B  et  C;  leur  point  de  ronconlre  est  évidemment  le 
centre  radical  des  trois  cvcler. 

3.  Proposons-nous  de  trouver  les  cycles  équidistants  de  quatre 
cycles  donnés,  A,  B,  C  etD.  Dans  ce  but  effectuons  une  transfor- 
mation par  semi-droites  réciproques,  de  telle  sorte  que  a,  ji,  ytiU 
correspondent  respect! vemenf  à  A.  B.  C  et  E.  or  et  3  soient  des 
,*ycies  opposa- 

Les  cvcles  cdiiidisliini?  de  at  cl  de  li  ïse  réduisant  aux  points  di 
plan,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  cycle  qui  soit  équidislan 
des  cycles  a,  S,  y  et  o  :  c'est  le  centre  radical  des  cycles  a,  y  etû. 
el  de  là,  en  revenant  à  la  figure  primitive,  on  peut  conclure  que  : 

//  nv  a  dans  le  plan  quun  seul  cyrle  équidistant  de  qualn 
cycles  donnés  A,  B.  C  et  h 

Je  le  désignerai  sous  le  nom  de  cycle  radical  de:?  cycles  A.  1» 
C  or  J> 

\.   Le  cycle  radical  de  A,   L>,  L  cl  1.)  êlaiit  eauidistant  de  A,  t 
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il  C  louclie  les  senii-ciroiles  radicales  de  ces  trois  cvcles  ;  d'où  la 
oroposilioTî  suivante  : 

Etant  donnés  quatre  cycles,  les  semi-droites  radicales  de 
rois  quelconaues  de  ces  cycles  touchent  leur  cycle  radical;  en 

::roup(int  de  toutes  les  façons  possibles  trois  à  trois  tes  quatre 
yctes  donnas  on  a  donc  auatre  systèmes  ne  deux  semi^droites 

itil  louchent  te  (  voie  raaicat 

(In  cas  particulièrement  remarquable  est  le  suivant  : 

Soient  A|,  A«,  A3  et  A,  quatre  semi-droites  données.  A,  dési- 
gnant l'une  quelconque  d'entre  elles,  appelons  K,  le  cycle  qn. 
louche  les  trois  autres.  Nous  déterminerons  ainsi  auatre  cvcles  Ki , 
IVî,  Ks  et  K*;  soit  K  leur  cycle  radical. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Iv  est  tangent  aux  trois  semi- 
droites  radicales  de  K<,  Kj  et  K3;  or  ces  cycles  touchent  tous  les 
•  rois  la  semi-droite  \,^  et  il  est  aisé  de  voir  que,  quand  trois  cycles 
^ont  lançenls  à  une  même  semi-droite  A,  leurs  ceux  semi-iiroites 
radicales  se  confondent  entre  elles  ou.  pour  parier  plus  exacte- 
ment, se  composent  de  deux  semi-droites  se  coupant  en  leur  centre 
radical  et  différant  infiniment  peu  de  la  semi-droite  menée  en  ce 
point  parallèlement  à  la  semi-droite  A. 

On  conclut  de  là  que  le  cycle  K  passe  par  le  centre  radical 
de  K|,  K2  et  K 3  et  est  tangent  à  la  semi-droite  menée  par  ce  point 
parallèlement  à  A4. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  considère  de  toutes  les  façons  possibles  trois  quel- 
conques des  cycles  K|,  K2,  Ks  et  K4  et  leur  centre  radical^  on 
obtient  quatre  points  qui  sont  sur  un  même  cycle  K  et  les  tan- 
gentes menées  à  ce  cycle  en  ces  points  sont  respectivement  pa- 
rallèles aux  semi-droites  Aj,  A2,  A3  et  A4. 

Ce  cycle  K  est  le  cycle  radical  rfe  K|,  Kg,  K3  e^  K». 

5.  Les  quatre  cycles  K/  qui  sont  ainsi  déterminés  par  les  semi- 
droites  A,,  A2,  A3  et  A4  jouissent  d'un  grand  nombre  de  propriétés 
remarquables.  J'énoncerai  ici  la  suivante  : 

Sij  parallèlement  à  une  semi-droite  donnée  A,  on  mène  des 
tangentes  à  K|,  Ko»  K3  et  K4,  le  rapport  anliarmonique  de  ces 


GS4  aÊQXBTRn. 

quati'e  semi-^roites  est  constant  quelle  que  soit  la  direction 
del. 

Pour  démontrer  celte  propos! tioD,  j'énoncerai  d'abord  lelenme 
suivant  dont  Tapplication  est  fréquente  : 

Lemme.  —  Si  Von  effectue  une  transformation  par  semi- 
droites  réciproques,  à  quatre  se  m  i^droites  parallèles  entre  elles 
correspondent  également  quatre  semi-droites  parallèles. 

Le  rapport  anharnionique  de  celles-ci  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  premières, 

La  démonstration  de  ce  lemme  résulte  iannédiatemeQt  de  ce4[Qe 
deax  semi-droîtes  correspondantes  se  coupent  an  néme  point  de 
Taxe  de  transformation. 

Cela  posé,  je  remarque  que  4'on  peut  toujours  effectaer  une 
transformation  par  semi -droites  réciproques,  de  telle  façoa  qoe 
deux  semi-droîtes  données  aient  pour  transformées  deux  semi- 
droites  opposées;  le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  éUot 
projectif,  il  suffira  donc  de  le  démontrer  dans  ce  cas. 

Soient  donc  {Jig.   i)  ca,  6c,  ah  et  ba  quatre  semi-droites 


données  ('),  K  le  cycle  tangent  à  6c,  ca  et  a6,  K'  le  cycle  tangent 


(  '  )  Lorsque  je  désigne  une  semi-droite  par  deux  lettres,  Tordre  dans  lequel  sool 
placées  ces  lettres  indique  le  sens  de  la  semi-droite;  ainsi  PQ  désigne  une  semi- 
droite  décrite  par  un  point  mobile  allant  du  point  P  au  point  Q.  Il  en  résulte 
que  PQ  et  QP  sont  deux  semi-droites  opposées. 
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ba^  ca  et  bc.  II  est  clair  que  le  cycle  langent  à  ca^  ab  et  ba  se  ré- 
duit au  point  a  et  que  le  cjcle  tangent  à  6c,  ab  et  ba  se  réduit  au 
point  6. 

Cela  posé,  menons  aux  deux  cycles  K  et  K'  des  tangentes  pa- 
rallèles à  une  semi-droite  prise  arbitrairement  et  soient  respecti- 
Tcment  k  et  v!  les  points  où  ces  tangentes  coupent  la  droite  ab. 
Les  points  a  et  et!  se  correspondent  de  façon  qu'à  un  poiat  a  cor- 
respond un  seul  point  a'  et  réciproquement  à  un  point  a'  corres- 
pond un  seul  point  a.  En  eOct,  si  Ton  se  donne  par  exemple  le 
point  a,  on  ne  peut  par  ce  point  mener  au  cycle  K  qu'une  seule 
tangente  distincte  de  ab]  d'autre  part,  on  ne  peut  mener  au 
cycle  K'  qu*une  seule  tangente  qui  soit  parallèle  à  celle-ci;  le 
point  a'  où  elle  coupe  ab  est  donc  déterminé. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  a  et  a'  déterminent  sur  la  droite  ab 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  sont  évi- 
demment les  points  a  et  6,  et  par  suite,  en  vertu  d'une  propriété 
bien  connue,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  a',  a 
et  b  est  constant.  Il  en  est  évidemment  de  même  du  rapport  anhar- 
monique des  tangentes  passant  par  les  points  a  et  a'  et  des  paral- 
lèles à  ces  tangentes  menées  par  les  points  a  et  6.  En  d^autres 
termes,  le  rapport  anharmonique  des  semi-droites,  menées  paral- 
lèlement à  la  semi-droite  prise  arbitrairement  et  tangentielleraent 
aux  cycles  K,  K',  a  et  6,  est  constant;  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition énoncée. 

6.  Étant  données  deux  semi-droites  quelconques  A  et  A',  cir- 
conscrivons à  K|  un  angle  dont  les  côtéd  soient  parallèles  à  A  et  A', 
et  soit  P|  le  sommet  de  cet  angle. 

Soient  de  mémeP2,  P3  et  P4  les  sommets  des  angles  analogues 
circonscrits  aux  cycles  K2,  K3  et  K4.  Le  rapport  anharmonique 
de  quatre  côtés  de  ces  angles  étant  égal  au  rapport  anharmonique 
des  quatre  autres,  il  suit  de  la  proposition  fondamentale  de  la 
théorie  des  coniques  que  les  quatre  points  P/  sont  sur  une  conique 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  à  ùl  et  à  A'. 

En  particulier,  supposons  que  A  et  A'  soient  deux  droites  iso- 
tropes de  système  diÛTérent;  les  points  P/  sont  les  centres  des 
cycles  K|.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  que  j'ai 


•/ 


t' 
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déjà   démontrée    directement    dans    une    Note  antérieure  (*)  : 
Les  centres  des  cycles  K/  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

7.  J'énoncerai  encore  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  deux  cycles  K  e/K',  si  Ton  considère  quatre 

cycles  quelconques  H«,  Ha,  H3  et  H4  doublement  tangents  à  K 

f't  à  K',  et  si,  à  ces  quatre  cycles,  on  circonscrit  des  angles 

vant  leurs  côtés  parallèles  aux  deux  tangentes  communes àïs. 

f  a  R',  les  quatre  sommets  de  ces  ans^les  sont  sur  une  conique 

lynnt  leurs  asymptotes  parallèles  à  ces  tangentes  communes. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  faire  voir  que  le 
•  apport  anharmonique  des  semi-droites,  menées  tangentiellement 
Mix  cycles  Kl  parallèlement  à  Tune  des  tangentes  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  des  semi-droites  menées  à  ces  cycles  parallèle- 
•iient  à  Tautre  tangente:  et,  comme  cette  propriété  est  projective. 
1  -suffit  de  la  démontrer  dans  un  cas  particulier.  Or  on  peut  tou-  . 
jours  eifectuer  une  transformation  par  directions  réciproques,  de 
felle  sorte  que  les  cycles  K  et  K'  soient  opposés  entre  eux;   les 
cycles  H/  se  réduisent  alors  à  quatre  points  du  cercle  Ko  déterminé 
\y.iT  K  et  K';  les  deux  tangentes  communes  à  K  et  à  K'  sont  des 
droites  isotropes  et  Ton  sait,  par  la  propriété  fondamentale  du 
:ercle,  que  les  droites  isotropes  d'un  système  qui  passent  par  ces 
]uatre  points  ont  leur  rapport    anharmonique  égal  au    rapport 
mharmonique  des  droites  isotropes  de  l'autre  système  qui  passent 
j)ar  les  mêmes  points. 

La  proposition  est  donc  entièrement  démontrée. 

Une  conique  dont  la  direction  des  asymptotes  est  donnée  étant 
déterminée  par  trois  de  ses  points,  la  proposition  précédente  peut 
s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Si  l'on  considère  tous  les  cycles  II  qui  touchent  deux  cycles 
donnés  R  et  ¥J  et  si,  à  chacun  des  cvcles  H,  on  circonscrit  un 
angle  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  tangentes  communes 


(')  Sur  les  anticaustiques  par  réflexion  de  la  parabole  {Aouvelles  Annales), 
même  tome,  p.  16. 
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à  f^et  à  K',  le  lieu  du  sommet  de  cet  angle  est  une  conique  dont 
les  CLsymptotes  sont  parallèles  à  ces  deux  tangentes. 

Il  est  facile  de  voir  que  celte  conique  a  effectivement  ces  deux 
tangentes  pour  asymptotes  et  qu*elle  passe  par  les  points  dUnter- 
section  des  cycles  K  et  K';  d^oii  encore  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  conique  quelconque,  attribuons  un  sens 
quelconque  aux  asymptotes  de  cette  conique  de  façon  à  les 
transformer  en  deux  semi-droites  A  et  A'.  Cela  posé,  considé» 
rons  deux  points  quelconques  M  et  N  de  la  conique;  par  le 
point  M,  on  peut  mener  deux  cycles  tangents  àÙLCt  à  àJ\  par  N 
on  peut  mener  deux  parallèles  à  ùl  et  ùl'  :  ces  deux  cycles  et  ces 
deux  parallèles  sont  tangents  à  un  même  cycle  P. 

J'ajouterai  que  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  de  P 
avec  A  et  A' est  Taxe  radical  des  cycles  qui,  passant  par  M,  touchent 
ces  deux  semi-droites. 

8.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  théorème  précédent  peut  encore 
s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Par  deux  points  donnés  y  et  8,  on  peut  mener  deux  cercles  K 
et  K!  qui  touchent  un  cercle  donné  C;  par  les  points  où  la 
droite  yS  rencontre  C,  menons  des  tangentes  à  ce  cercle,  soit  i 
leur  point  de  rencontre.  Par  les  points  y,  8  et  t,  faisons  passer 
une  conique  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  tangentes 
dont  je  viens  de  parler;  les  asymptotes  de  cette  conique  sont 
deux  tangentes  communes  àl^et  à  K'. 

On  peut  généraliser  ce  théorème  en  faisant  une  transformation 
homographique  de  telle  sorte  que  les  ombilics  du  plan  deviennent 
deux  points  quelconques  a  et  ^;  on  obtient  alors  la  proposition 
suivante  : 

Etant  donnés  deux  points  quelconques  ol  et  ^  sur  une  CO" 
nique  C,  par  deux  points  y  et  o  du  plan  et  les  points  en  et  ^  on 
peut  mener  deux  coniques  K  et  K'  qui  touchent  C;par  les  points 
où  la  droite  yo  coupe  C,  menons  des  tangentes  à  cette  conique 
et  soit  e  leur  point  de  rencontre;  soient  de  plus  X  et^a  les  points 
où  la  corde  a^  rencontre  ces  tangentes.  Cela  posé,  si  l'on^con- 
L.  —  II.  42 
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siruil  la  conique  déterminée  par  les  cinq  points  \  u,  y,  2  et  e, 
les  tangentes  menées  à  cette  conique  aux  points  \  et  il  sont  deux 
tangentes  communes  à  K  e/  à  K'  (•). 

9.  En  parlicalier,  supposons  qae  les  points  y  cl  S  soient  les 
ombilics  du  plan;  la  proposition  précédente  pourra s^énoncer ainsi 
qu'il  suit  : 

Étant  donnés  sur  une  conique  C  deux  points  ol  et  ^,  on  peut 
par  ces  points  mener  deux  cercles  qui  touchent  C;  ces  deux 
cercles  ont  pour  tangentes  communes  les  tangentes  menées  au 
cercle  qui  passe  par  le  centre  de  la  courbe  et  les  points  où  la 
droite  J^coupe  les  asymptotes,  aux  points  situés  sur  la  droite  a^. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  tangentes  communes  aux  deux, 
cercles  se  coupent  en  un  de  leurs  centres  de  similitude. 

10.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  suivant  (proposé 
cette  année  comme  sujet  de  la  composition  d'admission  à  TÉcole 
Polytechnique)  : 

Etant  donnés  deux  cercles  K  et  K!  se  coupant  aux  points  ol 
et  p,  construire  les  diverses  coniques  qui,  passant  par  a  et  !3, 
touchent  ces  cercles. 

Construisons  deux  tangentes  communes  à  K  et  à  K'  passant  par 
un  de  leurs  centres  de  similitude,  puis  le  cercle  H  qui  touche  ces 
tangentes  en  leurs  points  de  rencontre  avec  la  droite  aj3.  En  dési- 
gnant par  A  et  [xces  deux  points,  il  est  clair,  d'après  la  proposition 
|)récédente,  que  si  Ton  prend  un  point  O  quelconque  sur  le  cercle  H 
et  si  Ton  joint  OX  et  0[jl,  la  conique  qui,  passant  par  les  points  a 
et  [5,  a  pour  asymptotes  OX  et  0[jl  touche  les  deux  cercles  K  et  K'. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  cherchées  est  donc  le  cercle  H, 
et  Ton  voit  que  l'angle  formé  parles  asymptotes  de  toutes  ces  co- 
niques est  constant. 


(')  La  délermination  des  deux  autres  taDgentes  commuoes  à  K  et  à  K'  donne* 
ruit  lieu  à  des  recherches  intéressantes. 

Un  théorème  analogue  au  précédent  a  lieu  à  Tégard  des  coniques  qui  touchent 
une  conique  donnée,  deux  tangentes  à  ccitc  conique  et  deux  droites  données. 
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En  considérant  les  deux  tangentes  communes  qui  passent  par  le 
second  centre  de  similitude,  on  obtiendrait  un  autre  système  de 
solutions,  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  étant  un  second 
cercle  ayant,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  même  centre  que  le 
premier. 
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I. 

1.  Étant  donnée  une  semUdroite  quelconque  A,  sî  Ton  consi- 
dère ressemble  des  semi-droites  qui  lui  sont  parallèles,  on  peut 
les  regarder  comme  concourant  en  un  même  point  situé  à  Tinfini 
et  que  je  désignerai  par  A^.  Les  semi-droites  parallèles  à  la  semi- 
droite  opposée  —  A  (  *  )  peuvent  être  regardées  comme  coDcourant 
en  un  même  point  — A^  situé  à  Tinfini. 

Ces  deux  points  doivent  être  considérés  comme  distincts,  et,  si 
l'on  appelle  D  la  droite  définie  par  les  semi-droites  A  et  —  A,  on 
voit  que  D  renferme  deux  points  situés  à  l'infini,  à  savoir  A^ 
et  —  A^. 

!Nous  considérerons  les  points  à  Tinfini  comme  situés  sur  une 
conique  infiniment  aplatie  et  ayant  pour  sommets  les  ombilics  du 
plan,  et,  pour  plus  de  clarté,  j'appellerai  le  point  A^  un  senti- 
point,  en  sorte  que  la  conique  de  V infini  sera  le  lieu  des  semi- 
points  du  plan. 

Va  point  de  la  droite  de  V infini  doit  être  considéré  comme  la 
réunion  de  deux  semi-poinls  opposés. 

Si  Ton  imagine  un  cjcle  variable  qui  touche  constamment  deux 
semi-droites  opposées  A  et  —  A,  ce  cjcie,  lorsque  son  centre  c^l 
rejeté  à  l'infini,  se  réduit  aux  deux  semi-points  A^  et  —  A   . 

Un  semi-point  peutêlre  considéré  comme  une  courbe  de  direc- 


(»)  En  général,   l)  déM'gnant  une  semi-droite  quelconque,  j^appellerai   — D  la 
semi-droite  opposée. 
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lion  de  la  classe  un  ;  il  n'y  a  du  reste  pas  d'autre  courbe  de  direc- 
tion qui  soit  de  cette  classe. 

Les  courbes  de  direction  delà  deuxième  classe  ne  comprennent 
que  les  cycles  ;  je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'étudier  les  courbes 
de  direction  de  la  troisième  classe. 

2.  Soit  UL  le  nombre  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  une 
courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  et  parallèlement  à  une 
semi-droite  donnée 5  comme  on  peut  lui  mener  également  [jl  tan- 
gentes parallèles  à  la  semi-droite  opposée,  il  résulte  de  là  que,  par 
un  point  de  la  droite  de  Tinfini,  on  peut  mener  à  la  courbe  a  y.  tan- 
gentes distinctes  de  cette  droite.  En  désignant  par  p  le  nombre  des 
points  de  contact  de  la  droite  de  l'infini  et  de  la  courbe,  on  a  donc 

et,  comme  p  ne  peut  être  égal  à  3,  il  en  résulte  que  p  =  i  et[JL==  i. 
Ainsi  la  courbe  considérée  touche  la  droite  de  l'infini;  une  semi- 
droite  isotrope  coïncidant  avec  son  opposée,  on  voit  en  outre  que 
les  deux  tangentes  (distinctes  de  la  droite  de  l'infini)  que  l'on 
peut,  d'un  ombilic  du  plan,  mener  à  la  courbe,  sont  confondues^ 
la  courbe  passe  donc  par  les  deux  ombilics. 

3.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  mener  à  une  courbe  de  direction 
de  la  troisième  classe  qu'une  seule  tangente  T  parallèle  à  une  semi- 
droite  donnée.  Traçons  dans  le  plan  un  cycle  arbitraire  K  et  me- 
nons à  ce  cycle  une  tangente  6  parallèle  à  T;  je  dirai  que  cette 
tangente  est  l'image  de  T.  Si  Ton  imagine  un  nombre  quelconque 
de  tangentes  à  la  courbe  considérée  et  si  l'on  mène  tangentielle- 
ment  à  K  des  tangentes  parallèles,  ces  dernières  (ou  si  l'on  veut 
encore  leurs  points  de  contact)  formeront  l'image  des  tangentes  à 
la  courbe.  On  voit  qu'une  tangente  à  la  courbe  est  déterminée 
quand  on  se  donne  son  image  sur  le  cycle  K. 

4.  Considérons  une  courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  H 
et  une  tangente  quelconque  T  à  cette  courbe.  Par  chaque  point  de 
cette  semi-droite,  on  peut  mener  à  la  courbe  deux  tangentes  dis- 
tinctes de  T;  soient  a  A  et  Aa'  les  tangentes  issues  d'un  point  quel- 
conque A  de  T.  Inscrivons  dans  ces  deux  semi-droites  un  cycle 
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quelconque  K  sur  lequel  nous  ferons  l'image  des  tangentes  à  H. 
Soîl  B  un  autre  point  quelconque  de  T;  désignons  par  B^ 
et  ^'B  les  tangentes  issues  de  ce  point  et  soient  y^  et^fr  leurs 
images  sur  le  cjcie  fixe  K.  11  est  clair  que  si  Ton  se  donne  la  semi- 
droite  6y,  la  tangente  B^  est  déterminée  et,  par  suite,  le  point  B 
ainsi  que  la  deuxième  tangente  B^'  et  sou  image  b^.  Des  deux 

Fig.  I. 


tangentes  au  cycle  K,  6y  et  6*^,  Tune  étant  déterminée  quand  on 
se  donne  Tautre,  il  en  résuite  qu'elles  forment  un  système  en  io- 
volution  et  que  leur  point  de  rencontre  b  décrit  une  droite  du 
plan.  Cette  droite  U  passe  du  reste  par  le  point  Â,  puisque  les 
tangentes  Aa  et  A  a'  se  confondent  avec  leurs  images. 

A  chaque  point  B  de  la  droite  T  correspond  un  point  b  de  la 
droite  U;  les  points  B  et  6  déterminent  donc  sur  ces  droites  des 
divisions  homographiques  et,  comme  le  point  A  se  correspond  évi- 
demment à  lui-même,  on  en  conclut  que  la  droite  B6  passe  par  un 
point  fixe  du  plan. 

Pour  déterminer  la  position  de  ce  point  fixe,  je  remarquerai 
que,  si  le  point  B  s'éloigne  à  Tinfini  sur  la  tangente  T,  Tune  des 
tangentes  que  Ton  peut  de  ce  point  mener  à  la  courbe  est  la  tan- 
gente opposée  à  T.  Si  donc  nous  menons  au  cycle  K  la  tangente 0 
antiparallèle  à  T,  le  point  b  est  situé  sur  cette  semi-droite  et  la 
droite  6B  se  confond  avec  6  qui,  par  suite,  contient  le  j)oint  fixe 
cherché. 

Soit  P  ce  point  fixe;  par  ce  point  menons  une  droite  parallèle 
à  U  et  coupant  Tau  pointa).  Le  point  to'  oùPto  rencontre  U  étant 
situé  à  rinfini,  les  tangentes  menées  de  w'  au  cycle  K  sont  oppo- 
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sées  et  ont  pour  directions  celles  déterminées  par  la  droite  Po>;  il 
résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  les  tangentes  issues  de  o)  sont 
les  deux  semi-droites  opposées  déterminées  par  la  droite  Po),  qui 
est  ainsi  une  tangente  double  apparente  de  la  courbe. 

Ainsi  la  courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  la  plus  géné- 
rale passe  par  les  ombilics  du  plan,  touche  la  droite  de  Tinfini  et 
a  une  tangente  double  apparente;  c'est  donc  un  bypercycle 
cubique,  ou,  en  d^autres  termes,  une  anticaustique  par  réflexion 
de  la  parabole,  les  rayons  incidents  étant  parallèles. 


5.  La  proposition  que  je  viens  de  démontrer  peut  encore  s  énon- 
cer de  la  façon  suivante  : 

Considérons  une  tangente  quelconque  T  à  un  hypercjcie  cu- 
bique H;  d'un  point  A,  pris  arbitrairement  sur  cette  semi-droite, 

Fig.  a. 


menons  les  deux  tangentes  à  la  courbe  Aa  et  Aa'  qui  sont  distinctes 
de  T,  puis  inscrivons  dans  ces  semi-droites  un  cycle  quelconque  R. 

Menons  à  ce  cycle  la  tangente  6  antiparallète  à  T  et  soit  F  le 
point  où  cette  tangente  rencontre  la  tangente  double  PP'  de  la 
courbe  ;  soit  de  plus  AU  la  droite  menée  par  A  parallèlement  à  P. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  fixe  P^  on  mène  une  sécante  arbi^ 
traire  coupant  respectivement  Tet  U  aux  points  B  et  t,  les  tan^ 
gentes  que  l'on  peut  mener  à  l'hyper  cycle  par  le  point  B  sont 
parallèles  aux  tangentes  menées  du  point  b  au  cycle  K. 

6.  Par  le  point  P  menons  au  cycle  K  la  tangente  PCc  qui  est 
distincte  de  0;  il  est  clair,  d'après  la  proposition  précédente,  que 
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celle  semî-droile  esl  également  tangente  à  Thypercycle,  et  qu'en 
faisant  varier  le  cycle  K,  qui  est  assujetti  à  la  seule  condition  de 
toucher  les  tangentes  Aa  et  Aa'^  on  obtiendra  ainsi  toutes  les  tan- 
gentes à  la  courbe. 

Remarquons  maintenant  que  le  cycle  qui  touche  à  la  fois  les 
tangentes  Aa,  Aa',  PC  est  précisément  le  cycle  K,  que  celui  qui 
touche  PC  et  les  deux  tangentes  opposées  PP  et  PP  »e  réduit  aa 
point  P;  enfin  que,  des  deux  tangentes  communes  à  ces  cycles, 
Tune  est  C  et  Tautre  la  semi-droite  6  dont  la  direction  reste  con- 
stante, quelle  que  soit  la  tangente  PC  considérée;  nous  pourrons 
alors  énoncer  la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient  A,  A'  et  B,  B'  deux  couples  de  tan- 
gentes à  un  hypercycle  cubique  1\  et  11  une  tangente  quel- 
conque  à  cette  courbe;  construisons  les  deux  cycles  qui  touchent 
respectivement  A,  A'  et  T,  B,  B'  e/  T;  ces  deux  cycles  ont  T 
pour  tangente  commune,  la  seconde  tangente  commune  6  est 
parallèle  à  une  semi-droite  fixe. 

Il  sufGt,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  remarquer  qu'une 
transformation  par  semi-droites  réciproques  transforme  un  hyper- 
cycle  cubique  en  une  courbe  de  même  espèce  et  que  l'on  peut 
toujours  eflecUier  la  transformation  de  telle  sorte  que  les  tangentes 
B  et  B'  se  transforment  en  une  tangente  double  apparente  de  la 
courbe  transformée;  auquel  cas  le  ihéorènic  résulte  immédiate- 
menl  des  remarques  qui  précèdent. 

6.  Le  théorème  précédent  donne  une  propriété  remarquable  de 
six  tangentes  quelconques  à  un  hypercycle.  En  voici  d*aulres 
conséquences  : 

Étant  donnés  deux  couples  de  semi-droites  fixes  A,  A' et  B,  l^ 
et  une  direction  fixe  B^,  menons  une  semi-droite  quelconque  H 
parallèle  à  Bq,  puis  construisons  les  cycles  qui  louchent  respecli- 
vement  A,  A'  et  B,  B,  B'  et  B.  Ces  cycles,  qui  louchent  B,  ont  en 
outre  une  deuxième  tangente  commune  T;  celle  langenle,  lorsque  B 
se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  enveloppe  un  hypercycle  cu- 
bique tangent  à  A,  A',  B  cl  B'. 

Si  Ton  fait  varier  la  direction  Bo,  on  déterminera  ainsi  lous  les 
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hjpercjcles  cubiques  qui  touchenl  les  quatre  semi-droites  A,  A', 
B  et  B'. 

7.  Comme  application,  supposons  que  les  tangentes  A  et  A' 
soient  les  tangentes  isotropes  issues  du  fojer  F  de  la  courbe  et 
que  les  tangentes  B  et  B'  soient  les  semi-droites  opposées  définies 
par  la  tangente  double  apparente  PQ. 

En  désignant  par  Tune  tangente  quelconque  à  Thypercjcle,  on 
voit  que  le  cycle,  qui  touche  T  et  les  droites  isotropes  issues  de  F, 

Fig.  3. 


est  le  cycle  K  qui  a  précisément  F  ponr  centre;  le  cycle  qui 
touche  T,  B  et  B'  se  réduit  au  point  de  rencontre  a  de  T  et  de  PQ. 
La  seconde  tangente  commune  à  ces  deux  cycles  est  la  semi- 
droite  U  qui  est  Tantisymétrique  de  T  par  rapport  à  la  droite  olF. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qu*il  serait  très 
facile  du  reste  de  démontrer  directement  : 

Un  hypercycle  ayant  pour  foyer  le  point  F  et  pour  tangente 
double  la  droite  PQ,  si  a  désigne  le  point  où  une  semi-droite 
quelconque  T  tangente  à  la  courbe  coupe  la  droite  PQ,  l'antl- 
symétrique  de  T  relativement  à  la  droite  Fol  a  une  direction 
constante. 

II. 

8.  Étant  données  quatre  semi-droites  quelconques  A|,  A2,  A| 
et  A4,  construisons  les  bissectrices  (A  i ,  A2),  (Aj ,  As),  (A| ,  A4)  (*); 
les  foyers  des  paraboles  qui  touchent  ces  trois  droites  sont  les  foyers 


(*)  Je  rappelle  que  je  désigne  par  la  aotalion  (C,  D)  la  bisseclrice  de  deux 
semi-droites  données  C  et  D,  c'est-à-dire  la  droite  parfaitement  déterminée  qui 
est  le  lieu  des  centres  des  cycles  qui  touchent  ces  semi-droites. 
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des  hjpercjcles  cubiques  qui  louchent  les  semi-droites  données;  od 
sait  d'ailleurs,  par  un  théorème  connu,  que  le  lieu  desfojersde 
ces  paraboles  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  déterminé  parles 
trois  bissectrices. 

Ainsi  le  lieu  des  foyers  des  hypercycles  cubiques  qui  touchent 
quatre  semi-droites  données  est  un  cercle  K,  et,  comme  il  est  fa- 
cile de  le  voir,  ce  cercle  est  celui  qui  contient  les  centres  des  quatre 
cvcles  inscrits  dans  les  triangles  que  Ton  peut  former  avec  les 
semi-droites  données  en  les  prenant  trois  à  trois. 

Soient  K| ,  K^  et  K3  trois  de  ces  cycles  et  ai ,  as,  oi%  leurs  centres; 
F  désignant  le  foyer  de  Tun  quelconque  H  des  liypercycles  qui 
touchent  les  semi-droites  données  A4,  A^,  A3  et  A4,  il  résulte  de 
ce  qui  précède  que  F,  ai,  0L2  et  as  sont  situés  sur  le  cercle  K. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  appelle  I  et  J  les  deux  ombilics  du 
plan,  le  rapport  anharmonique  des  semi-droites  FI,  ai  1,  asietxsl 
est  égal  au  rapport  anharmonique  des  semi-droites  FJ,  «iJ,  iiJ 
et  ajj  ;  ce  que  Ton  peut  encore  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Si  Ton  mène  à  Thypercycle  H  et  aux  cycles  K|,  K,  etKjdes 
tangentes  parallèles  à  une  droite  isotrope  d'un  système,  puis  des 
tangentes  parallèles  à  une  droite  isotrope  de  système  différent  Jes 
deux  systèmes  de  semi-droites  ainsi  obtenues  ont  même  rapport 
anharmonique. 

Remarquons  maintenant  qu'une  transformation  par  semi-droites 
réciproques  transforme  un  hypercycle  cubique  eu  une  courbe  de 
même  espèce,  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  semi-droites 
parallèles  se  conserve  après  la  transformation  et  que  la  transfor- 
mation peut  toujours  être  choisie  de  façon  que  deux  semi-droites 
prises  arbitrairement  aient  pour  transformées  dès  droites  iso- 
tropes :  nous  en  conclurons  immédiatement  que  la  proposition 
précédente  subsiste  pour  des  dire<Ttions  quelconques  prises  dans 
le  plan. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soient  A|,  Aj,  Aj  et  A,  quatre  semi-droites 
e^  K,,  K2,  Kj  les  cycles  inscrits  dans  les  triangles  que  ConpeiU 
former  en  adjoignant  successivement  à  A|  deux  quelconques 
des  semi-droites  A| ,  Aa  e^  A3  ;  soit  de  plus  H  un  hypercycle  cu- 
bique quelconque  qui  touche  les  semi- droites  données.  Cela 
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posé  y  si  l'on  mène  à  la  courbe  et  aux  trois  cycles  des  tangentes 
parallèles  à  une  direction  quelconque,  le  rapport  anharmo- 
nique  de  ces  quatre  semi-droites  est  constant. 

On  peut  encore  Tënoncer  ainsi  qu^il  suit  : 

TBÉORkME  III.  —  Étant  donnés  trois  cycles  qui  touchent  une 
même  semi-droite  A,  si  une  semi-droite  T  se  déplace  de  telle 
sorte  que  le  rapport  anharmonique  de  cette  semi-droite  et  des 
tangentes,  menées  aux  trois  cycles  dans  une  direction  paral- 
lèle, ait  une  valeur  constante  k,  T  enveloppe  un  hypercycle 
cubique  tangent  à  à  et  aux  trois  semi-droites  qui  touchent  à  la 
fois  deux  des  cycles  donnés  (*). 

Remarque,  —  En  faisant  varier  le  nombre  k^  on  déterminera 
ainsi  tous  les  hypercjcles  qui  touchent  les  quatre  semi-droites 
dont  je  viens  de  parler. 

9.  Considérons  le  faisceau  des  hypercycles  cubiques  qui  touchent 
quatre  semi-droites  données  Â|,  A2,  A3  et  A4.  Soient  A  et  A'  deux 
semi-droites  prises  arbitrairement;  à  chacune  des  courbes  du  fais- 
ceau on  peut  circonscrire  un  angle,  et  un  seul,  dont  les  côtés  soient 
parallèles  à  A  et  à  A';  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  lieu  du 
sommet  de  cet  angle  est  une  conique  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  à  1  et  à  1'. 

En  particulier,  quand  les  semi-droites  A  et  A'  viennent  à  se  con- 
fondre,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Si,  à  chacune  des  courbes  du  faisceau,  on  mène  une  tangente 
parallèle  à  une  semi-droite  donnée  A,  te  lieu  du  point  de  con- 
tact est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  A. 

III. 

10.  Uétude  des  courbes  de  direction  de  la  troisième  classe  se 
rattache  à  un  autre  genre  de  considérations  d'une  grande  impor- 
tance dans  la  théorie  générale  des  courbes  de  direction. 


(')  Si  les  trois  cycles  donnés  n'étaient  pas  tangents  à  une  même  semi-droite) 
l'enveloppe  de  T  serait  un  hypercycle  de  la  quatrième  classe. 
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Étant  donnée  dans  un  plan  fixe  une  droite  quelconque  D,  on 
peut,  par  cette  droite,  mener  deux  plans  isotropes  qui  sont  distincts 
si  la  droite  n*est  pas  elle-même  une  droite  isotrope;  nous  rattache- 
rons respectivement  ces  deux  plans  aux  deux  semi-droites  A  et  —  A 
déterminées  par  la  droite  D. 

Ainsi,  par  toute  semi-droite  du  plan,  passera  un  plan  isotrope 
parfaitement  déterminé.  Cela  posé,  étant  donnée  une  courbe 
quelconque  de  direction  K,  si  Ton  imagine  les  divers  plans  iso- 
tropes qui  contiennent  les  tangentes  à  cette  courbe,  ces  plans  en- 
velopperont une  surface  S;  en  d'autres  termes,  si  l'on  considère  la 
développable  isotrope  (*  )  complète  qui  est  circonscrite  à  K,  cette 
développable  se  décompose  en  deux  surfaces  distinctes,  qui  cor- 
respondent à  K  et  à  la  courbe  qui  lui  est  opposée. 

11.  Il  résulte  de  là  que  la  classification  des  courbes  planes  de 
direction  se  ramène  à  la  classification  des  surfaces  développables 
isotropes. 

Étant  donnée  une  surface  développable  isotrope  S  de  classe  r, 
tout  plan  sécant  P  la  coupe  suivant  une  courbe  de  direction  Kqai 
est  de  la  même  classe.  Je  ferai  remarquer  en  outre  qu^en  dési- 
gnant par  6  l'arête  de  rebroussement  de  S  la  projection  orthogo- 
nale de  B  sur  le  plan  P  est  la  développée  de  la  courbe  K  suivant 
laquelle  le  plan  coupe  la  développable. 

Les  cônes  isotropes  qui  ont  pour  sommets  les  divers  points  de  6 
coupent  le  plan  P  suivant  les  cycles  osculateurs  de  la  courbe  K. 

12.  On  voit,  en  particulier,  que  l'élude  des  courbes  de  direc- 
tion de  la  troisième  classe  se  ramène  à  celle  des  développables 
isotropes  de  troisième  classe  et  ces  courbes  sont  toutes  de  la  même 
espèce,  puisqu'il  n'y  a  qu'une  seule  espèce  de  développables  de  la 
troisième  classe. 


(')  J'appelle  déi^eloppable  isotrope  une  surface  développable  dont  toutes  le< 
nératriccs  sont  des  droites  isotropes  et  dont,  par  suite,  les  plans  osculateurs 
sont  des  plans  isotropes.  Voir^  à  ce  sujet,  mon  Mémoire  sur  remploi  des  ima- 
ginaires en  Géométrie  {Nouvelles  Annales,  2*  série,  t.  XI,  1872). 

Des  considérations  analogues  à  celles  que  je  développe  ici  ont  été  employées 
par  M.  Stephanos  dans  diverses  Communications  orales  faites  à  la  Société  mathé- 
matique de  France, 
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Soient  6  une  cubique  gauche  isotrope  et  S  la  dëveloppable  iso- 
trope dont  elle  est  Taréte  de  rebroussemenl  ;  on  voit  que  toute 
section  plane  de  S  est  un  hjpercycle  cubique  (en  d^autres  termes, 
une  anticaustique  par  réflexion  de  la  parabole,  les  rayons  incidents 
étant  parallèles);  la  projection  orthogonale  de  B  sur  un  plan  quel- 
conque est  par  suite  une  caustique  de  parabole. 

13.  Comme  application,  considérons  un  hjpercycle  cubique  K; 
soient  S  la  développable  qui  est  Tenveloppe  des  plans  isotropes, 
qui  contiennent  les  diverses  tangentes  à  Thypercycle,  et  S  la  cu- 
bique gauche  qui  forme  son  arête  de  rebroussemant. 

Considérons  trois  tangentes  quelconques  A,  6  et  C  à  Thyper- 
cycle;  désignons  respectivement  par  a,  6  et  c  les  points  où  elles 
touchent  la  courbe  et  par  a,  J3  et  y  les  points  où  les  plans  isotropes 
menés  par  À,  6  etC  louchent  la  cubique  6.  Ces  plans  osculateurs 
de  S  se  coupent  en  un  point  8  qui,  d'après  un  théorème  connu,  est 
situé  dans  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  a,  ^  et  y;  soit  T 
la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P  deThypercjcIe  K. 

Les  cônes  isotropes  ayant  respectivement  pour  sommets  a,  ^ety 
coupent  le  plan  P  suivant  les  trois  cycles  R^,  R^  et  Rc  qui  os- 
culent  K  aux  points  a,  b  et  c,  et  l'axe  de  similitude  de  ces  trois 
cycles  est  évidemment  la  droite  T.  Le  cône  isotrope  aj^ant  pour 
sommet  le  point  8  a  pour  trace  sur  le  plan  P  le  cycle  inscrit  dans 
le  triangle  ABC  et,  comme  le  point  8  est  dans  le  plan  a^y,  il  en 
résulte  que  le  centre  de  similitude  de  ce  cycle  et  de  l'un  quel- 
conque des  cycles  R«,  R^  et  Rc  est  situé  sur  T. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  trois  points  quelconques  a,  6,  c  d'un  hypercycle 
cubique,  si  Von  imagine  les  cycles  R^,  R^  et  R^  quiosculent  la 
courbe  en  ces  points  et  le  cycle  R  qui  touche  les  tangentes  me- 
nées  en  ces  mêmes  points,  les  six  centres  de  similitude  de  ces 
quatre  cycles  considérés  deux  à  deux  sont  sur  une  même 
droite. 

14.  On  doit  remarquer  en  particulier  le  cas  où  le  plan,  qui  con- 
tient les  points  a,  ^  et  y,  est  un  plan  isotrope;  la  proposition  pré- 
cédente peut  alors  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Etant  donnés  un  hypercycle  cubique  K  et  une  s^mi-droite 
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arbitraire  A  située  dans  son  plan;  il  y  a  trois  cycles  oscuta- 
teurs  de  K  qui  touchent  A.  Les  tangentes  menées  aux  points 
d'osculation  et  la  semi-droite  A  sont  tangentes  à  un  même 
cycle. 

15.  J'énoncerai  encore  le  corollaire  suivant  : 

Si,  par  un  point  quelconque  V^pris  dans  le  plan  d^un  hyper- 
cycle  cubique  R,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  et  si  Ton 
considère  les  trois  cycles  qui  rosculent  aux  points  de  contact^ 
Vaxe  de  similitude  de  ces  trois  cycles  passe  par  le  point  P. 


SUR  L'APPLICATION  DES  INTÉGRALES 

KLLIPTIQUBS  ET   ULTRA   ELLIPTIQUES 

A  lA  THÉORIE  DES  COURBES  UNICDRSALES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences;  i883. 


1.  En  désignant  par  t  un  paramètre  variablci  considérons  une 
courbe  unicursale  dont  la  tangente  soit  déterminée  par  Téquation 

^/(0-<-^?(0-+- 6(0  =  0, 

où  /(t)j  o(l)  et  8(^)  désignent  des  polynômes  entiers.  L'expres- 
sion de  la  distance  d'un  point  quelconque  du  plan  à  cette  tangente 

renferme  le  radical  Vv(0  +  ?^0>  ^"^  j'écrirai  sous  la  forme 
P(^)y/F(^),  en  mettant  en  évidence  la  partie  rationnelle.  Si  F(^) 
est  une  constante,  la  distance  d'un  point  du  plan  à  la  tangente  est 
déterminée  en  grandeur  et  en  signe  ;  alors  la  courbe  est  de  l'espèce 
de  celles  que  j'ai  étudiées  sous  le  nom  de  courbes  de  direction. 
Dans  le  cas  contraire,  la  courbe  doit  être  considérée  comme 
double,  en  sorte  qu'en  chaque  point  on  peut  mener  deux  tangentes 
qui  sont  des  semi-droites  opposées. 

Une  tangente  étant  donnée  (en  position  et  en  direction),  il  lui 
correspond  non  seulement  une  valeur  du  paramètre  ly  mais  encore 

une  valeur  déterminée  du  radical  \/F(/).  Si  la  courbe  est  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  F(^)  est  du  quatrième  degré;  en  consi- 
dérant ces  coniques  comme  enveloppes  de  semi-droites,  on  doit 
donc  dire  qu'elles  sont  du  genre  un,  et  il  y  existe,  à  ce  point  de 
vue,   une  infinité  d^aiitres  courbes  unicursales  du  genre   un,    à 
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savoir  celles  pour  lesquelles  on  a 

F(/)  étant  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre. 

Soient  K  une  conique  donnée,  Â  et  6  deux  tangentes  fixes  à 
celle  courbe.  Menons  une  tangente  quelconque  T  et  construisons 
le  cycle  bien  déterminé  qui  touche  A,  6  et  T;  ce  cycle  et  la 
conique  ont  en  commun  une  quatrième  tangente  0  et  il  est  clair, 
d'après  cette  construction,  que  B  est  parfaitement  déterminée 
quand  on  se  donne  T  et  réciproquement;  ces  deux  tangentes 
forment  une  involution  sur  la  courbe. 

T  étant  déterminée  par  le  paramètre  t  et  une  valeur  de  v^F(<), 

soient  6  et  v/F(Q)  l^s  valeurs  du  paramètre  et  du  radical  corres* 
pondant  à  la  tangente  6;  il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  pré- 
cède que  Ton  doit  avoir  des  relations  de  la  forme 

e  =  4>[^  /FTô],     /F(F)  =  v[/,  /F(7)], 

où  <{»  et  ^  désignent  des  fonctions  rationnelles,  et,  en  même 
temps,  

Ces  relations  font  prévoir  le  rôle  que  jouent  dans  cette  question 
les  fonctions  elliptiques.  En  général,  si  Ton  a  une  courbe  quel- 
conque de  direction  dont  Téquation  renferme  des  paramètres 
variables  et  si  Ton  considère  les  tangentes  communes  à  cette 
courbe  et  à  la  conique  H,  on  déduit  du  théorème  d^Abel  la  rela- 
tion 

dt  dt'  dt" 


où  les  quantités  r,  y/F(/),  t\  \J¥{(!)^  . . .  sont  déterminées  par  les 
diverses  tangentes  communes.  Considérant  en  particulier  les  cycles 
qui  touchent  les  tangentes  fixes  A  et  6,  on  a,  par  suite, 


Les  tangentes  correspondantes  T  et  9  se  coupent  en  un  point  M 
ilout  il  est  aisé  d'avoir  le  lieu;  si  l'on  désigne  par  a  et  ^  les  points 
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OÙ  T  esl  rencontrée  par  les  tangentes  correspondant  à  T  et  à  la 
semi-droite  opposée  — T,  on  voit  que  T  ne  rencontre  le  lien 
qu'aux  points  a  et  ^;  d'où  il  suit  que  le  lieu  est  une  conique. 
D'ailleurs,  si  T  est  isotrope,  comme  elle  se  confond  avec  son 
opposée,  les  points  a  et  ^  sont  confondus  :  donc  cette  droite 
touche  le  lieu  qui  est  ainsi  une  conique  ajant  les  mêmes  foyers 
que  H.  Celte  conique  passe  d'ailleurs  par  le  point  de  renconlre 
des  tangentes  fixes  A  et  B  et  elle  esl  entièrement  déterminée  par 
la  condition  que  la  hisseclrice  (*)  de  A  et  de  B  lui  esl  langenlc. 
On  retrouve  ainsi  une  proposition  donnée  déjà  par  Chasies, 
mais  avec  moins  de  précision;  les  signes  des  radicaux  qui  entrent 
dans  la  relation  (i)  sont,  comme  on  le  voit,  pariailcmeul  déler- 
minés  par  les  directions  des  tangentes  considérées. 

2.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  détermine  chaque 
tangenle  à  la  conique  H  par  l'argument  d'une  fonction  elliptique, 
la  condition  nécessaire  et  suflisanle  pour  que  quatre  tangentes 
touchent  un  même  cj'cle  est  que  la  somme  des  arguments  soit 
congrue  à  zéro,  suivant  les  deux  périodes  de  la  fonction.  Comme 
un  hypercycle  cubique  est  déterminé  par  cinq  tangentes,  on  peut 
énoncer  également  celle  proposition  :  Pour  que  six  tangentes 
à  H  touchent  un  même  hypercycle  cubique^  il  faut  et  il  suffit 
que  la  somme  de  leurs  arguments  soit  nulle. 

En  particulier,  le  problème  de  construire  un  cjcle  osculaleur 
d'une  conique  (^)  qui  touche  une  tangente  donnée  se  ramène  ù  la 
résolution  de  l'équation  sin  am  ix  =.  sin  am  a. 


(')  Je  rappelle  que  je  Domme  bissectrice  de  deux  semi-droites  la  droite  parfai. 
iement  détermioée  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  qui  toucheni  ces  semi- 
droites. 

(')  Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  polynôme  F(/)  est  du  second  dr^n;  :  relie 
courbe  esl  donc  du  genre  zéro  et  Ton  ne  peut  plus  mener  que  irois  exics  oscu- 
latears  qui  toucheni  une  tangenle  donnée.  Celte  tangente  et  les  tangentes  menées 
aux  poinls  d'osculation  louchent  un  même  cycle,  proposilion  analogue  à  la  sui- 
vante, due  à  Sleiner  -  Il  y  a  trois  cercles  osculateurs  à  une  conique,  qui  passent 
peur  un  point  de  cette  courbe;  ce  point  et  les  trois  points  d'osculation  sont  sur 
un  même  cercle. 

Etant  donnée  une  parabole,  on  peut  du  reste,  à  chaque  tangenle  iiienée  à  ccKe 
courbe,  fa^ire  correspondre  un  point  d'une  hyperbole,  de  telle  sorte  que,  quand 
quatre  tangentes  à  la  parabole  touchent  un  même  rycle,  les  quatre  points  rorres- 
poodaots  de  rhyperbole  sont  sur  un  même  cercle. 

L.  —  U.  43 
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3.  Des  considérations  enlièremenl  analogues  s^appliquent  aii\ 
intégrales  ultra-elliptiqnes.  On  peut  aussi  étudier  des  courbes 
non  unicursales  et  déterminer  leur  genre  quand  on  les  considère 
comnie  enveloppes  de  semi-droites;  dans  Tespace,  les  courbes 
gauches  donnent  lieu  à  une  étude  et  à  des  propositions  semblables 
et,  bien  que  cette  extension  se  présente  d'elle-même  très  aisémeol, 
je  reviendrai  sur  ce  sujet,  si  TAcadémie  veut  bien  me  le  permettre. 


^UR  LES 


ANTICAISTIQUES  PAR  RÉFRACTION  DE  LA  PARABOLE 

LES    RAYONS    LNCIDENTS    ÉTANT    PEUPENDICILAIRES   A    l'aXE. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ;  i885. 


ï. 

1.  L'hypercycle  esl  la  transformée,  par  semi-droites  récipro- 
ques, de  la  parabole;  c^esl  une  courbe  de  direction  de  la  quatrième 
classe  et  dont  Téquation  la  plus  générale,  en  coordonnées  langeu- 
tielles  et  les  axes  étant  rectangulaires,  est  de  la  forme 

Ses  propriétés  les  plus  importantes  sont  les  suivantes  : 

i"*  Les  tangentes  à  la  courbe  peuvent  être  associées  deux  par 
deux,  de  telle  sorte  que  deux  tangentes  conjuguées  quelconques 
et  deux  semi-droites  fixes  (les  semi-droites  fondamentales  de  la 
courbe)  forment  un  système  harmonique  (*). 

2°  L'enveloppe  des  conjuguées  d'une  semi-droite  D,  par  rap- 
port à  tous  les  couples  de  tangentes  conjuguées,  est  un  cycle  K. 
que  j'appellerai  le  cycle  polaire  de  D. 

Il  est  clair  qu'un  hypercycle  est  entièrement  déterminé  quand 
on  se  donne  les  semi-droites  fondamentales,  une  droite  quelconque 
du  plan  et  son  cycle  polaire. 


(*)  Deux  couples  de  semi -droites  forment  uo  système  harmonique,  quand  elles 
touchent  un  même  cycle  et  que  leurs  points  de  contact  partagent  harmonique- 
meni  la  circonférence. 

Sur  les  propriétés  mentionnées  dans  le  texte,  voir  mon  Mémoire  sur  les  hyper- 
cycles  {Comptes  rendus,  mars  et  avril  i88j);  dans  toute  la  suite  de  celte  NoU:, 
les  renvois  à  ce  Mémoire  seront  simplement  indiqués  par  la  lettre  H. 


f>'f)  GÉOMÉTRIE. 

3"  Le  cvcle  polaire  d'une  tangente  louche  cette  tangente  en  son 
point  de  conlact  avec  la  courbe. 

4^  En  désignant  par  A,  À'  et  B,  B'  deux  couples  quelconques  de 
tangentes  conjuguées,  si  Ton  considère  une  tangente  mobile  quel- 
conque T  et  si  Ton  construit  les  cycles  inscrits  dans  les  triangles 
AA'T  et  BB'T,  la  longueur  comprise  sur  T  entre  les  points  de 
contact  est  constante  en  grandeur  et  en  ligne  (*). 

2.  Je  rappellerai  encore  cette  proposition  importante  : 

A,  B,  C  et  D  désignant  les  quatre  tangentes  communes  à  un 
cycle  et  à  un  liypercjcle,  si  l'on  considère  les  tangentes  conju- 
guées (J  et  D'  de  deux  quelconques  d'entre  elles  C  et  D,  les  semi- 
droites  A,  B,  G  et  D'  touchent  un  même  cycle. 

En  voici  quelques  conséquences  :  étant  prises  arbitrairement 
cinq  semi-droites  P,  Q,  A,  B,  C  du  plan,  il  existe  un  hypercycle 
généralement  bien  déterminé  pour  lequel  P  et  Q  sont  les  semi- 
droites  fondamentales  et  qui  touche  A,  B,  C. 

Soient  D  la  quatrième  tangente  que  cette  courbe  a  en  commun 
avec  le  cycle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  A',  B',  C,  D'  les  con- 
juguées harmoniques  de  A,  B,  G,  D  relativement  à  P  età  Q;  il 
résulte  de  la  proposition  précédente  (|ue  les  semi-droites  A,  B, 
C,  D'  touchent  un  même  cycle  et  il  en  est  de  même  des  semi- 
droites  A,  B',  C,  D'  et  (les  semi-droiles  A',  B,  C,  D'. 

FjCS  odes  inscrits  dans  les  triangles  ABC,  AB'C  el  A'BC  tou- 
chent donc  tous  les  trois  la  scmi-droile  D';  ce  qui  permet  de 
déterminer  la  (|uatrième  tangente  commune  D. 

3.  On  peut  encore  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  drsisrne  par  (A,  A),  (B,  B'),  (C,  C)  trois  couples  de 
semi-ci/oiics  formant  une  itwolution,  les  cycles  inscrits  tlans 
les  triangles  ABC,  AB'C  et  A'BC  touchent  utie  tncme  semi- 
droite. 

■ 

Supposons,  en  particulier,  que  les  semi-droites  doubles  de  Tin- 
volulion   soient  les  droites  isotropes  passant  par  un  point  O  du 


(•)  II,  n*  [\. 
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plan,   deux  semi-droilcs  conjuguées  sont  alors  symétriques  par 
rapport  au  point  O^  d^où  celte  conclusion 

Si  (Af  A'),  (B,  B)  et  (C,  CJ)  sont  trois  couples  de  semi-droites 
symétriques  par  rapport  à  un  point  O  du  plan,  les  cycles 
inscrits  dans  les  triangles  ABC,  AB'C  et  A'BG  touchent  une 
même  semi-droite. 

Le  même  théorème  aurait  encore  lieu  si  la  symétrie  des  couples 
avait  lieu  par  rapport  à  une  droite  quelconque  du  plan. 

II. 

4.  Une  parabole  peut  être  considérée  comme  un  hypercycle  et 
comme  une  courbe  double;  en  chacun  de  ses  points  on  peut 
mener  deux  tangentes  qui  sont  des  semi-droites  opposées.  Ses 
semi-droiles  fondamentales  sont  les  semi-droites  opposées  déter- 
minées par  l'axe  de  la  courbe;  il  en  résulte  que  deux  tangentes 
conjuguées  sont  symétriques  par  rapport  à  Taxe. 

Toutes  les  propriétés  des  hypercycles  appartiennent  donc  à  la 
parabole  et  constituent  des  propriétés  nouvelles  de  celle  courbe. 

3.  Transformons  une  parabole  par  semi-droites  réciproques  en 
prenant  pour  axe  de  transformation  l'axe  de  la  courbe  elle-même; 
il  est  clair  que  les  semi-droiles  fondamentales  de  la  transformée 
seront  encore  les  semi-droites  opposées  déterminées  par  l'axe  et 
que  les  tangentes  conjuguées  seront  symétriques  par  rapport  à  cet 
axe. 

Réciproquement  tout  hypercycle  jouissant  de  la  propriété,  que 
deux  tangentes  conjuguées  sont  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  D,  est  la  transformée  d'une  |)arabole  P  ayant  celte  droite 
pour  axe;  l'axe  de  transformation  est  également  D. 

Un  point  quelconque  M  de  la  parabole  a  pour  transformé  un 
cycle  K  dont  le  centre  décrit  une  parabole  V  ayant  pour  axe  D, 
tandis  que  son  rayon  varie  proportionnellement  à  sa  distance  à 
l'axe;  la  transformée  est  donc  une  des  anlicaustiques  par  réfraction 
de  la  parabole  P',  lorsque  les  rayons  incidents  sont  perpendicu- 
laires à  i'axe. 

Je  la  désignerai  sous  le  nom  (ï anticaustique  principale. 
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6.  Ainsi  lesdnlicaustiques  principales  sonl  les  hypercycles  pour 
lesquels  les  semi-droites  fondamentales  sont  opposées. 

Considérons  une  telle  courbe  et  soit  F  le  point  où  une  tangente 
isotrope  coupe  son  axe,  la  tangente  symétrique  étant  la  seconde 
droite  isotrope  qui  passe  par  ce  point,  on  voit  que  F  est  le  fojer 
de  la  courbe  et  que  les  droites  isotropes,  qui  se  croisent  en  ce 
point,  forment  un  couple  de  tangentes  conjuguées. 

Menons  une  tangente  parallèle  à  une  direction  perpendiculaire 
à  Taxe,  sa  symétrique  lui  est  opposée;  nous  avons  donc  une  tan- 
gente double  apparente  perpendiculaire  à  l'axe,  et  les  deux  semi- 
droiles  opposées  qu'elle  détermine  constituent  également  un 
couple  de  tangentes  conjuguées. 

Soient  (yî^.  i)  une  anticaustique  principale  ayant  F  pour  foyer 
et  DD'  comme  tangente  double,  AT  une  tangente  quelconque  à 


Fig.  1. 


6 


II"     " 


tù 


cette  courbe.  Les  deux  droites  opposées  DD'  et  D'D  formant  un 
système  de  tangentes  conjuguées,  on  voit  que  le  cycle  qui  touche 
ces  tangentes  et  la  tangente  AT  se  réduit  au  point  A  où  cette  tan- 
gente coupe  DD';  sou  point  de  contact  avec  ce  cycle  est  également 
le  point  A.  D'autre  part,  le  cycle  qui  touche  les  droites  isotropes 
issues  du  point  F  et  la  tangente  AT  est  le  cycle  qui  a  pour 
centre  F;  son  point  de  contact  avec  AT  est  donc  le  pied  P  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  F. 

D'une  proposition  fondamentale  énoncée  plus  haut,  il  résulte 
d'ailleurs,  puisque  les  droites  isotropes  issues  du  point  F  consti- 
tuent un  système  de  tangentes  conjuguées,  que  la  distance  AP 
est  constante  en  grandeur  et  en  signe;  ainsi  : 


Toute  anticauslique  principale  peut  être  considérée  comme 
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V enspeloppe  <Vun  des  petits  côtés  d^un  triangle  rectangle  de 
forme  invariable  dont  r  extrémité  y  située  sur  V  hypoténuse  y 
décrit  une  droite,  tandis  que  l^ autre  petit  côté  passe  par  un 
point  fixe. 

Les  autres  anlicausliques  étant  des  courbes  parallèles  à  i^anti- 
caustique  principale,  on  peut  énoncer  encore  la  proposition  sui- 
vante : 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  de  forme  invariable,  dans 
lequel  les  deux  angles  B  ^/  G  sont  droits;  si  Von  déplace  ce 
quadrilatère  de  Jaçon  que  le  côté  BC  passe  par  un  point  fixe  F 
et  que  le  sommet  A  décrive  une  droite  A,  le  côté  CD  enveloppe 
une  anticaustique  d'une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F, 
les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  Vaxe. 

7.  La  proposition  que  je  viens  de  démontrer  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Si,  du  fojrer  d^ine  anticaustique  principale,  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire à  une  tangente  à  cette  courbe,  la  distance  A,  comprise 
entre  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  le  point  où  la  tangente 
rencontre  la  tangente  double,  est  constante. 

Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  :  dans  le  cas  où 
A  =  o,  la  courbe  se  réduit  à  une  parabole;  quand  la  tangente 
double  passe  par  le  foyer,  la  courbe  a  alors  le  foyer  pour  centre. 

EnRn,  quand  A  est  égal  à  la  distance  du  foyer  à  la  tangente 
double  (c'est  le  cas  delà  réfiexion)^  la  classe  de  la  courbe  s'abnisse 
et  elle  devient  un  hypercycle  cubique,  ou  plus  exactement  elle  se 
décompose  en  un  hypercycle  cubique  et  un  semi-point  situé  à  Tin- 
fini  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente  double. 

De  là  une  propriété  nouvelle  de  l'hypercycle  cubique,  que  Ton 
peut  énoncer  ainsi  : 

Si  des  rayons,  menés  parallèlement  à  une  direction  quel- 
conque, se  réfléchissent  sur  une  parabole,  parmi  toutes  les  anti- 
caustiques correspondantes,  il  y  en  a  une  qui  a  un  axe  de 
symétrie;  si,  du  foyer  de  la  parabole,  on  mène  une  perpendi- 
culaire à  une  tangente  quelconque  à  cette  courbe,  la  distance, 
comprise  entre  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  le  point  où 
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la   laii*(ente  rencontre  la  tangente  double,  est  constante  et 
égale  à  la  distance  du  foyer  à  cette  tangente  double. 

8.  Soilune  anlîcaustique  principale  ayant  pour  foyer  le  point  F 
et  pour  tangente  double  la  droite  DD'. 

Considérons  {Jîg»   i)  une  tangente  AT  à  celte  courbe  et  con- 
struisons le  c^'cle  polaire  de  celte  semi-droite;  nous  savons  qu'il 
lui    est  tangent.  Il   touche  également  la   conjuguée  harmonique 
de  AT  relativement  aux  deux  tangentes  opposées  DD'  et  D'D,  cjui 
constituent  un  couple  de  tangenles  conjuguées;   le  centre  de  ce 
cycle  est  donc  sur  la  droite  menée  par  le  point  A  perpendiculaire- 
ment à  DD'.  Ce  cycle  touche  la  conjuguée  harmonique   de  AT 
nîlativeincnl  aux   deux  droites  isotropes  issues  du   j)oinl  F  (ces 
droites  forment  en  efl'et  un  couple  de  langentes  conjuguées);  et, 
comme  cette  conjuguée  est  la  symétrique  de  AT  relativement  au 
point  F,  le  centre  cherché  est  sur  la  droite  menée  par  le  point  F 
parallèlement  à  AT. 

Ce  centre  est  donc  le  point  a  et,  le  cycle  polaire  d'une  tangente 
touchant  celle  bcmi-droile  en  son  point  de  contact  avec  la  courbe, 
on  voit  que  le  point  de  contact  de  AT  est  le  pied  ni  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  a. 

On  serait  arrivé  à  ce  résultat  en  considérant  Tanticaustique 
comme  l'enveloppe  du  côté  d'un  triangle  rectangle  de  forme  inva- 
riable dont  un  sommet  A  décrit  la  droite  DD'  pendant  que  le 
côté  PF  passe  par  le  point  fixe  F;  il  est  clair,  en  eflet,  que  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  figure  est  le  point  a  que  j'ai 
déterminé  précédemment. 

Pour  construire  le  centre  de  courbure  correspondant  au 
point  m,  je  remarque  que,  la  tangente  conjuguée  de  AT  étant 
la  symélriquc  relativement  à  l'axe  de  la  courbe,  le  cycle,  qui 
touche  Tanlicauslique  au  point  ni  et  la  conjuguée  de  AT,  a  ^OIl 
centre  au  point  de  rencontre  de  la  normale  ma  avec  la  droite, 
menée  parallèlement  à  DD',  par  le  j)oint  a  où  la  tangente  AT  ren- 
contre Taxe. 

En  désignant  par  ^  ce  point  de  rencontre,  il  résulte  d'un  théo- 
rème, que  j'ai  donné  dans  mon  Mémoire  sur  les  hypercycles,  que 
le  centre  de  courbure  cherché  est  le  point  (o  symétrique  de  ^3  par 
rapport  à  a. 
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111. 

9.  Une  anlicaiislique  principale  ëlanl  donnée,  il  importe  de 
conslruire  la  parabole  sur  laquelle  se  sont  réfractés  les  rayons. 

Pour  la  solution  de  celte  question,  je  démontrerai  d*abord 
quelques  lemmes  préliminaires.  Un  cercle  étant  décrit  sur  un  seg- 
ment AB  comme  diamètre  {Jig'  2),  soient  m  ei  n  les  projections 

Fig.  2. 


sur  ce  diamètre  de  deux  points  M  et  N  de  la  courbe,  et  P  la  pro- 
jection sur  la  droite  MN  de  l'exlrémilé  A  du  diamètre.  Gela  posé, 


Lemnie  /.  —  On  a  l'égalité 


l'iN*        Bm 


F~^        Bn 

Lemme  IL  —  En  désignant  pari  le  milieu  de  la  corde  MN,  on  a 

\ni  —  \n  =  IP: 


on  d'autres  termes, 


— j 

AP    --=  Xm.Xn, 


10.   Pour  les  démontrer,  je  remarque  que  Tangle  APM  étant 

droit,   l'angle   PAN    est   égal  à  l'angle  MAB;   faisons,   pour  un 
instant, 

MAB  =  a,         NAB^?. 


Les  deux  triangles  PAN  et  NA/i  donnent 


—  4 


F*N  sin^a        Mm    .AN  A  m.  B/;i .  A/i.AB        Bm 


TT--        î^in^û    "   TTT*  "^"^  Am.AB.A/i.B/i         B/i 

iN  n  ^        A  M    .  N  n 


En  second  lieu,  le  triangle  APN  donne 


II.  Considérons  maintenanl  detix  paraboles  II  cl  II'  {fig-  3) 
a}>aal  le  poini  F  pour  fover  el  |ioiir  sommets  respectifs  les  deux 
points  a  et  6  de  la  droite  F4>. 


t 

R 

:=-^-.. 

'       ■   "W^- 

>           * 

\lr 

Par  im  point  quelconque  M  de  celle  dtoiie,  menons  une  tan- 
gente à  chacune  des  paiiibotes  et  soient  respectivement  A  et  B 
leurs  points  de  contact;  on  sail  que  le  cercle,  a^'anl  pour  centre 
le  loyer  F  et  passant  par  le  point  M,  contient  les  points  A  et  B; 
j'appellerai  N  le  point  où  il  rencontre  de  nouveau  l'axe  F4>. 

Du  point  M  abaissons  une  perpendiculaire  Ail*  sur  la  droite  AB, 
et,  par  le  point  I  milieu  du  segment  AB,  menons  une  parallèle  à 
l'axe  qui  rencontre  Ml'  au  point  It,  il  est  clair  que  la  ligure  MRIF 
esl  un  parallélogramme. 

Soient  maintenant  a  et  ^  les  milieux  respectifs  des  segments  MA 
et  MB;  l<i  droite  a|3  esl  évidemment  parallèle  à  AB  et  partagée  eu 
parties  éj^-ales  par  la  droite  MI  en  son  point  milieu  O;  d'où  it  suit 
que  lii  ligure  K^Fa  est  un  parallélogramme. 

Ainsi  les  segments  K^  et  aF  sont  égaux  et  parallèles;  C,  &  el  a 
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élant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  I^axe  des  points 
R,  ^  et  a,  on  a  donc 

d^où  il  résulte  que  Fc  est  constant  et  que,  quand  le  point  M  varie, 
le  point  R  décrit  la  droite  ce'. 

J^abaisse  maintenant  du  point  F  la  perpendiculaire  FS  sur  la 
droite  MP,  du  point  R  la  perpendiculaire  RG  sur  la  droite  FI  et  du 
point  N  la  perpendiculaire  NQ  sur  la  droite  âB;  il  est  clair  que  RS 
est  égal  à  FG,  et  encore  à  NQ,  car  il  est  aisé  de  voir  que  la  figure 
GQFN  est  un  parallélogramme. 

Or,  en  désignant  par  A'  et  B'  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  TaiLC  des  points  A  et  B,  il  suit  du  lemme  II  que  Ton  a 


NQ   =  RS    =-  NA'.NB '  = 

D'où  il  suit  que  la  longueur  US  est  constante  lorsque  le  point  M 
se  déplace;  nous  avons  ainsi  un  triangle  rectangle  RSF  dont  un 
petit  côlé  passe  constamment  par  le  point  F,  tandis  que  l'autre 
petit  côté  est  constant  et  que  le  sommet  R  décrit  la  droite  ce'. 

Il  en  résulte  donc,  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus  haut,  que 
US  enveloppe  une  anticaustique  principale  de  parabole;  le  centre 
instantané  de  rotation  étant  d'ailleurs  évidemment  le  point  I,  la 
tangente  RS  touche  son  enveloppe  au  point  P. 

12.  Soit  K  l'hypercycle  symétrique  enveloppé  par  RS;  si,  du 
point  A  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  ayant  AP  pour  rayon, 
il  est  clair  que  son  enveloppe  est  la  courbe  K;  or,  il  résulte  du 
lemine  I  que  l'on  a 


Av  _     /inb;        /Vu 

AA'  "■  V     NA'  "'  \'''    In' 


D'où  il  suit  que  ce  rapport  est  conslanl  et  que  K  est  I  anlicaus- 
tique  principale  de  la  parabole  II,  les  rayons  incidents  étant  per- 
pendiculaires à  l'axe  et  le  module  de  réfraction  étant 


i/ 


v7i 


On  démontrerait  de  même  que  K  est  Tanlicaustiquc  principale 
de  la  parabole  II',   les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à 
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r^xe  et  le  module  de  réfraction  étant 


v/?ï- 


13.   Il  est  maintenant  facile  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Un  bypercycle  K  est  l'enveloppe  du  côté  RS  d'un  triangle  rec- 
tangle KSS',  dont  le  côté  SS'  passe  constamment  par  le  point 
fixe  F  {fi g.  3),  dont  le  côté  IIS  a  une  longueur  constante  et  dont 
le  sommet  K  décrit  la  droite  cc'\  trouver  les  paraboles  pour  les- 
quelles cette  courbe  est  une  anticaustique  principale. 

A  cet  eflel,  que  du  point  F  on  abaisse  une  perpendiculaire  à  cd 
rencontrant  le  côté  RS  en  M,  et  que  de  ce  même  point  comme 
centre  on  décrive  un  cercle  H  passant  par  M;  que  l'on  détermine 
le  point  de  rencontre  I  «le  la  droite  menée  par  F  perpendiculaire- 
ment à  SS'  et  de  la  droite  menée  par  R  perpendiculairement  à  ce', 
puis  que  par  I  on  mène  une  droite  A  parallèle  à  SS'.  Cela  posé,  si 
Ton  imagine  les  deux  paraboles  qui,  avant  F  pour  foyer  et  ayant 
leur  axe  perpendiculaire  à  cd ^  passent  respectivement  par  les  points 
de  rencontre  de  A  et  du  cercle  H,  on  obtiendra  les  deux  paraboles 
pour  lesquelles  K  est  une  anticaustique  principale. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  deux  paraboles  ne  sont  pas  toujours 
réelles;  elles  seront  imaginaires  si  la  droite  A  et  le  cercle  H  ne  se 
rencontrent  pas. 
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I. 

1.  Je  considère  une  série  Zj  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x  et  qui  satisfait  identiquement  à  Téquation  dif- 
férentielle linéaire 

(I)  WV=2V^-hU, 

où  U,  V  et  W  désignent  des  polynômes  entiers,  et  je  me  propose 
d'étudier  son  développement  en  fractions  continues. 

La  série  z  peut,  d'ailleurs,  être  divergente  pour  toute  valeur 
de  x]  rien  n'empêche  de  la  réduire  en  fractions  continues;  il  sera 
seulement  nécessaire  de  déterminer  pour  quelles  valeurs  de  x  les 
réduites  forment  une  suite  convergente  et  quelle  est  la  fonction 
dont  elles  donnent  la  valeur. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  étant  donné  un  poljnome  ou  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  J7,  j'appellerai 
degré  du  polynôme  ou  de  la  série  le  degré  de  son  premier  terme, 


(  '  )  Ce  Mémoire  aurait  dû  figurer  à  la  fin  du  Tome  I. 
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et  je  représenterai  simplemenl  par  la  notation    (—;;)>   ^^  faisant 

abstraction  de  ses  cocfncients,  une  série  commençant  par  un  terme 
du  degré  —  n, 

2.  delà  posé,  on  sait  i\ue^/n  désignant  un  polynôme  entier  de 
degré  /?,  on  peut  toujours  disposer  des  (/i-|-i)  coefficients  qu'il 
renferme,  de  telle  sorte  que,  cp„  désignant  la  partie  entière  de  z//,, 

le  développement  de  l'expression  z *  -  commence  par  un  terme 

Jn 

du  degré  de  —z — :   une  telle  fraction  -J^  se  nomme  une  réduite 

de  z.  Pour  certaines  valeurs  du  nombre  entier  /i,  il  peut  même 
arriver  que  l'approximation  soit  plus  grande  et  que  le  premier 

terme  du  développement  de  :;  —  -^   soit  d'un  degré  inférieur  à 

Jn 

celui  de  -j;^'»   dans  ce  cas,  il  y  a  surapproximation. 

En  général,  on  aura  donc,  d'après  la  définition  des  réduites, 

OÙ  p  désigne  un  nombre  entier  positif  ou  zéro;  de  là 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  z  et  z'  dans  la  relation  (i), 

ou  encore 

Soit  UL  le  degré  de  la  série   V^-^  -4-  ^^(— :);   ''  est  clair  que  le 

premier  membre  de  cette  égalité  est  un  polynôme  entier;  il  en  est 
de  même  du  second,  qui  est  du  degré  (jx  —  p);  on  pourra  donc 
poser,  en  désignant  par  A„  une  constante  dont  la  valeur  dépendra 
du  nombre  entier  n  et  par  0;,  un  polynôme  entier  du  degré  a  —  a, 

(7.)  L^/,r-+-2V9;,/„-W(^;,/«-/;9„)=A„e„. 
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Sn  est  un  polynôme  entier  du  degré  [jl  —  p,  il  est,  par  conséquent, 
d'un  degré  égal  ou  inférieur  à  [jl.  En  général,  il  est  du  degré  [x,  et 
son  degré  ne  s'abaisse  que  quand,  pour  certaines  valeurs  du 
nombre  /t,  il  y  a  surapproximation.  Le  maximum  d'approximation 
aura  lieu  pour  p  =  a,  auquel  cas  6  est  une  constante;  une  appro- 
ximation plus  grande  ne  peut  avoir  lieu  :  autrement,  6  étant  nul, 

on  voit  que  z  serait  égal  à  la  fonction  rationnelle   -^i    cas  que 

Jn 

j'écarte  expressément. 

3.  Réciproquement,  si  l'on  peut  déterminer  deux  polynômes 
entiers  ç„  et  /„,  tels  que  le  premier  membre  de  l'égalité  (2)  se 

réduise  à  un  polynôme  du  degré  a  ou  d'un  degré  inférieur,  ^  est 

Jn 

une  réduite  de  la  série  z. 
Ayant  posé,  en  elTet, 


d'oCi 


Jn 


l'identité  (2)  devient 

J  n 

OU  encore,  par  suite  de  l'équation  (1), 

J  n 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  au  plus  du  degré  de 

et  le  second,  du  degré 

d'où  il  résulte  que  u  est  au  plus  de  degré  de  — j;^»  et,  par  suite, 
^  est  une  réduite  de  la  série  :;. 

Jn 


4.  Toute  la  question  se  réduit  ainsi  à  la  solution  par  des  poly- 
nômes entiers  de  Téquation  (a),  le  polynôme  B«  étant  d^oo  degré 
au  plus  égal  à  ^;  et,  tout  d'abord,  j*en  déduirai  que  J^  satisfait  à 
une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

A  cet  effet,  je  forme  Téquation 

qui  a  pour  solutions 

En  (>o$anty  pour  abréger, 

«>*  =  v'.  V;—  r«  ri, 

oo  •.  d*après  ODe  formule  connue. 

or  un  calcul  facile  donne 

et»  on  tenant  compte  de  ridenlitê  yi  u 


doù 


•*i 

— 

rf 

J 

\ 

^, 

\V 

>\ 

Si 

-^ 

^i 

v\ 

\\  ' 

et  vi^  U  nr>u  te  iitiaieiixtemeat  que  ."eijujtîon  cherchée  eî-t  de  la 

ix*;:.-   ::'M\<:*   Ji::\^   .tA-  .   .r>.  ^\:^    si::>fAÙe    qiicJ    on    v    fail 
%         ",  .  K,  x'^;  .i.*--c  xuL  rcN:i%,";  --.i-frdjnt  ie  de^rê  est  indé- 

^  /      .         .     ^     - 

wn  w-Av;v*vfjr.>r  ct.;^:    ",  >i;  -Ci»;  1  .  fT.i*i:.:z     '   .  i-e  -ii5  que  Ton 
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peut  délermioer  le  poljDome  U  qui  figure  dans  Tëquation  difTé-^ 
rentielle  (i),  de  lelle  sorte  que  la  série  z  qui  salisfail  à  cette  équa- 
tion ait  une  réduite  dont  le  dénominateur  soh  /„, 

Soient,  en  effet,  a,  p,  y,  ...  les  diverses  racines  de  l'équation 

f„(^x)=.  o;  décomposons  en  éléments  simples  la  fraction    J^   "> 

et  posons 

A/tB/,  _  G«      ^       /?a       _.  V^     yg 

Pour  avoir  les  coefficients  />«  et  5^»,  il  faut  diviser 

A4e„(gt)H-e;(a)/i] 
par 

/;(«);W(a)/;;(a)  +  [W(a)y7.(a)  +  W'(a)/;(a)]A|; 

or, //i(x)  satisfaisante  Téquation  (3),  on  a  évidemment 
^/.(«)[W(a)/;(a)-+.W(a)y7,(a)]=/A(a)[W(a)eU«)~2V(a)e„(a)]; 
le  diviseur  devient,  par  suite, 

et  le  quotient 

A..e„ra)    r       ^yça)  1, 

d'où  Ton  déduit  la  relation  suivante 

V(a) 

Je  pose  maintenant 


VV(a) 


2PaL      _   ?« 


en  sorte  que  Ton  ait 


Â' 


(4)  A„e^  ^  g^    .,££__  ^  ?i!     MX. 


(')  Il  résulte  d'une  remarque  imporlanlc  due  à  M.  Hermile  que  la  détermina- 
lion  des  polynômes  G^,  P„  et  ç^  n'exige  pas  la  résolution  de  l'équation  /«=  o. 
L.  —  II.  44 
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et  je  coniiidère  l'expression 


L*idenlilé  démontrée  plus  haut, 

\(a) 

montre  que  cette  expression  ne  devient  infinie  pour  aucun  des 
zéros  de  /"„  ;  on  a  donc,  Un  désignant  un  polynôme  entier, 

^^  /n  VV    fn  W  * 

Éliminons  P«  entre  les  identités  (4)  et  (5),  il  viendra,  après  avoir 
chassé  le  dénominateur, 

et  de  là  résulte  la  proposition  que  je  voulais  démontrer. 

6;2  étant,  en  eflel,  d'un  degré  au  plus  égal  à   u,   il  est  clair 

que  ^  esl  une  réduite  de  la  série  z  qui  satisfait  à  réquation  dif- 

Jn 

férentielle 

II. 

6.  Pour  déterminer  complètement  Téquation  dilTérentielIr  à 
laquelle  satisfait  le  dénominateur  /„  d'une  réduite,  il  est  néce>- 
saire  de  connaître  les  polynômes  S„  et  R„  qui  y  figurent. 

Afin  de  trouver  leur  expression  ou  de  montrer  au  moins  com- 
ment on  peut  les  calculer  par  voie  de  récurrence,  je  m'appuierai 
sur  les  considérations  suivantes  : 

On  sait  qu'entre  les  termes  de  deux  réduites  consécutives  on  a 
la  relation  suivante 

^n-^ï/n  — /n-*  l  ?«  =  A,,  +  1 . 

A.„^,  étant  une  constante  dont  on  peut  choisir  arbitrairement  la 
valeur,  puisque  les  deux  termes  de  la  réduite  ne  sont  déterminés 
"|"'à  un  facteur  constant  près;  je  supposerai  que  cette  constante 
-st  précisément  celle  que  j'ai  introduite  dans  l'identité  (2). 
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Cela  posé,  de  la  relation  précédente  et  de  la  relation 

(6)  ?n/n-l— /n<Pn-l  =  A„ 

qui  s'en  déduit,  on  tire 
d'où,  en  posant 

A./H-1  n 

—7 =  *^rti 

An 

les  formules  suivantes,  où  Q,,  est  un  poljnome  du  premier  degré, 

f   ?n-»-l  —  Q/i  ?«  -+-  ^n  ©fi-l  =  O. 

Portons  maintenant,  dans  la  relation  (a),  la  valeur  de  A,,  tirée  de 
l'équation  (6),  cette  relation  pourra  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante 

d'où  ces  formules,  où  û„  désigne  un  polynôme  entier, 

7.  Q„  est  un  polynôme  entier  dont  il  est  facile  de  déterminer  le 
degré;  on  déduit,  en  effet,  de  la  première  des  formules  (8), 

Jn  Jn 

il  en  résulte  que  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  de  ce  polynonie 

n  W 
est  le  premier  terme  du  développement  de  l'expression  V  H ; 

la  fraction  O,/^  est,   en  effet,  du  degré  de  v(-^)  +  w(-îr). 

8.  En  dérivant  la  première  des  identités  (7)  et  en  multipliant 
par  W  le  résultat  obtenu,  il  vient 
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on  a,  d^ailleurs,  les  idenlilés 

\V/:,-i  =  (Ûn-l  -  V)/„-i  -h  iln-t/n-f  \ 

portant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente,  on  a 

(û„^,-V)/;,^,4-[e„4.i-WQ;,-Q„(û«-V)]/„ 

-+-  [R„(û„_i-  V)  -  Q«e„]/„_i-+-  R„û„..,/„_,  =  o, 

puis,  en  remplaçant  /„^,  par  sa  valeur  Q«/„  —  R,////_i, 

On  a,  d'ailleurs, 

d'où  les  deux  formules  suivantes  : 

(9)  Q„(i2n-Hi—  Û„)  -+-  e«^,  -  ^^  Sn-i  =  WQ;, 

(10)  R„(û„^,-û„_o=  -p— Q«-ie„-,  — Q„e„. 

9.   On  déduit  de  la  première  des  idenlilés  (8) 

ou,  en  multipliant  par  W  et  remplaçant  W/]|,  et  W/J,_,  par  leurs 
valeurs, 

wv;;=[(L>„-v-\v')(i2„-V)-i-\V(û;,-V)i/„ 

porlons  celte  valeur  et  la  valeur  précédemment  trouvée  de  W /^ 
dans  la  relation 

w,e„/;-+-[(2V-HW')e,-\ve;]w/;-t-K„\v7„  =  o: 

il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

!e„(i2»-V2)-i-\v[e,(û;,-V')-e;,(i2«-V)^K„];/„ 

Le  polynôme  qui  multiplie  W  dans  le  coefficienl  de/,,  est  évidem- 
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•  •  •  , 

ment  divisible  par  Q^]  posant  donc 

e„(Q;,-v')-e;i(iin-v)-f-K„  =  -e„s«, 

d'où  Ton  déduit 

(11)  K„=e',.(û„-V)-e.,(i2;,-v')-e,.s„, 

ridentilé  précédente  deviendra 

où  S,t  désigne  un  polynôme  enlier. 
Ayant,  d'ailleurs,  la  relation 

on  déduit  de  là  les  formules  suivantes  : 
(.2)  i2J_V»-%^'=WS„. 

(i3)  a,.+  a„_,  =  -®2^--'. 

10.  De  la  relation  (12)  résulte  l'égalité 

W  (  S„^.  -  S„  )  =  (  Q„+,  -  U„  )  (  U„+,  +  U„  )  -  -,;—  +  -"  —  - 

ou,  en  remplaçant  Û„^|  4-  û,,  par  sa   valeur  déduite  de   l'iden- 
tité (i3), 

\V(S„^.-  S„)  =  U,  [_  %tl  ^  |5Z1  -  5il(i2„„  _  u„)l 

N 

ou  encore,  en  verUi  de  (9  ), 
d'où  enfîn 


(l4)  Srt-«-i — ^n  ~  — 


III. 


R« 


H.  Je  résumerai  ici  les  conséquences  1res  simples  de  l'analyse 
un  peu  longue  qui  précède. 
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On  a,  entre  les  termes  des  diverses  réduites,  les  relations  sui- 
vantes : 

,     V  i  /n+l— Q/i/«-HRii/«-I  =  0, 

où  R/i  désigne  un  nombre  que  Ton  peut  choisir  arbitrairement, 
Sn  un  polynôme  entier  du  degré  [jl,  Çï,t  un  polynôme  entier  du 
degré  [x  4-  1  dont  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  est  le  premier 

terme  du  dtWeloppement  de  Vh >   et  Q„  un   polynôme  du 

premier  degré. 

Ces  polynômes  sont  reliés  entre  eux  par  les  relations  suivantes  : 

m 

on  a,  en  outre,  l'égalilé  suivante,  où  S„  est  un  poljnome  entier, 

(lO  U„-V«-?^^^=\VS„. 

H/Il 

On  peut  ajouter  que,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

K,,  -  e;,{  i2„—  V)  -  -  e„(  li,;  —  V)  -  e«  s„, 

fn  satisfait  à  Téqualion  différentielle  du  second  ordre 

O)  we„y-hr(^^VH-w')e„-we;,iy-+-K„^  =  o. 

12.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer  que  les  relations  (9) 
et  (i3)  suffisent  pour  déterminer  par  voie  récurrente  les  poly- 
nômes Q„,  H„  et  û;,,  et,  à  cet  elTet,  j'établirai  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  des  polynômes  /„,  cp,„  Q,,,  H,,,  û;,  et  les  nom- 
bres Rrt  sont  liés  entre  eux  par  les  relations  (7),  (9)  et  (i3)  et 
si  l'on  déjlnit  deux  suites  de  polynômes  A^  et  B/,  par  les  éga- 
lités suivan  les  : 

A„  =  (i2;,-V)/„-\v/;  +  e„/„-„ 
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on  a,  entre  trois  polynômes  consécutifs  de  chacune  des  suites, 
les  relations 

et 

B„_H|  —  Qn  Bn  -f-  R„  B„_|  =  o. 

Démonstration,  —  Je  ne  m'occuperai  que  des  polynômes  A„, 
la  marche  à  suivre  élant  exactement  la  même  pour  les  polj- 
nomes  B/,. 

On  a,  en  vertu  même  de  la  définition  donnée, 

et  de  même 

^/n-l  =  (Û/j-i  —  V)//i-j  -f-  S„-i/„-i —  A|,_|. 

Portons  ces  valeurs  dans  l'égalité 

qui  résulte  immédiatement  de  la  première  des  équations  (7);  il 
viendra 

-f.[R„(ii„_l-V)-Qne;,]/„-t 

-i-  Rw6„_|/n_, —  A„_Ki-+-  Qn^n —  RnA„.-i=  O 

OU,  en  remplaçant/;,^!  par  sa  valeur  Q,,/„ —  R/i///-i, 

[Q«(i2„H., ->  i2„) -4- e^^,  -  WQ;]/n 

-t-  ^n^n-l/n-i  —  ^^4-1-+-  Qn  ^n —  R//  -^n    l  =  O 

OU  encore,  en  vertu  des  identités  (9)  et  (i3), 

^n-l/n —  p ^/i-lQn-l/n-l 

-•-  ^n^n-l/n-1 —  A^-»-!  -f-  Qn  A^  —  R^  ^n~i  =  O. 

Ce  qui,  par  suite  de  l'identité, 

se  réduit  à 

A,i-»-i  —  QnA,|-h  R„  An_i  =  o. 

Une  démonstration  analogue  s'appliquerait  aux  polynômes  B, 


6^6  ALGÈBRE. 

13.  Supposons  maînlenanl  que  Ton  ait  déterminé  trois  suites 
de  polynômes  S^,  û^  et  Q^,  par  les  relations  (9)  et  (i3),  puis 
deux  suites  de  polynômes  ç«  el/n  par  les  relations  (7);  qu'enfin, 
pour  deux  valeurs  consécutives  de  Tindice,  on  ait 

A/=  A/_|  =  0        el        B/=  B/_i  =  o. 

Il  résulte  du  lemme  précédent  que  Ton  a  également 

A/-HI  =  A/^.J  =  A/^.3  =  . . .  =  o 

et 

Bi4-i  =  B,>.j  =  B,-H5  = . . .  =  o, 

et,  par  suite,  les  polynômes  ^„  el /,t  satisfont  aux  équations  (8). 
Or,  en  éliminant  û;,,  on  en  déduit 

ce  que  Ton  peul  écrire 

et,    {^nfit-\ — fn^n-\)   étant   une   constante   en   vertu    des  rela- 
tions (7),   on  voit  que  le  second  membre  est  un    polynôme  du 

degré  u,  et,  par  suite,  la  fraction  —  est  une  réduite  de  la  série  z. 

Jn 

14.  Ainsi  toute  la  question  est  ramenée  à  déterminer  par  les 
identités  (9)  et  (i3)  les  polynômes  Q„,  0,/  el  û„. 

Si  l'on  met  en  évidence  leurs  coefficients  inconnus,  en  égalant 
à  zéro  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x^  on  obtiendra  un 
certain  nombre  d'équations  qui  permettront  de  déterminer  le» 
coefficients  de  Q„,  û/i+i,  ^n^\  au  moyen  des  coefficients  de  Û/,, 
0,1  el  0/1  _i . 

IV. 

15.  Comme  application,  je  considérerai  d'abord  le  cas  le  plus 
simple,  à  savoir  ;  celui  où  les  fonctions  0„  sont  des  constantes  et 
où  |jL  =  o.  C'est  ce  qui  a  lieu  si  W  est  au  plus  du  second  degré  el 
si  V  est  au  plus  du  premier  degré. 

Gamme  0,^  est  une  constante  et  que  R«,  jusqu'à  présent,  est 
resté  arbitraire,  je  poserai 

©«  =  B/i» 
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et  les  équations  (12)  el  (i3)  deviendront  alors 
(«5)  i2;,^,-f-i2„  =  -Q„, 

06)  ÛÎ-V«-R;,=    WS;„ 

el,  ajant  délermînéles  polynômes  entiers  qui  satisfont  à  ces  équa- 
tions, on  aura  les  relations 

,  (  //i-Ki~Q«/«-+-  R«//i-i  =  o, 

(8)  i   ^fn=(Qn-'\)fn-^^nfn-U 

en  outre,  /„  satisfait  à  l'équation  différenlielle 

où  le  coeffîcient  de  y  est  nécessairement  une  constante. 

16.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  z  =  log  (  — - — j  qui 
satisfait  à  Téquation  différentiel  le 

(.r* —  i)z'  =  7.T. 

on  a  ici 

W  =  a^-— 1,        \=o        et        1}  =  IX. 


Le  polynôme  û/,,  dont  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  est  le  pre« 
mier  terme  du  développement  de  n >  est  de  la  forme 


nx-i-ai„, 


Tidentité 

(nx-hOL„y-—  R„=(xî— i)S„ 
donne 

a„=o,         R„=/iî,         S„=/i«; 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (i^), 

Q„  =  — (2AÏ  -hi)x: 
puis  les  relations 

/„^_,— (2/l-H  i)x/n'+-  /l»/„_i  =  0, 

ç„-4_,  -+-  (9./1  -h  i):r<p„ -i-  n«<p„_i  =  o; 
(a^î—  1)/;,  =  nx/„  -f-  n^fn-u 

(X<— I)çp;,=  nxr^n-^  /i'?«~l-H  '>^fn\ 
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d'où  Ton  déduirait  aisément  les  relations  connues  entre  les  polj- 
nomes  X^  de  Legendre. 

L^équation  difTérentielle  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  f^ 
est,  d'ailleurs, 

17.  Comme  second  exemple,  je  choisirai  la  fonction 

*  jr 

qui  satisfait  àTéquation  différentiel  le 

son  développement  suivant  les  puissauces  décroissantes  de  x  est, 
d'ailleurs,  la  série 


1         %  —  I        (a  —  i)(a  —  2) 


X  X*  X* 


•  •  » 


qui,  si  elle  ne  se  termine  pas,  est  toujours  divergente,  quelle  que 
soit  la  valeur  donnée  à  x. 
On  a  ici 

\\=x,        V=--*,         U=  — I. 

Le  terme  du  degré  le  plus  élevé  de  Û,,  étant  le  premier  terme  du 

n\\ 
développement  de  V  H ;-,  on  peut  poser 

_   X  ^ 

12/1  =  —  -+-  Pf] . 

LYM|ual!on  dillérentielie  à  laquelle  satisfait  /,i  est 

d'où  résulte  évidemnienl  S,/=:  //. 
L'identité 

.s„W  =  «.=  (î-.?„j'-(f-j)'-R, 

donne  alors 

3„  =  /i  —  -  cl  R„  —  /i  (  /*  —  a  )  ; 

^9 
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d'où 

Qn  =  —  ^—%—  ?/i^i  =  —  ar-ha  —  2/»  —  I, 

et  les  formules  suivanles  : 

/n-M  =  —  (a:  -+-  2/1  -H  I  —  7L)fn—n{n'-  y.)fn-u 
91H-1  =  —  (  a:  -+-  '^./H-  I  —  a)<p„  —  n(/i  —  a)<p„_i  ; 

OU  plutôt  si  Ton  change  les  signes  des  deux  termes  des  réduites 
de  rang  impair  (ce  qui  est  permis,  puisque  cela  ne  change  pas  la 
valeur  de  la  réduite), 

Un  calcul  direct  donne  d'ailleurs  les  valeurs  suivantes  pour  les 
termes  des  premières  réduites, 

/o=  »r        /i  =  ^-Hi  —  X,        /,-a:«-+-9.(!i  — 3i)iF-f-(2  — a)(i  — a) 

et 

en  sorte  que  les  formules  précédentes  permettent  de  calculer  faci- 
lement, par  voie  récurrente,  les  valeurs  de  /«  et  de  o„. 

18.  En  partant  de  Péquation  diiTérentielle 

(18)  j?y-f- (ar-f-i  —  a)y — /i>' =  o, 

à  laquelle  satisfait  le  polynôme  fni  on  trouve  aisément 

/„=  x»->r  n(n  —  0L)x"   ïH ; — -(n—  a)  (n  —  a  — i)J7«-2-4-.  .. 

-h  {n  —  %){n  —  a  —  i)-..(i  —  «). 

Une  deuxième  solution  de  Téquation  (i8)  est  donnée  (n°  3)  par 
la  fonction 

il  est  facile  de  trouver  une  autre  expression  de  Un» 
En  effet,  en  dérivant  n  fois  l'équation  (18),  il  vient 


* 


OO  àUUMÊJL. 


ï-^ï 


d'où  Ton  voit  que  i'^'**-'^  est  égal,  à  ane  ooBStaBlie  pras. 

Par  suile.  on  a.  K  désîgnani  une  constante  «i  F  jr  .  mi  polTnoae 
entier. 


.•^- 


-1— a 


La  fonction  u„  est  en  particulier  donnée  par  ccCle  forBole.  cl, 
comme  elle  s*évanouit  quand  on  donne  à  x  ■»«*  valenr  positive 
infiniment  croissante,  on  a  simplement 


/fc 


-1— : 


Si  Ton  suppose  x  et  n  constants  «  et  je  sopposerai  jr  positif,  en 
sorte  que  les  intégrales  contenues  dans  Fé^alilé  précédente  sont 
toujours  finies,  quel  que  soit  z  .  K  est  une  fonction  de  s  bien 
d**terminée. 

Pour  en  trouver  la  valeur,  je  supposerai  que  Ton  fait  tendre  x 
\er^  zéro  et  que  z  a  une  valeur  positive:  de  l'é^lilé  précédente, 
on  dtrduit  alors 

y,« o  r»  a )  =  Kr  i  . 

d'où 

K  =  «I  —  X-2  2 •/!  X 

et.  par  suile, 

Jk    I        f    ^T^       dT  —  ^»r    •«'^,  =»I  — 2>«2  —  X-.-.'JI ï      ^  — 


-  *.- 


19.   On  tir»-  dr-  L 

/    ^  -^  -dT^^  -T-^ /    — .,.,  ,     ; 

rintéc*~âle  contenue  dans  le  second  membre  a  une  ^a'eur  Cuie.  car 
elle  a  une  valeur  plus  petite  que  Pintégrale 

*    X 

il  serait  même  facile  de  démontrer  qu'elle  tend  vers  aôro  quand 
n  augmente  indéfiniment. 
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On  a,  d'ailleurs, 

fn  n      X  ni  n  —  i)  x^ 

t-ll =  I  H ! -4- 

(I  —  a)(i*  —  a).,  .(n  —  a)  i    i-a  i.-i        (i-a)(2  — a)       '"* 

quel  que  soîlle  nombre  a,  les  leniies  de  ce  développement  (inironl 
par  élre  tous  du  même  signe,  et,  comme  leur  degré  par  rapport 
à  /i  va  toujours  en  croissant,  on  voit  que  la  valeur  absolue  de  la 
série  croîtra  indéliniment  avec  le  nombre  /i. 

Le  coelficienl 

(1  — a)(2  —  g^...(/i  —  g) 

/n 

a  ainsi  pour  limite  zéro,  et  Ton  a 


X 


e-^x^-^  dx  =  e-^x^  lira  ï?  • 

fn 


?« 


Les  réduites  •^- >  quoique  provenant  de  la  réduction  en  fractions 

Jn 

continues  d'une  série  divergente,  fournissent  donc,  avec  une 
approximation  indéfinie,  la  valeur  de  l'intégrale  /  ^~*a:*~*  rfjr, 
pourvu  que  x  ait  une  valeur  positive. 

!20.   Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale 

•  Il 
en  posant  ^=  yjz,  elle  devient 


^  •  '-•        ^x 


e~^  fix 

— —  > 


dont  la  valeur  approximative,  en  prenant  seulement  la  réduite  y  9 


ae-"^ 


est 

Faisant  a  =  3,  on  trouve,  comme  valeur  approchée, 

r=  0,000  019  34, 

dont  les  trois  premiers  chifTies  significatifs  sont  exacts. 
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21.  Les  formules  précédentes  permetlent  de  calculer  aîséme 
es  valeurs  de  la  fonclion  de  Pr^m, 

Que  Ton  désigne,  en  elFet,  parFo(a),  F|(a),  F2(a),  —  4>,(3 
<I>i(a\  4>2(a),  . . .  deux  suites  de  polynômes  liés  entre  eux  par  I 
relations  suivantes  : 

Fn-Ki  («)  =  {>n  -t-  7  —  a)  F„(  a)  —  n{n  —  a)  F„.-,(a  ), 
4>rtH.i ( a)  =  ( 9- /i  -h  :<  —  a  )  4»„ ( a  »  —  /i (  /i  —  a  )  ♦«_  i  (a): 

avec  les  valeurs  initiales 

Fo(a)  =  1,  F,  (  a)  =  -^  —  a, 

<|>y(a)  =  o,         <^|^  a  )  —  i; 

il  résulte  des  formules  précédentes  que  Ton  a 

eQ(a  »  —  lim  — -• 

r  //  •  a  ^ 

Soit,  par  exemple,  j:*  =  i . 

On  obtiendra  succcssi\enient,  pour  les  valeurs  approximatif 
(le  ^Q(o),  les  valeurs  suivantes  : 

4       'lo       i?.\       «)>.»        794(> 


>        .-.--  » »  r-r-r» 


7       34        "iOi)        l'jii't        1 33-17 

qui  vont  en  croissant  et  en  restant  inférieures  à  la  valeur  cliercf 
Il  est  facile  d'obtenir  d^autrcs  suites  de  nombres  allant  cons' 
nient  en  diminuant  et  avant  cette  valeur  pour  limite;  on  trou^ 
eHet  les  expressions  suivantes  des  réduites  du  nombre  ^Q(- 

I        5        7.9       v.oi        i()3i 
3        i\       73       Soi        4odi 

t)e  la  formule  connue 

on  déduit  que  les  fractions 

•1        8         44        3oo        x^'io 
3        li        7$       5oi         ioji 

ont  pour  Hniiie  Q(o), 
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Ces  fraclions  sont  plus  simples  el  convergent  plus  rapidement 
que  les  fractions  déterminées  plus  haut;  elles  vont  d'ailleurs  tou- 
jours en  décroissant. 

En  particulier,  on  a 

24  20 


4o5i 
et 


=  0,5973... 


7940  _ 
^^^-0,5958..., 

ces  deux  fractions  comprenant  la  valeur  de  eQ(o),  on  a,  avec 

une  erreur  de  moins  de ^ 

1000 

eQ(o)  =  0,5965. 

Le  développement  en  série  donne  (§  Compendium  de  Sc/tiô- 
milch,  t.  II,  p.  266)  : 

2,       '2.3        2.3.4        2.3.4-5       2.3.4.5.6       2.3. {.5.6.7 

La  convergence  est  sensiblement  moins  rapide  que  celle  des 
réduites. 

V. 

22.  Pour  les  applications  qui  suivent,  afin  de  simplifier  les  for- 
mules, je  prendrai  le  nombre  A,i,  qui  était  resté  arbitraire,  égal  à 
Tunité. 

Les  relations  qui  existent  entre  les  termes  des  réduites  et  les 
polynômes  Q,i,  0„  et  Û„  deviennent  alors 

Ç/n-I  /n  — /n-i-l  ?/î  =  I  » 

,  //i-hl  —  Qn //»-+-//!- 1  =  0, 

(A)  \ 

Wcp;,  =  (i2«-+-  V  )'f  „  -+-  e„cp„-i  -h  \}fn  ; 

et  les  identités  qui  délerminnit  les  polynômes  Q„,  0„  et  Û«, 

(19)  Q«(i2„^i  — i>„)-he„^,-e„_i=\vQ;, 

(20)  û«+i  -+-  i2«  =  —  Q«  e„  ; 
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on  peut  y  joindre  la  relation 

où  S/,  désigne  un  polynôme  entier. 

l.'é(|ualion  difTérenlielle  à  laquelle  satisfait/;,  est  d^ailleurs 

we„  j'-h [(2 V  -4-  w  )  -  we;,iy 

23.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  que  le  développement 
de  z  commence  par  un  icrme  qui  soit  au  moins  du  degré  de  -• 

Pour  le  dénominateur  de  la  réduite  de  rang  zéro,  je  prendrai 
Tunité,  en  sorte  que  l'on  aura/o=>  et  que  Ço  sera  l'ensemble 
des  termes  entiers  de  z  (lequel  pourra  se  réduire  à  zéro). 

Je  considérerai  les  deux  quantités 

—  I  z 

et     


o  —  I 

comme  constituant  deux  réduites  précédentes,  en  posant 

/. ,  =  o,        a  ,  =  —  f 
et 

Il  est  facile  de  voir,  en  eiïet,  qu'en  posant 

toutes  les  relations  du  tableau  (A)  qui  existent  entre  les  réduites 
consécutives  sont  satisfaites. 
On  aura  donc 

et 

i>o=  V. 

21.   Soit,  comme  exemple,  la  fonction 

z  =  \/x'' -h  •l'k x^~hi  f  ^  1 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

(•^^-4- 2X5724-1)5'=  2(^3 ^-Xx)5-  (x*+aXx«-hi); 
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on  a  ici 

Je  remarquerai  lout  d^abord  que,  z  étant  une  fonction  impaire 
do  x^  les  polynômes  (f„  et  /„  sont  des  fonctions  paires  ou  impaires 
de  la  variable,  et  que  le  produit  ^n/n  est  une  fonction  impaire. 

Il  en  résulte  que  6,|  est  une  fonction  paire,  et  Ton  peut  poser 

12/2  est  une  fonction  impaire  dont  le  terme  de  degré  le  plus  élevé 
est  le  premier  terme  du  développement  de 

Vh =iF'-f-Xa7H — (ar*-i- 2X^7*-+- 1): 

X  X 

on  peut  donc  poser 

12;,=  (n  -^i)x^-+-0LnX; 

enfin  Q„,  qui  est  une  fonction  impaire,  sera  de  la  forme  A„x. 

Portons  ces  valeurs  dans  les  identités  (19)  et  (20);  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  on  obtiendra 
les  formules  suivantes  : 

•2/1-+-  3 


A„  = 


a 


II 


(rx) 


«/i-hl  =  —  «n       -+-  (-2  /*  -f-  3)  —  , 
,    ,  ,  -2/1-4-3 


a 


n 


2AI  -t-  3        ^ 


dont   les   trois   dernières  permettent   de   calculer  de    proche   en 
proche,  et  par  voie  récurrente,  les  nombres  a/,  a/  et  bg, 

La  première  donne  les  relations  suivantes  entre  les  réduites 
consécutives  : 


^  2  /n-  3     ^       ^ 

//i-f-l  H ^/n  -^fn-\  =  O, 

2/H-  3 


Kn  exprimant  que 

L.  —  II.  43 
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est  cxaclement  divisible  par  x^  -4-  aXa?^  -+-  i ,  on  obtient  encore  les 
relations 

(  a„a;,_,  — 6„6;,_,  =  2(/i-hi)a„=rîîX(/i-f-i)», 
et  Ton  trouve  la  valeur  suivante  du  quotient  : 

25.  La  partie  entière  du  développement  de  z  étant  simplement  x, 
on  a  pour  valeurs  des  premières  réduites 

puis 

(1*011  les  valeurs  initiales  suivantes 

(J^oii,  au  moyen  des  formules  (22),  on  déduit  successivement  les 
valeurs  des  coefficients  a/,  a/  et  6/,  à  savoir 

SCj  =  —  A  -+-  ^  »        •  •  •  » 
A 

ai  =  6 r-:  '      •  •  •  > 

2X* 

Les  relations  (23)  fournissent  des  moyens  faciles  de  vérification. 

26.  Soit  encore  à  déterminer  les  réduites  de  la  fonction  z  dont 
le  développement,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x^  satis- 
fait à  l'équation  dilTérentielle 

x^z'  =  i{x^-hpx  -h  q)z  -\-  rx  -h  s. 
On  a  ici 

W  =  x',         \.  =  x^-hpx  -^q,         {]  -=  rx  -^  s\ 

on  peut  poser 

Un  =(n-{-i)x*-hanX  -+-  p„, 

Qa=Ana?4-B„. 


SUR   LA   REDUCTION   EN   FRACTIONS   CONTINUES.  'TO'^ 

Cela  posé,  des  idenlités  (19)  et  (20)  on  déduit 

(XnX  -+-  B;,  )[J7J-+-  (a„^,  —  OLn  )x  -h  P„-k|  —  ?«  ] 

et 

<l'oii  les  relations  suivantes 

/i  -»-  I  in  -^3  h„ 

n  -k-  X  -2/1  -H  4   «n 

Pnn-I  =  —  3/1  —  (  2  '*  -H  3  )  (  a„+,  —  a„  )  —  , 

•>/i  -^  3  .„             Q           9/1  -+-  3 ,  .. 

«/iH-i  =  fl/i-  i-t (p/i-f-i—  P/i) («rt-t-i  — 3tr, 

7/1-4-3 

b„^X  =  O/i-l (  «n-hl  —  ««  )  (  p/i-Hl  —  p/i  ), 

Un 

qui  permettront  de  calculer,  par  voie  de  récurrence,  les  nombres  a/, 
Pi  et  a/,  6|. 

On  aura,  d'ailleurs, 

Q/i=  — {—x-^  i„_Hi  — an), 

d*où  l'on  déduira  successivement  les  valeurs  des  réduites  par  les 
formules 

?/n-l  =  Q/i?/» —  <P/i-l' 

27.  Le  polynôme 

[(n  4-  i)a7«-^  a„a7  h-  ?«]*—  (a7>-+-/>ar  -+-  ^)«—  («n^?  -h  6„)  (a„_|a?  -♦-  bn^t  ) 

devant  être  divisible  par  a:',  on  a  encore  ces  identités 
(•}/»)  <  a«6„_i-hô„a„_,  «2a«Pn  — 2/><7, 

qui  peuvent  être  considérées  comme  un  système  d'intégrales  pre- 
mières des  équations  aux  différences  finies  (24)  et  qui  peuvent 
servir,  soit  comme  vérification  des  calculs,  soit  pour  déterminer 
les  coefficients  a/  et  6/. 

On  a  d'ailleurs,  puisque  le  développement  de  z  ne  renferme  pas 
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de  partie  entière, 

par  suite, 

et 

On  a  donc  les  valeurs  initiales  suivantes  : 
a   ,=  0,         6-1  =  0,         «0=^*»         bo=s,         a^=/>,  p<,=  ^; 

d'où  Ton  déduit,  par  voie  de  récurrence,  la  suite  des  nombres  qui 
déterminent  les  polynômes  Q„. 

28.   Ayant 

=  x^[n{n  -^  9.)x  -h  2{n  -f  i)an —  '2p], 
on  en  déduit 

Dans  le  cas  où  il  y  a  surapproximation,  Bn  doit  se  réduire  à 
une  constante;  on  a  donc 

««  =  o, 

et  l'équation  diflTérentielle  à  laquelle  satisfait  y„  devient 

x^y-¥-  (jx'-f-  2px  -\-  iq)y'  —  [/i(/«  -+-  i\)x  -h  (an  -f-  3)a«^-  3/?]  =  o. 

Réciproquement,  si  Ton  détermine  la  quantité  a/,,  de  telle  sorte 
que  Téquation  précédente  ait  pour  solution  un  polynôme  entier y„, 
on  peut  déterminer  les  quantités  r  et  5,  de  telle  sorte  que  le  déno- 
minateur de  la  /i'^»»<=  réduite  de  z  soit  f^. 

29    Comme  dernière  application,  je  considérerai  la  fonction 

'•^    ^-  dx 


z  =  {x^-^  Zgx  -^  h) 


JL.       /• 


{x^^^gx-^h)^ 


qui  satisfait  à  Téqualion  dififérentielle 
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On  a,  dans  ce  cas, 
W  =x^-h3gx-i-  h,        V  =  |i(ar«-+-^)        et        U  =  — (a?ï-+-3^a?-h  A), 

el  l'on  peut  poser 

0,,=.  (n-+-|A)ar»-r-ana?-f-P„, 

Q„=  A„ar4-B„. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  relations  (19)  et  (20),  on 
obtient  les  égalités  suivantes,  qui  doivent  être  identiquement 
satisfaites, 

-h  (a„^,  — a„_i)a7 -*- 6„-4_i— ^„=  Art(a7»-f- 3^37-+- /i), 

-T-  (a„H-i -^  a«)a7  -4-  P«+i h-  p„  =  —  ( A„a7  h-  B„)  (a^a?  h-  bn), 

iVoù  Ton  déduit 

^  2  n -+-  î»  fx -4-  I  ,  . 

/l-i-|l-|-I  2/l-|-2|l-h'2a;, 

bn 

P/iH-i  =— pn— ('2/H-2|i-l-i)(a„H-|  — a„)--. 


2/l-t-2|l-4-l     Q^                Q                            2/l-^2|l-hI,  .- 

«/iH-i  =  ««-1  H ~-^- (  P«+l—  P/»—  3/?) —î- («n+l  —  «n)', 

.  ,  2/l-t-2|H-l     Q  Q  2/H-2U-hI, 


«n  ai 


Ces  relations  permettent  de  calculer  successivement  les  nom* 
bres  rt/,  6/,  a/,  j3/  et  par  suite  les  quotients  incomplets  Q/. 
Ou  a  d^ailleurs 

et,  comme  la  partie  entière  du  développement  de  r  est  '■ — » 

/-i  =0,        o_i  =  —  I  , 


iroù 


*  I  —  I^JL 
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et  par  suîle  les  valeurs  inîliales  suivantes  : 

ûf-i  =  o,       ô_i=o,       go=  »       Oo= — >        »»=0,       Bo=jiA'; 

I 'À  II  1  —  2  JX 

cPoù  Ton  déduira  successivement,  au  mojen  des  formules  (26). 
les  valeurs  de 

30.  On  obtient  un  autre  s^'stème  de  formules  qui  permet  éga- 
lement de  calculera,,  et  6„  et  que  l'on  peut  considérer  comme  un 
système  d'intégrales  premières  des  équations  aux  diflTérences 
finies  (26). 

Il  s'obtient  en  exprimant  que  le  polynôme 

il J  _  V»  -  e„  e„-,  1=  [( /n- fil  )ar«  ^  «„  ar -H  p„  ]* 
est  exactement  divisible  par 

De  là  résultent  les  relations  suivantes  : 

anbn-i-^-  bnan-i  =  2a„3„—  6^(7H-  [*)«„—  A/»(/l  -4-  2{l), 

Il  est  important  de  remarquer  que  Ton  a  ainsi  trois  relations 
pour  déterminer  a»  et  b„;  d'où  cette  conséquence  que,  sî  l'on 
pose 

A  est  une  racine  d'une  équation  du  second  degré  de  la  forme 

PX2^2QX-hR  =  o, 

^"  ^>  Q>  R  sont  des  fonctions  rationnelles  de  gj  A,  a,,,  p,„  ces 
deux  dernières  quantités  étant  elles-mêmes  des  fonctions  ration- 
nelles de  g  et  de  h. 

L'autre  racine  de  l'équation  est  évidemment  la  valeur  de  ^. 
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Il  résulte  de  là,  eu  particulier,  que  Texpression 

Q«— PR 

est  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  de  g  et  de  h. 

Mais  c*est  un  point  que  je  me  réserve  de  traiter  plus  tard  en 
cssa^'ant,  du  moins  dans  des  cas  particuliers,  d^'ntégrer  les  sys- 
tèmes d'équations  aux  difl'érences  finies  (27)  et  (28). 

VI. 

31.  Les  formules  précédentes  permettent,  pour  une  valeur 
donnée  de  x^  de  calculer  de  la  façon  la  plus  simple  les  valeurs  des 
réduites  d'une  fonction  z  qui  satisfait  à  une  équation  difTérentielle 
linéaire  du  second  ordre  dont  les  coefficients  sont  rationnels. 

Au  point  de  vue  du  calcul  numérique,  la  solution  peut  être 
regardée  comme  complète;  mais,  si  l'on  veut  déterminer  effecti- 
vement par  des  expressions  analytiques  les  valeurs  des  coefficients 
des  quotients  incomplets,  on  est  conduit  à  intégrer  un  système 
d'équations  aux  différences  ordinaires  dans  lequel  le  nombre  des 
quantités  inconnues  est  d'autant  plus  grand  que  le  degré  du  poly- 
nôme 6/1  est  plus  élevé. 

L'intégration  de  ces  équations  semble,  en  général,  présenter 
d'assez  grandes  difficultés;  nous  savons,  en  effet,  que,  dans  un  cas 
particulier  relativement  simple  étudié  par  Jacobi  et  par  Borchardt 
(à  savoir  celui  où  z  est  l'inverse  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
entier),  l'intégration  dépend  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  des  ibnclions  abéliennes. 
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